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Streszczenie: W pracy zajmujemy sie optymalnym doborem préby
w wybranych modelach: krzyzowym oraz tréjkatnym. Kryterium opty-
malnosci polega na doborze rozmiaru préby, dla ktorego wzgledna diu-
gos¢ przedziatlu ufnosci nie przekracza ustalonej wartosci.

Stowa kluczowe: pytania drazliwe, model nierandomizowanych odpo-
wiedzi

JEL classification: C83, C99

WSTEP

W wielu badaniach spotecznych i ekonomicznych badacz chce uzyskaé odpo-
wiedz na pytania drazliwe dotykajace sfer intymnych, a odpowiedzi moga sta-
wiac¢ ich w ztym swietle. Istnieje wiele zachowan, ktére nie sg dobrze odbierane
w spoleczenstwie, a przyznanie sie do nich wigze sie z lekiem o zdemaskowa-
nie. Trudno sie przyzna¢ do problemoéw z alkoholem, przemocy w rodzinie czy
nieprzestrzegania prawa. Nawet zapewnienie przez ankietera o pelnej anoni-
mowoéci badania moze nie byé¢ wystarczajacym powodem do udzielania szcze-
rych odpowiedzi. Dlatego tez stosowane sg pewne wybiegi, by mimo wszystko
w miare rzetelnie oceni¢ w populacji skale zjawiska drazliwego. Ogélng idea
tych pomystéw jest zadawanie obok interesujacego badacza pytania drazliwego
pytania neutralnego niezwigzanego z badana kwestia.
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Pierwszy pomyst na realizacje tego zadania pochodzi od Warnera [War-
ner 1965]. Zaproponowal on stosowanie randomizacji odpowiedzi. To podejscie
wymaga zastosowania pewnego ,urzadzenia” dokonujacego takiej randomim-
zacji. Podejscie Warnera bylo modyfikowane na wiele sposobéw. Tian i in.
[2007] zaproponowali inny sposéb dzialania nie wymagajacy randomizacji od-
powiedzi. Zaproponowali oni dwa modele zadawania pytan: model krzyzowy
oraz model tréjkatny. Sposréod wielu prac mozna przyktadowo wymieni¢ Ho-
rvitz iin. [1967], Greenberg i in. [1969], Yu iin. [2008], Tan i in. [2009], Jaworski
i Zielinski [2023] oraz Jaworski [2025].

Nas interesuje przedzialowa estymacja odsetka pytan drazliwych. Chce-
my znalez¢ minimalna wielko$¢ préoby pozwalajaca na estymacje wzglednego
odsetka przy zachowaniu pewnej anonimowosci badanych oséb. Anonimowo$é
ankietowanej osoby mierzona bedzie prawdopodobienstwem odgadniecia od-
powiedzi na pytanie drazliwe na podstawie znajomosci caloéciowej odpowiedzi.

Ponizej rozwazymy dwa nierandomizowane modele stosowane w bada-
niach drazliwych: model krzyzowy oraz model trojkatny.

Model Krzyzowy. W modelu krzyzowym niezrandomizowanych odpowiedzi
zadawane sa dwa pytania, drazliwe i neutralne. Jezeli respondent moze od-
powiedzie¢ na oba twierdzaco, wpisuje do ankiety TAK. Jezeli na oba moze
odpowiedzie¢ przeczaco, rowniez wpisuje TAK. W przeciwnym przypadku wpi-
suje NIE. Wazne jest by oba pytania byly tak dobrane, aby udzielane na nie
odpowiedzi respondenta byly realizacjami niezaleznych zmiennych losowych.
Formalnie, niech Z oznacza zmienna losowa o rozkltadzie dwupunkto-
wym, ktéra przyjmuje wartoéé¢ 1, gdy respondent na oba pytania udzielitby tej
samej odpowiedzi oraz 0 w przeciwnym przypadku:
7 {1, gdy obie odpowiedzi s takie same, (1)

0, w przeciwnym przypadku.

Niech p oznacza prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienng Z warto-
Sci 1. Zatem

Pr(Z=1)=p=qr+(1-q)(1-m), (2)

gdzie m i ¢ oznaczaja prawdopodobienstwa, ze respondent odpowiedziatby
twierdzaco odpowiednio na pytanie drazliwe oraz neutralne. Zaktadamy, ze
prawdopodobienstwo ¢ jest znane. By 7 byto identyfikowale, to prawdopodo-
bienstwo ¢ nie moze by¢ réwne 0.5. Préba niezaleznych zmiennych losowych
Z1, ..., 2, 0 tym samym rozkladzie prawdopodobienstwa co Z, opisuje wyni-
ki ankiet przeprowadzonych wsréd reprezentatywnej proby n respondentéw.
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Estymatorem prawdodobienstwa 7 uzyskanym metoda momentéw jest

o Z-(10-q)
K 2q_1 )

gdzie Z = (>" Zi) In.

Model Tréjkatny. W modelu tréjkatnym niezrandomizowanych odpowiedzi
zadawane sa dwa pytania, dokladnie tak samo jak w modelu krzyzowym. Réz-
nica polega na tym, ze respondent wpisuje do ankiety NIE, jezeli na oba py-
tania odpowiedzialby przeczaco. W przeciwnym razie wpisuje TAK. W szcze-
gblnosci:

3)

7 0, jesli obie odpowiedzi sa NIE,
1, w przeciwnym przypadku.

W tym modelu
Pr(Z=1)=p=m+(1-m)q, (4)

a estymatorem prawdodobienstwa 7 uzyskanym metoda momentéw jest

. Z—q
ip = ——.
T 1_q

PRZEDZIALY UFNOSCI

Rozwazamy przyblizone przedziaty przedzialy ufnosci typu Walda. Sa to asymp-
totyczne przedzialy oparte na Centralnym Twierdzeniu Granicznym, ktére glo-
si, ze asymptotyczny rozklad prawdopodobienstwa estymatoréw g oraz 7
jest rozkladem normalnym. Doktadniej, gdy licznosé proby roénie nieograni-
czenie, to .

KT, N(0,1).

Varmg

Tutaj % jest nieobciazonym estymatorem wariancji estymatora 7

g Z0-2) _ #x(l—%K) q(1—q)
(n—1)(2¢ — 1)2 n—1 (n—1)(2¢ = 1)*

Przyjmujac poziom ufnosci § i stosujac standardowe metody otrzymujemy
przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa drazliwego

(ﬁK — U(1+6)/2V Varrg, fix + U(1+45)/2V m> ;
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gdzie u(114)/2 oznacza kwantyl rozktadu N (0, 1).
Podobnie mamy dla modelu tréjkatnego:

T, N(0,1).
Varmr
W tym modelu
— Z(1—-Z fr(l — 7 1-—
Varmp— - 20=2) _#r(—#r) 4l —9q)

(n—11-q?  (n—1) (n—=1)(1—q)?

i asymptotyczny przedzial ufnosci dla prawdopodobienstwa 7 ma postaé

<ﬁ'T — U(145)/2V V/CL\TTFT, T + U(1+5)/2V %) .

OPTYMALNY ROZMIAR PROBY

Rozwazamy wzgledna dtugosé przyblizonego przedziatu ufnosci

U(z:9,m) = O D) 9

gdzie (mg(z), mp(z)) oznacza przedzial ufnosci dla m po zaobserwowaniu wy-
niku z, gdzie z jest realizacja zmiennej losowej Z = > . Z;. Naszym celem
jest kontrola tej dlugosci za pomoca rozmiaru proby. W tym celu dla danego
modelu wyznaczamy

Ex {Z(Z;q’n)]l(ﬂ- € (ﬂ-G(Z)aﬂ-D(Z))} =

z”: l(k;q,n)L(m € (mg(k), mp(k))Pr{Z = k}. (©)
k=0

Jest to $rednia wzgledna dlugos¢ przedzialéw pokrywajacych m. Bez straty na
ogblnosci zaktadamy, ze m < 0.5. Na podstawie obliczen numerycznych mozna
zaobsewowaé, ze dla kazdego m € (0,0.5) warto$¢ oczekiwana E,l(Z;q,n)
rosnie wzgledem ¢ i maleje wzgledem n (rys. 1, 2).
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Rysunek 1. Srednia diugo$é wzgledna dla n = 1000 w modelu krzyzowym
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20 qg=02
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

Rysunek 2. Srednia diugo$é wzgledna dla n = 1000 w modelu tréjkatnym

= 100 =100
= o :110000000
s n =
N 50
53
& !
L - - F ; v
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

Przedstawione w pracy wykresy (rys. 1, 2) zostaly wykonane dla modelu
krzyzowego. Wykresy dla modelu trojkatnego sa podobne. Obliczenia nume-
ryczne wykonano dla

(n,q) € {100, 1000, 10000} x {0.1,0.2,0.3,0.4}.

Stad, przy ustalonej wielkosci proby n jestedmy zainteresowani, aby wartosé
parametru ¢ byta mozliwie najmniejsza. Dla malych ¢ uzyskujemy wysoka
precyzje oszacowania. Z drugiej strony ¢ nie moze by¢ zbyt mate. Na przyktad
q = 0 odpowiada przypadkowi, w ktorym nie zadajemy pytania neutralne-
go. Brak pytania neutralnego oznacza brak ochrony prywatnosci respondenta.
Dlatego g powinno mie¢ wartos¢ wicksza od zera. Dolne ograniczenie dla ¢
powinno by¢ wynikiem odpowiednio wysokiego poziomu ochrony prywatnosci
respondenta.
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Tan i in. [2009] zaproponowali, aby poziom prywatnosci respondenta
kontrolowaé¢ za pomoca nastepujacych prawdopodobienstw warunkowych:

P {Y =1|Z =1} oraz P {Y =1|Z =0},

ktore okreslaja przypuszczalna przynalezno$é respondenta do grupy wrazliwej,
w zaleznosci od wyniku jego ankiety. W modelu krzyzowym prawdopodobien-
stwa te przedstawiaja si¢ nastepujaco (zastosowanie twierdzenia Bayesa):

Tq
g+ (1 -m)(1—q)

m(1—q) Q
(1 —q)+ (1 —m)q’

PAY =1|Z =1} =

P {Y =1|Z =0} =

a w modelu tréjkatnym

T+ (1—m)q’ (8)
P {Y =1Z=0} =0

P Y =1Z=1}=

Zaleznos¢ tych prawdopodobienstw od parametru ¢ przedstawiona jest na
rys. 3 dla modelu krzyzowego, a dla trojkatnego na rys. 4.

Rysunek 3. Ochrona prywatnosci w modelu krzyzowym

17 ---P(Z=1]Y =1)
—P(Z=1|Y =0)

01 02 03 04 05

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Rysunek 4. Ochrona prywatnosci w modelu tréjkatnym

1] —P(Z=1lY = 1)

: : : : > g
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

Z wykreséw (rys. 3) oraz (rys. 4) wynika, ze im mniejsza jest wartosé
parametru ¢, tym stabszy jest poziom ochrony prywatnosci (tym wyzsze jest
prawdopodobienstwo P, {Y = 1|Z = 1}). Aby zachowaé¢ odpowiedni poziom
prywatnosci, musi by¢ spetnione:

PAY =1Z=1}<~oraz P, {Y =1|Z =0} <~ 9)

dla z gory ustalonego v € (0,1) (odpowiednio duzego) oraz dowolnego 7 < .
Wartos¢ my odzwierciedla nasza wiedze o odsetku oséb nalezacych do grupy
wrazliwej. Na przyklad z badan nad HIV w USA [NZIP 2022] wynika, ze
odsetek nowych zachorowan na te chorobe maleje. Gdyby 7 oznaczal odsetek
obecnie chorych na HIV, mozna by zalozyé, ze mo = 0.0036, poniewaz 0.36%
jest znanym poprzednio odsetkiem zarazonych tym wirusem.

Najmniejsze g = q(mp; ), ktére spelnia nieréwnosci (9), ma postaé:

a) q(mo;7y) = #ﬂg)ﬁm w modelu krzyzowym,

b) q(mo;7y) = % w modelu tréjkatnym.

Rozwiazanie nieréwnosci (9) jest mozliwe tylko wtedy, gdy v > w. Zatem
powinni$my przyjaé, ze v > my. W przeciwnym przypadku nieréwnosci (9) nie
bytyby spetnione dla wszystkich © < 7.

Formuly na g(m;~y) zostaly wyprowadzone w pracach Jaworski i Zielini-
ski [2023], Jaworski [2025].

Zauwazmy, ze $rednia dlugosé wzgledna roénie nieograniczenie, gdy m
zbliza sie do zera. Stad bez wiedzy o dolnym ograniczeniu parametru 7 nie
jest mozliwa kontrola dtugosci przedziatu ufnosci. Dlatego przyjmujemy, ze m €
(m_1,m0), gdzie dodatnie wartosci m_; oraz my mozna okresli¢ na podstawie
posiadanej wiedzy.
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Uwzgledniajac powyzsze uwagi, mozemy na potrzeby tej pracy sformu-
towaé¢ nastepujaca definicje optymalnego rozmiaru proby.

Definicja. Zaktadamy, ze 7w € (w_1, m), gdzie m_1, 7y sa znanymi warto$ciami
mniejszymi od 0.5. Przy ustalonym v < 7y oraz ustalonym d, najmniejsza
liczebno$¢ préby n dla ktérej
E:l(Z;q(m0,7v),n) <d (V7 € (m_1,m0))
nazywamy optymalnym rozmiarem proby.
Przyktad numeryczny. Przyjmujemy v = 0.5, d = 0.5. Niech n* ozna-

cza optymalny rozmiar préby. W zaleznosci od wartosci n_1, m9 wyznaczony
numerycznie optymalny rozmiar préby przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Optymalny rozmiar préby

Model 0 1 = 0, 17T0 n* w1 = O, 27T0 n*
Krzyzowy 0,1 0,01 83447 0,02 22214
0,2 0,02 64327 0,04 16726
0,3 0,03 82676 0,06 21082
0,4 0,04 209311 0,08 52631
Trojkatny 0,1 0,01 74083 0,02 19690
0,2 0,02 48016 0,04 12397
0,3 0,03 46620 0,06 12421
0,4 0,04 67870 0,08 16593

Zrbdlo: obliczenia wlasne

PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano optymalny dobdr wielkosci préby z uwzglednieniem
ochrony prywatnosci respondenta. Dobér préby oparto na kontroli wzglednej
dhugosci przydziatéw ufnosci pokrywajacych szacowany prametr. Zaprezento-
wane podejécie jest podobne do tego z prac Jaworski i Zielinski [2023] oraz Ja-
worski [2025], w ktérych rozwazano bezwgledna dlugos$é przedzialéw ufnosci,
a nie wzgledna. W ujeciu wzglednym ujawnita si¢ koniecznos¢ kontrolowania
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dolnego ograniczenia na prawdopodobienstwo 7 poprzez wykorzystnie dodat-
kowej wiedzy o odsetku oséb nalezacych do grupy wrazliwej. W przeciwnym
przypadku oczekiwana precyzja, ze wzgledu na niepraktycznie duzy rozmiar
proby optymalnej, mégtaby by¢ trudna do uzyskania.
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OPTIMAL SAMPLE SELECTION IN THE CROSSWISE AND
TRIANGULAR MODELS OF SENSITIVE QUESTIONS

Abstract: In this work, we focus on the optimal selection of a sample in
selected models: the crosswise and the triangular model. The optimality
criterion consists in choosing the sample size for which the relative length
of the confidence interval does not exceed a predetermined value.

Keywords: sensitive questions, nonrandomized response models
JEL classification: C83, C99



