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Streszczenie: W pracy przedstawiono wykorzystanie metody maksymalnego
zanurzania regresji do szacowania parametréw strukturalnych funkcji regresji
liniowej. Dla zbioréw dwuwymiarowych, zawierajacych obserwacje
nietypowe, oszacowane zostaty funkcje regresji wykorzystujac klasyczng
metod¢ najmniejszych kwadratow oraz metode oparta nha koncepcji
zanurzania obserwacji w probie. Zauwazy¢ mozna w jaki sposob obserwacje
nietypowe wptywaja na oszacowane modele.

Stowa kluczowe: funkcja regrsji liniowej, klasyczna metoda najmniejszych
kwadratow, zanurzanie obserwacji w probie, zanurzanie regresji liniowej

JEL classification: C18, C40

WSTEP

W literaturze coraz czgséciej poruszane sg zagadnienia dotyczace statystyk
odpornych oraz obserwacji nietypowych. Odporno$¢ jest rozumiana jako brak
wrazliwos$ci odnoszgcej si¢ do niespelnienia zatozen dotyczacych zgodno$ci
z rozktadem normalnym lub odpornos$ci na wystgpowanie w danym zbiorze danych
obserwacji nietypowych [Hampel 2000].

Zatozenie jednorodnoséci zbioru danych jest jednym z podstawowych
zatozen dotyczacych stosowania metod regresji. Zbiér punktow przestrzeni
dwuwymiarowej nazywamy jednorodnym w sensie regresji liniowej, jezeli tworzy
w tej przestrzeni figur¢ o takim ksztalcie, Zze mozna ja aproksymowac
wykorzystujgc regresje liniowa [Jajuga 1993].

Obserwacje nietypowe mogg zmienia¢ charakter zaleznosci pomiedzy
zmiennymi, co ma istotne znaczenie w badaniu zjawisk ekonomicznych. Z innej
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strony mogg dostarcza¢é waznych informacji dotyczacych zmian zachodzacych
w przypadku tych zjawisk. Jezeli w danym w zbiorze wystepuja obserwacje
nietypowe (odstajace) mozna zdecydowaé si¢ na ich wyeliminowanie lub
zastosowanie odpowiednich metod analizy statystycznej [Barnett, Lewis 1978].

Klasyczne metody statystycznej analizy wielowymiarowej nie s3 odporne na
wystepowanie ~ obserwacji  nietypowych.  Wyniki  analizy,  uzyskane
z wykorzystaniem tych metod, moga prowadzi¢ do btgdnych wnioskow lub moga
by¢ konsekwencjg konstrukeji modelu funkcji regresji, ktory nieprawidtowo bgdzie
opisywal badane zjawiska. Na szczegolng uwage zastuguje problem odpornosci
w przypadku modeli regresji. Metode regresji mozna uzna¢ za odporna, jezeli
model regresji nie jest wrazliwy na wystepowanie obserwacji nietypowych.
Wykazuje on tendencje¢, ktora jest reprezentowana przez wigkszo$¢ obserwacii
zbioru danych. Zagadnienia dotyczace regresji odpornej opisane zostaly miedzy
innymi w pracach takich autoréw jak Andersen [2008], Kosiorowski [2012] lub
Rousseeuw i Leroy [1987].

Metody analizy regresji, oparte na koncepcji zanurzania obserwacji
w probie, naleza do metod odpornych. W pracy przedstawiono wykorzystanie
estymatora maksymalnego zanurzania funkcji regresji do szacowania parametrow
modelu regresji dla danych dwuwymiarowych [Hubert, Rousseeuw 1999]. Modele
regresji zostaly oszacowane dla zbioréw liczbowych zawierajacych obserwacje
nietypowe. W celu zilustrowania uzytecznosci metod opartych na zanurzaniu
obserwacji w probie, W przypadku wystepowania obserwacji odstajacych,
oszacowane zostaly rowniez funkcje regresji wykorzystujac klasyczng metodg
najmniejszych kwadratow.

METODA BADAWCZA

W badaniu zjawisk ekonomicznych czesto nalezy okresli¢ powiazania
pomigdzy zmienna zalezng a zmiennymi niezaleznymi. W tym celu wykorzystac¢
mozna analiz¢ regresji. Jako narzedzie badawcze pozwala ona zrozumiec¢ i opisac
analizowane zjawiska, okresli¢ site, ksztalt i kierunek zaleznosci pomigdzy
analizowanymi zmiennymi. Zmienne moga by¢ powigzane pomiedzy sobg za
pomocg zaleznos$ci funkcyjnej. W przypadku dwuwymiarowym kazdej wielkosci
zmiennej niezaleznej odpowiada okre§lona jednoznacznie warto$¢ zmiennej
zaleznej. Analiza regresji umozliwia miedzy innymi okreslenie sity i rodzaju
wplywu jednej zmiennej na drugg lub okreSlenie warto$ci jednej zmiennej
wykorzystujac zatozone lub znane warto$ci drugiej zmiennej [Stanisz 2007].

Oszacowana funkcja regresji liniowej w przypadku dwuwymiarowym jest
postaci:

yi =ax +b, 1)
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gdzie a i b sa odpowiednio estymatorami parametru strukturalnego przy
zmiennej objasniajacej i wyrazu wolnego tej funkcji [Luszniewicz, Staby 2008].

Réznicg pomiedzy rzeczywistymi warto$ciami zmiennej objasnianej (Y;)
oraz odpowiadajacymi im teoretycznymi warto$ciami tej zmiennej (V) nazywamy
sktadnikami resztowymi (€, ) modelu funkcji regresji. Wyznaczone sa one wedlug
wzoru [Kot i in. 2007]:

e =Y — i (2)

Zanurzanie funkcji regresji liniowej zostalo wprowadzone przez Hubert
i Rousseeuw [1999]. Metoda oparta na tej koncepcji pozwala na oszacowanie
parametrow strukturalnych rownania regresji liniowej, ktdra jest najbardziej
zanurzona w stosunku do danych empirycznych oraz na okresleniu stopnia jej
zanurzenia w tym zbiorze. Estymator najbardziej zanurzonej regresji, moze by¢
wykorzystywane w przypadku wystepowania obserwacji nietypowych. Postugujac
si¢ odpowiednim algorytmem, oprocz estymacji parametrow strukturalnych
regresji liniowej, mozliwe jest wyznaczenie wartosci zanurzania modelu regresji
w analizowanym zbiorze danych [Hubert, Rousseeuw 1999]. Wykorzystanie
zanurzania w regresji liniowej przedstawione zostalo migdzy innymi w pracach
Kobylinskiej [2011], Van Aelst, Rouusseuw [2000], Van Aelst i in. [2002].
W pracy definicje podane zostaty dla przypadku dwuwymiarowego.

Niech Pn2 okresla zbior dwuwymiarowy o liczebnosci n oraz niech (x;,Y.)

dla i=12,...,n bedzie obserwacjg nalezacg do Pnz. Funkcje regresji liniowej
¥, = ax, +b nazywamy niedopasowang do zbioru Pnz, jezeli istnieje taka liczba
rzeczywista v, =v, ktora nie pokrywa si¢ z zadng wartoscia X, czyli X; #v,
ze spelnione sg nastepujace warunki

g, <0 dlakazdego X, <v i € >0 dlakazdego X, > v
lub

g, >0 dlakazdego X; <v i € <0 dlakazdego X, >v.

Zanurzaniem  funkcji  regresji liniowej rzan(y,,P’) w zbiorze

dwuwymiarowym Pn2 okreslamy najmniejsza liczbe obserwacji zbioru Pn2 , ktore

powinny zosta¢ wyeliminowane ze zbioru Pnz, zeby funkcja Y, stala sig

niedopasowana do danego zbioru. Nalezy zauwazy¢, ze jezeli funkcja Y,, potozona

jest powyzej lub ponizej wszystkich obserwacji danego zbioru, zawsze bedzie
niedopasowane do danych empirycznych [Hubert, Rousseeuw 1998].

Na rysunku 1 przedstawiono wykres korelacyjny zbioru Pl(z) o liczebnosci
10. Umieszczone zostaly dwie funkcje regresji, sposrod ktorych m  jest
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niedopasowana do danych tego zbioru. Zauwazy¢ mozna, ze w przypadku tej
funkgji istnieje liczba v,, taka, ze mozemy obroci¢ funkcjg¢ m do pozycji pionowej

w ten sposob, ze nie przejdzie ona przez zaden punkt Plg . W przypadku prostej I,
rzan(m, Plg) =4, gdyz nalezy usunaé cztery punkty, zeby prosta | stata si¢

niedopasowana do zbioru Pj. Inaczej mowigc, zanurzanie funkeji regresji jest

réwne najmniejszej liczbie reszt, ktore musza zmieni¢ znak, zeby prosta regresji
stata sie niedopasowana do danych empirycznych.

Rysunek 1. Wykres korelacyjny zbioru Plf, oraz dwie funkcje, gdzie m jest niedopasowana
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Zroédlo: opracowanie wlasne na podstawie Hubert i Rousseeuw [1999]

Maksymalne zanurzanie funkcji regresji w zbiorze P? spetnia nieréwnosé

n

max rzan(y,, P?) > fn/ﬂ ,gdzie ’_A—‘ jest czeScig catkowita liczby A. Dla
kazdego P? — R* zachodzi |'n/ 3—‘ <rzan(¥y,,P?) <n. Jezeli wszystkie punkty
P> leza na prostej regresji ¥, dla i=12..,n, wtedy
rzan(y,, P’) = maxrzan(y,,P’) =n. Wiasnosci dotyczace zanurzania regresji
liniowej omoéwione zostaly miedzy innymi w pracy Hubert i Rousseeuw [1998].
PRZYKLAD EMPIRYCZNY

W celu przedstawienia zastosowania metody zanurzania regresji liniowej
wykorzystano dane liczbowe dwuwymiarowe. Do oszacowania funkcji regresji
wykorzystano metod¢ najmniejszych kwadratow (obliczenia przeprowadzono
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z wykorzystaniem pakietu STATISTICA PL) oraz metod¢ zanurzania regres;ji
liniowej, dla ktérej obliczenia przeprowadzono wykorzystujac pakiet sSrodowiska R
,,DepthProc™. W sklad pakietu wchodzi zestaw procedur statystycznych opartych
na koncepcji zanurzania obserwacji w probie. Informacje na temat pakietu oraz
mozliwosci jego zastosowania w przypadku wielowymiarowym zamieszczone
zostaty miedzy innymi w pracy Kosiorowskiego i Zawadzkiego [2014].

Na rysunkach 2-5 przedstawiono dane liczbowe dwuwymiarowe przyjmujac
za kazdym razem inng konfiguracje zbiorow (zbiory P2 (xy),PA(X.Y,),

P2(X,Y,), PZ(XVs))- Dla kazdego z tych zbioréw oszacowane zostaty dwie

funkcje regresji liniowej wykorzystujac dane metody. Réwnania funkcji regresji
zamieszczone zostaty w tabeli 1.

Tabela 1. Oceny roOwnan regresji z wykorzystaniem danych metod

Metoda zanurzania Metoda najmniejszych
regresji kwadratow
¥y =6,00+0,20x y=17,24+0,20x
Ocena funkgji Yy, =6,00+0,20x, ¥, =1159+0,15x,
regresji ¥, =1089+0,17x, y, =46,36-0,07x,
Y =8,67+0,20x, Y =7,98+0,32x,

Zrodto: opracowanie wlasne

Nadmieni¢ mozna, ze zbiér danych ng)(xy) (rysunek 2) tworzy zwarta
figure o ksztalcie pozwalajacym aproksymowac¢ ja wykorzystujac funkcje regresji
liniowej. Zauwazy¢ mozna, ze funkcje regresji oszacowane dla tego zbioru
polozone s3 ,,blisko” siebie. Wynika to z faktu, ze nie wystepujg w tym przypadku
obserwacje nietypowe, ktére moga przyczyni¢ si¢ do zmiany polozenia funkcji
regresji. Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona wynosi dla zmiennych tego
zbioru 1, =0,78 i jest to najwyzsza warto$¢ sposrod wspotezynnikow korelacji
wyznaczonych dla wszystkich rozpatrywanych zbioréw, ktoére wynosza
odpowiednio Fy, =074, 1, =0,-0,18 oraz ., =0,41.

T XY

1 https://cran.rstudio.com/web/packages/DepthProc/index.html
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Rysunek 2. Wykres korelacyjny zbioru Ps% (Xy) oraz funkcje regresji liniowej oszacowane
metoda najmniejszych kwadratow ( yi (k) ) oraz metodg maksymalnego

zanurzania regresji (Y;(2))

Zrodto: opracowanie wlasne

Rysunek 3. Wykres korelacyjny zbioru P3% (X1Y1) oraz funkcje regresji liniowej
oszacowane metoda najmniejszych kwadratow ( yi (k) ) oraz metoda

maksymalnego zanurzania regresji ( Y;(2) )

y1

300

Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 4. Wykres korelacyjny zbioru P;) (X4 y4) oraz funkcje regresji liniowej
oszacowane metoda najmniejszych kwadratow ( yi (k) ) oraz metoda

maksymalnego zanurzania regresji ( Y, (2))
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Zrodlo: opracowanie wlasne

Rysunek 5. Wykres korelacyjny zbioru Psf) (x5y5) oraz funkcje regresji liniowej
oszacowane metoda najmniejszych kwadratow ( Vi (k) ) oraz metoda

maksymalnego zanurzania regresji ( Y; () )
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Zrédlo: opracowanie wiasne

Na rysunkach 3-5 zauwazy¢ mozna wystgpowanie obserwacji nietypowych,
ktore nie pasujg do konfiguracji rozpatrywanych zbioréw danych. Zmieniaja one
charakter zalezno$ci pomiedzy zmiennymi [Zelias 1996]. Wystepowanie w zbiorze
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P2 (X,Y,) obserwacji, ktéra jest odstajaca w kierunku osi OX (rysunek 3),

spowodowala zmian¢ nachylenia funkcji regresji, oszacowanej klasyczna metoda
najmniejszych kwadratow. Regresja liniowa oszacowana z wykorzystanie metody
opartej na koncepcji zanurzania obserwacji w probie, nie zmienita swojego
polozenia. Oceny parametréow strukturalnych funkcji oszacowanej ta metoda sa
takie same jak w przypadku zbioru P (xy) .

Na rysunku przedstawiajagcym zbior Ps‘f)(x4 y,) (rysunek 4) zauwazy¢ mozna
wystepowanie podzbioru punktow nietypowych, ktérym odpowiadaja niskie
warto§ci  zmiennej X oraz  wysokie warto$ci  drugiej  zmienne;j.
Spowodowato to zmiang sity i kierunku zalezno$ci pomiedzy analizowanymi
zmiennymi. Ocena wspoélczynnika kierunkowego funkcji regresji liniowej
oszacowanej metodg najmniejszych kwadratow jest ujemna (tabela 1). W
przypadku wykorzystania metody najbardziej zanurzonej regresji nadal przyjmuje
on warto§¢ dodatnig. Zauwazy¢ mozna, ze wystgpowanie podzbioru obserwacji
nietypowych, nie ma wplywu na zmiang kierunku regresji liniowej w tym
przypadku. W zbiorze PZ(X;Ys) (rysunek 5) wystepuje podzbiér obserwacji

nietypowych ze wzgledu na wysokie wartosci zmiennej Y. Funkcja regresji
oszacowana klasyczng metoda najmniejszych kwadratow umieszczona jest
powyzej funkcji oszacowanej drugg metoda.

PODSUMOWANIE

Przedstawione rozwazania prowadzg do wniosku, ze duzym ograniczeniem,
ktore spotykamy podczas szacowania parametrow funkcji regresji, jest problem
wystepowania obserwacji nietypowych. W pracy przedstawiono uzytecznosé
metod opartych na zanurzaniu obserwacji w probie w szacowaniu parametrow
strukturalnch funkcji regresji liniowej w przypadku wystgpowania W zbiorze
danych obserwacji znacznie odbiegajacych od pozostatych.

Wykorzystanie metody zanurzania regresji umozliwia oszacowanie regresji,
dla wigkszosci punktow zbioréw danych. Na oceny parametrow regresji nie ma
wplywu wystepowanie obserwacji nietypowych, modele regresji wykazuja
znacznie blizsze polozenie w stosunku do wigkszosci punktow danych zbiorow.
Estymator uzyskany z wykorzystaniem tej metody wykazuje si¢ niska
wrazliwo$cia na zmiany wartoSci obserwacji w zbiorze danych [Hubert,
Rousseeuw 1998].
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REGRESSION DEPTH METHOD FOR
UNTYPICAL OBSERVATIONS

Abstract: This paper presents the application of the regression maximum
depth for the estimation of linear regression function structural elements. For
two-dimensional sets including untypical observations, regression functions
were developed using the classical least squares method and a method based
on the concept of observation depth measure in a sample. The effect
of untypical observations on the estimated models has been noted.

Keywords: linear regression function, classical least squares method,
observation depth measure in a sample, linear regression depth
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