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Streszczenie: Niniejszy artykul jest kontynuacja rozwazan dotyczacych
problemu stochastycznego sterowania optymalnego w tzw. przypadku
Mayera. Problemy takie opisywanego sa poprzez stochastyczne rownanie
rézniczkowe typu Ito a funkcjonat kosztu jest zalezny od stanu uktadu
w czasie koncowym. Jest to w szczegodlnosci model dyfuzyjny, modele takie
sa adekwatne do opisu zjawisk biologicznych i ekonomicznych w kto-
rych z przyczyn naturalnych mamy do czynienia z oddziatywaniem duzej
ilosci niezaleznych sit losowych. Problem sterowania optymalnego polega na
podejmowaniu na podstawie mozliwie najnowszych informacji, odpowied-
nich decyzji sposrod wszystkich mozliwych w celu osiggnigcia zamierzonego
celu co realizuje si¢ poprzez minimalizacj¢ funkcjonatu kosztu. Wazna role
odgrywa tutaj tzw. funkcja wartosci. W niniejszym artykule autor udawania
kolejne wiasnosci funkcji wartosci dla tzw. problemu Mayera czyli dla
specjalnej postaci funkcjonatu kosztu.

Stowa Kkluczowe: stochastyczne sterowanie optymalne, funkcja wartosSci,
problem Mayera

WSTEP

Rozwazamy problem stochastycznego sterowania optymalnego w czasie
cigglym. W najogdlniejszym ujeciu sktadajg si¢ na niego:
e Po pierwsze: uktad dynamiczny, ktorego stan x(f,@) zmienia si¢ w czasie,
ewoluujagcy w losowym $rodowisku, formalnie ujgtym jako przestrzen
probabilistyczna (Q,F P), czyli ogoét wszystkich mozliwych scenariuszy

czynnikéw losowych. Stan ukladu jest reprezentowany przez wektor liczb
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potrzebny do opisu problemu i oznaczany jako - stan w chwili t przy

scenariuszu @ € Q. Definiujemy dynamike stanu uktadu, tzn. odwzorowanie:
[0,T]>t > x(t, ),

dla kazdego w e Q), poprzez proces stochastyczny albo stochastyczne rdéwnanie

rozniczkowe.

e Po drugie: sterowanie albo inaczej strategia. Dynamika t — x(¢) jest dodatkowo
zalezna od parametru ktorym jest sterowanie u =u(t,®)a wigc pewien proces
ktorego warto§¢ jest obliczana dla kazdego ¢ na podstawie informacji
dostepnych do chwili #, bez posiadanej wiedzy o przysziosci. Sterowania
powinny spetnia¢ pewne ograniczenia i zbior takich sterowan oznaczamy ‘U -
zbidr sterowan dopuszczalnych.

e Po trzecie: kryterium kosztu lub zysku. Zadanie polega minimalizacji (lub

maksymalizacji) funkcjonatu J(x,u) po zbiorze wszystkich dopuszczalnych
sterowaniach

J(x,u) > min ,
uelU

gdzie najogolniej rozwazamy funkcjonat
T
J(x,u) = E{ [16:t, @;u(t)dr + g(X(T,w;u(T))} )
0

gdzie [ jest tzw. kosztem biezacym natomiast g jest kosztem koncowym.
Czas T moze by¢ albo deterministyczny albo losowy tzn. T =7(w)czyli tzw.
moment stopu. Szczegdlng role odgrywa tzw. funkcja wartosci czyli minimum
funkcjonatu kosztu

v=min J(x,u, 7). )

Funkcja ta posiada pewne wlasnos$ci ktore pozwalaja w pewnych sytuacjach
na znalezienie rozwigzania problem optymalnego sterowania stochastycznego czyli
na znalezieniu sterowania u i (lub) momentu stopu 7 .
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PROBLEM STEROWANIA OPTYMALNEGO MAYERA

Stochastyczny uklad ze sterowaniem

Rozwazamy nastepujacy stochastyczny uktad ze sterowaniem opisujacy
ewolucje funkcji stanu y(¢) € R

{dY(t) = f @, y@),u®)dt +o(t, y(0),u()dW (1), s € (1,,), 3)
y (to) = Xp»

gdzie (f,,x,)sa ustalone, natomiast sterowanie u=u(t,®), czyli jest
w rzeczywistosci funkcja dwoch argumentow, przy czym argument losowy @ jest
pomijany w zapisie. Zaktadamy, ze dana jest przestrzen probabilistyczna z filtracja

(QF, {F,} P) , na ktorej jest zdefiniowany standardowy proces Wiennera (1),

121,
u(t) jest parametrem ktory pelni role sterowania i nalezy do zbioru U - tzw.
zbioru sterowan dopuszczalnych.

Definicja. Powiemy, ze y(t) jest rozwigzaniem uktadu (3) przy ustalonym
u €U jezeli zachodzi rownanie catkowe

() = Y(t) + [ £, y@u()di +[ ot y(@0),ut)dW,, 4)

gdzie pierwsza catka jest catka Riemanna natomiast druga jest catka
stochastyczng Ito, definicja i konstrukcja sg klasyczne mozna znalez¢ m.in. [Ikeda,
Watanabe 1989', Kartzas, Shreve 1991%] rowniez w [Grygierzec 2016°%].
W owyzszej rownosci w sposOb niejawny wystepuje oczywiscie argument @ €,
tzn. mamy do czynienia ze zmiennymi losowymi po obu stronach nieréwnosci,
i wymagamy aby zachodzila dla P prawie wszystkich (p.w.) we Q.

! Ikeda N., Watanabe S. (1989) Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes,
2nd Edition. North Holland-Kodansha, Amsterdam-Tokyo.

2 Kartzas I., Shreve S. E. (1991) Brownian Motion and Stochastic Calculus (Graduate
Texts in Mathematics). Springer-Verlag.

3 Grygierzec W. (2016) O pewnym problemie Mayera sterowania optymalnego w przy-
padku stochastycznym. Metody iloSciowe w badaniach ekonomicznych, XVII/2, 36-45.
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Rysunek 1: Problem Mayera
{tyite))

(o)

Zrodto: opracowanie wlasne

Zat6zmy ze spelnione sg warunki gwarantujace istnienie jednoznacznego
rozwigzania y(t) = y(t;t,,x,,u) uktadu (3). Problem sterowania w przypadku

Mayer'a zwigzany jest z zadanym zbiorem M c R? o regularnym brzegu oM oraz
deterministyczng funkcja g(¢, x) okre$lona na brzegu oM tego zbioru, tzn.

g:t,,0)x0M — R, 5)

oraz z tzw. momentem stopu ¢, =¢,(®) , czyli momentem Markowa, ktory zdefinio-
wany jest w sposob nastepujacy. Jako zbidr sterowan dopuszczalnych przyjmiemy
tylko takie sterowania u(t), ktore w skonczonym czasie przeprowadzajg wektor
stanu y(t) do zbioru M prawie na pewno (p.n.), oznacza to, ze istnieje taki
(losowy) moment stopu ¢, =, (@), ze y(t,)eM :

4 =inf{t>t0,y(t;t0,x0,u)eM p.n.}- (©)
Niech bedzie zadana pewna funkcja g na brzegu M zbioru M:
g:[ty,0)xoM - R. @)
Zdefiniujemy nast¢pujacy funkcjonatl kosztu:
I (g, x0;u) = Eg (1, y(t310, Xo10)) )
zbior sterowan dopuszczalnych
U, = {u :[0,00)x QY — U | F, —adaptowane, f, (t,, X, u(-)) < p.n.} 9)
oraz funkcja wartosci v:
V(to, %) = inf  Eglty, y(t,3t, %,,10)). (10)

U<V i9.x0

Zagadnienie sterowania optymalnego z powyzej zdefiniowang funkcja
warto$ci nazywamy problemem Mayera dla sterowania optymalnego.
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Powiemy, ze y" jest trajektorig optymalng a (y*,u”) jest parg optymalng, jezeli
V(ty, %)= inf Eg(t,, y(t3t0, %)) = Eg(t, y (1510, Xy, 1 ) - (1
050
W teorii sterowania optymalnego rozwaza si¢ dwa zasadnicze podejScia:
podejscie Pontryagina, ktére opiera si¢ o zasade maksimum, dla ktorej istnieja
szerokie opracowania w literaturze m.in. [Haussman 1986%], [Grygierzec 2012°]
oraz podejscie Bellmana, czyli oparte o programowania dynamiczne. W tym
ostatnim poszukuje sie tzw. funkcji wartosci, ktora ma tutaj kluczowe znaczenie
i wykazanie pewnych jej wlasnosci jest wlasnie przedmiotem niniejszego artykutu.
Podobne zagadnienie w sytuacji deterministycznej jest przedstawione np. ksigzce
[Fleming Rischel 1975°]. Rowniez monografie [Fleming, Soner 19937] oraz [Yong,
Zhou 1999*] sg poswiecone problemom m.in. wlasnosci funkcji warto$ci. Podejscie
przedstawione w niniejszej pracy jest bliskie tzw. twierdzeniu weryfikacyjnemu,
stanowi istotny wklad w lepsze zrozumienie 1 poszukiwanie rozwigzan
optymalnego sterowania.

Oznaczmy przez Q =[0,T]xR" . Przyjmiemy nastepujace zatozenia: niech
funkcje
f:0xU—R?,
o:0xU — R xR,
beda ciagte oraz niech f(--v), o(-v)beda klasy C'(Q). Zaktadamy, ze
istnieje pewna stata C>0, taka, ze:
DI+ fel+ o [ +lo < C,
Q)| ft,x,v)|+|ot, x,v) K CA+|x|+]|v ),
0 of

gdzie f,, f, oznaczaja odpowiednie pochodne czastkowe aioraza—,
t X

natomiast |o| jest normg operatorowa o, rowniezo,,o, sa pochodnymi

czastkowymi o o warto$ciach macierzowych.

4 Haussmann U. G. (1986) A Stochastic Maximum Principle for Optimal Control
of Diffusions. Pitman Research Notes in Mathematics Series, 151, Longman.

5 Grygierzec W. (2012) O jednolitym podejsciu do rachunku wariacyjnego i sterowania
optymalnego. Metody ilosciowe w badaniach ekonomicznych, XIII/1.

6 Fleming W. H., Rishel R. W. (1975) Deterministic and Stochastic Optimal Control.
Springer-Verlag.

7 Fleming W.H, Soner H.M. (1993) Controlled Markov Processes and Viscosity
Solutions, Springer-Verlag.

8 Yong J., Zhou X.Y. (1999) Stochastic Controls: Hamiltonian Systems and HIB
Equations. Springer-Verlag.
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Z ogolnej teorii stochastycznych réwnan rézniczkowych wiadomo [lkeda,
Watanabe 1989°], ze przy powyzszych zalozeniach réwnanie (8) ma doktadnie

jedno rozwiazanie y(r) € L*(Q;C(0,T;R")), gdzie
L}(€;C(0,T;RY)) ={x, : E sup |x, < o}.

+€[0,T]

WEASNOSCI FUNKCJI WARTOSCI

Przy powyzszych zalozeniach w pracy [Grygierzec 2016!°] zostaty
udowodnione dwie wiasnosci funkcji wartosci ktére przytoczymy tu bez dowodu:

Twierdzenie 1
Proces v(t,y(t)) jest podmartyngatem dla t €t,,t,] tzn.

v(s, y(5)) < E[v(t, (1)) | F,] pn.
dla t, <s<r<t,.

Twierdzenie 2
y'- trajektoria optymalna = v(t, y(t)) = const p.n.

Whiosek ktory ptynie z powyzszych twierdzen jest taki, ze funkcja wartosci
na wszystkich trajektoriach rozwigzania uktadu (2) jest podmartyngatem, jedynie
na trajektorii optymalnej jest stala prawie wszedzie wzgledem miary
probabilistycznej P.

W biezace pracy wykazemy nastepng wilasno$¢ funkcji wartosci,
a mianowicie:

Twierdzenie 3
Niech W(s,y) bedzie funkcjq rzeczywistg okreslong na R**' takq, ze zachodzi:
(i) W(s,y)=g(s,y) dla dowolnego (s,y)€lt,,0)xM ,
(ii) W(s,y) <E[W(t,y(t))| F,]1dla dowolnego t, < s <t,,
(iii) W(t,y(t)) = const p.n.dlat,<t<t,,
Wtedy
y jest trajektorig optymalng tzn. y =y  oraz W(ty,x,) = v(ty, X,) -

9 Tkeda, N., Watanabe S. (1989) Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes.
2nd Edition. North Holland-Kodansha, Amsterdam-Tokyo.

10 Grygierzec W. (2016) O pewnym problemie Mayera sterowania optymalnego
w przypadku stochastycznym. Metody iloSciowe w badaniach ekonomicznych, XVII/2,
36-45.
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Dowdd. Z zatozen mamy (i) i (ii) mamy
Wty xy) <EW(,yt)|F, 1=EW@,y1)) =
=Eg(t,, y(@, y(t)),
natomiast z zatozen (i) i (iii) mamy
W(ty,xy,) =EW(E,y(@)=EW(t,y(t)) =
= Eg(1,, 5(1,)),
z czego wynika, ze

Eg(tl’y(tl)) <Eg(t, y(1))

zatem y =y’ jest trajektoria optymalna oraz

W (15, x0) = Eg(ty, y (1)) = v(tg. %) -

czyli W(to,Xo) jest funkcja wartosci.

Powyzsze twierdzenie pozwala na znalezienie zweryfikowanie czy jaka$
funkcja jest funkcjg wartosci, poniewaz w ogolnosci funkcja ta nie jest dana
w sposob jawny. Jezeli np. odgadujemy pewng funkcje W(ty) ktéra to funkcja
zgadza si¢ z funkcja g(t,y) na brzegu OM zbioru M, i jezeli funkcja ta jest
podmartyngatem na wszystkich trajektoriach a na pewnej trajektorii jest stata to
funkcja ta jest funkcja wartosci.
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PROPERTIES OF VALUE FUNCTION FOR STOCHASTIC
OPTIMAL CONTROL PROBLEM OF MAYER TYPE

Abstract: We consider stochastic optimal control problem of Mayer type.
The evolution of system is described by Ito’s stochastic differential equation.
Such systems are sometimes called diffusion models. The cost functional
relay only on terminal condition. The value function play crucial role
in determining the so called feedback optimal control. In the present paper
which is a continuation of previous one the authors prove some properties
of value function and gives a verification criterion.

Keywords: stochastic optimal control, value function, Mayer problem



