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Streszczenie: Badania dotycz� estymacji kwartyli (pierwszego, drugiego 
i trzeciego) w sytuacji gdy brak jest informacji o rozkładzie, z którego 
wylosowana została próba, za� iloczyn np ma warto�� całkowit� (gdzie n jest 
liczebno�ci� próby, a p rz�dem kwantyla). Je�li np nie jest całkowite jako 
estymator kwantyla rz�du p wybierana jest zwykle statystyka pozycyjna rz�du 
[np]+1. Je�li np nie jest całkowite rozwi�za� jest znacznie wi�cej. W niniejszej 
pracy porównane zostały dwa dokładne bootstrapowe estymatory kwartyli w 
postaci pojedynczych statystyk pozycyjnych rz�du np i np +1. Do oceny 
wykorzystane zostały obci��enie i wariancja estymatora oraz szeroko��
przedziałów ufno�ci i zliczeniowy poziom ufno�ci. Przedziały ufno�ci 
wyznaczone zostały dokładn� metod� percentyli. Próby losowano z rozkładów 
o asymetrii prawo i lewostronnej oraz symetrycznych, co umo�liwiło wybór 
estymatora najbardziej odpowiedniego w danej sytuacji. 

Słowa kluczowe: estymacja kwantyli, estymator bootstrapowy, dokładna 
metoda bootstrapowa, dokładna metoda percentyli 

JEL classification: C13, C14 

WST�P 

Dana jest zmienna losowa X o dystrybuancie F i funkcji g�sto�ci f. Kwantylem 
rz�du p (lub p-kwantylem) rozkładu zmiennej X nazywamy pξ , takie �e: 

{ }pxFxp ≥= )(:infξ . (1) 

Bahadur [1966] pokazał, �e do estymacji kwantyli mog� by� wykorzystywane 
kwantyle z próby: 
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{ }pxFx npn ≥= )(:infξ . (2) 

gdzie Fn jest dystrybuant� empiryczn�, a n liczebno�ci� próby. 
Kwantyle próbkowe przedstawiane s� (a nawet uto�samiane [Pekasiewicz 

2015, 14]) ze statystykami pozycyjnymi. Statystyk� pozycyjn� rz�du j, n

elementowej próby (Xnj), nazywamy najmniejszy j-ty element próby. Funkcja 
g�sto�ci tej statystyki (gdy X  jest zmienn� ci�gł�) dana jest wzorem (np. Evans, 
Leemis, Drew [2006, 20]): 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] jnj
X xFxFxf

jnj

n
xf

nj

−− −
−−

=
)!()!(

!
. (3) 

Ze wzoru tego nie mo�na skorzysta�, je�li nie jest znany rozkład, z którego pobrano 
prób�. Mo�na natomiast zastosowa� metod� bootstrapow�. 

Je�li do estymacji kwantyli wykorzystywane s� statystyki pozycyjne, pojawia 
si� pytanie o warto�� j – czyli o rz�d statystyk jaki nale�y wybra�. W przypadku, 
gdy np nie jest całkowite wybór jest jednoznaczny - zwykle  przyjmowane jest j = 
[np]+1. Dla całkowitego np natomiast mo�liwo�ci jest wiele. Ogólny zapis podaj�
Hyndman i Fan [1996, 361]: 

  ( ) ++−= jnnjpn XX ,
ˆ γγξ , (4) 

gdzie 
n

mj
p

n

mj +−
<≤

−
 dla m∈R i 0 ≤ γ ≤ 1. Parametr γ jest funkcj� j i g , gdzie 

j = [pn+m] a g=pn +m – j. 

W niniejszej pracy rozwa�ania ograniczone zostan� do estymatorów kwantyli 
w postaci  pojedynczych statystyk pozycyjnych. 

Badania przedstawione w artykule dotycz� estymacji kwartyli (pierwszego, 
drugiego i trzeciego) w sytuacji, gdy brak jest informacji o rozkładzie, z którego 
wylosowana została próba, za� iloczyn np ma warto�� całkowit�. Celem ich jest 
porównanie dwóch estymatorów kwantyli w postaci statystyk pozycyjnych rz�du np

i np + 1 dla ró�nych rodzajów asymetrii rozkładów, z których losowana jest próba. 
Estymatory porównywane b�d� na podstawie warto�ci obci��enia i wariancji 
estymatora oraz szeroko�ci przedziałów ufno�ci i zliczeniowego poziomu ufno�ci.  

Jako metod� estymacji wybrano metod� bootstrapow� w wersji dokładnej, 
której zastosowanie w przypadku kwantyli jest prostsze, ni� w wersji klasycznej. 
Badania symulacyjne prowadzono metod� Monte Carlo. Obliczenia wykonane 
zostały w Excelu z wykorzystaniem j�zyka VBA for Application.  

METODA BADAWCZA 

Zakładamy, �e dana jest próba pierwotna (x1,…,xn) wylosowana z nieznanego 
rozkładu F. Z próby tej losowanych jest ze zwracaniem B prób zwanych wtórnymi, 
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które oznaczone s� przez ( )** ,..., nXX . Zmienne *
iX  maj� jednakowy rozkład - 

rozkład empiryczny. Efron [1979] przyjmował, �e wylosowanie ka�dego elementu 
próby pierwotnej jest jednakowe i równe 1/n. Jednak, ze wzgl�du na sko�czon�
dokładno�� pomiarów, w próbie losowej elementy mog� si� powtarza� mimo, �e X
jest zmienn� ci�gł�. W takim przypadku rozkład empiryczny dany jest 
prawdopodobie�stwami pi wylosowania xi, dla  i=1,…,k., gdzie k jest liczb� ró�nych 
elementów próby.  Suma wszystkich prawdopodobie�stw pi musi by� równa 1. 

Na podstawie ka�dej wylosowanej próby wtórnej wyznaczana jest warto��
estymatora. W ten sposób otrzymywane jest B jego realizacji. Realizacje te okre�laj�
bootstrapowy rozkład estymatora.  

Liczba wszystkich mo�liwych do wylosowania prób wtórnych N jest równa 
liczbie wariancji z powtórzeniami, czyli nn, przy czym liczba prób ró�nych jest 

mniejsza i wynosi ��
�

�
��
�

� −

n

n
. Ka�da unikalna próba wtórna mo�e by� nast�pnie 

permutowana, ale jedynie na pozycjach o nie powtarzaj�cych si� elementach. 
Metoda wykorzystuj�ca wszystkie próby wtórne zwana jest w literaturze dokładn�
metod� bootstrapow� (exact bootstrap method). Na mo�liwo�� jej stosowania 
zwrócili uwag� Fisher i Hall [1991], a algorytm pozwalaj�cy na jej u�ycie 
przedstawiony został mi�dzy innym w pracy Kisieli�ska [2014].  

W przypadku, gdy estymatorem jest pojedyncza statystyka pozycyjna 
zastosowanie metody dokładnej jest prostsze ni� klasycznej (z losowaniem), 
poniewa� znany jest rozkład dowolnej statystyki pozycyjnej okre�lony na podstawie 
wszystkich prób wtórnych. 

Bootstrapowy rozkład j-tej statystyki pozycyjnej dany jest formuł� [Evans i 
in. 2006, 23] (przypadek losowania ze zwracaniem z populacji o rozkładzie 
dyskretnym): 
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gdzie: ( ) ( )xXPxf in == * , ( ) )( * xXPxF in ≤= , ( ) )( * xXPxS in ≥= . 
Realizacjami estymatora w postaci pojedynczej statystyki pozycyjnej mog�

by� jedynie elementy próby pierwotnej. Ponadto prawdopodobie�stwa okre�lone 
wzorem (5), w przypadku, gdy w próbie nie było powtórze�, maj� bardzo przydatn�
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własno�� – zale�� jedynie od wielko�ci próby, a nie od jej elementów. Pozwala to 
na stworzenie gotowych tablic dla prób nawet bardzo du�ych. Maj�c obliczone 
prawdopodobie�stwa poszczególnych realizacji bez trudu mo�na wyznaczy�
warto�� oczekiwan� i wariancj� estymatora1: 

( )lnj

k

l
lnj xXPxXE =⋅= �

=

** )( ’ (6) 

oraz: 

( ) ( )lnj

k

l
njlnj xXPXExXV =⋅−= �

=

*** )()( . (7) 

To, �e prawdopodobie�stwa (5) zale�� jedynie od n oznacza równie�, �e z 
góry wiadomo, które elementy próby pierwotnej stanowi� granice przedziałów 
ufno�ci. Dla zadanego poziomu ufno�ci 1-α, lew� granic� przedziału stanowi xd, 

takie �e 
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Granice przedziałów ufno�ci w przypadku estymatorów bootstrapowych  
wyznacza si� metod� percentyli. W metodzie tej (opisanej np. w pracy Wilcox [2001, 
88]), B warto�ci estymatora wyznaczonych na podstawie B prób wtórnych 
porz�dkujemy i wyznaczamy realizacje o numerach [α/2⋅B] oraz B-[α/2⋅B]+1. 

Metod� wyznaczania granic przedziałów ufno�ci bazuj�c� na rozkładzie 
dokładnego estymatora bootstrapowego (5) nazwa� mo�na dokładn� metod�
percentyli przez analogi� do dokładnej metody bootstrapowej (metoda ta 
zastosowana do estymacji mediany została przedstawiona w pracy Kisieli�ska 
[2016, 418]). 

Poniewa� w przypadku bootstrapowych estymatorów w postaci pojedynczych 
statystyk pozycyjnych z góry wiadomo, które elementy próby stanowi� granic�
przedziałów ufno�ci, metoda w wersji dokładnej jest wygodniejsza ni� w wersji 
klasycznej (nie wymaga sortowania). 

Doda� jeszcze nale�y, �e je�eli w próbie pierwotnej wyst�puj� powtórzenia 
mo�na równie� bez problemu zastosowa� metod� dokładn� - wystarczy wówczas 
prawdopodobie�stwa dla powtarzaj�cych si� realizacji zsumowa�. 

                                                 
1  Znajomo�� rozkładu nie jest konieczna do wyznaczenia warto�ci oczekiwanej i wariancji. 

Wzory pozwalaj�ce miary te oliczy� dla dowolnego L-estymatora podaj� Hudson i Ernst 
[2000, 91]. 
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ORGANIZACJA BADA	

Do estymacji kwartyli – pierwszego p=0.25, drugiego p=0.5 (mediany) i 
trzeciego p=0.75, zastosowano dwa rodzaje bootstrapowych estymatorów: 

*
,npnXE = oraz *

, += npnXE . Estymatory te porównane zostały ze wzgl�du na 

obci��enie, wariancj� oraz szeroko�� przedziałów ufno�ci i zliczeniowy poziom 
ufno�ci. Szacowanie tych miar przeprowadzono metod� symulacji Monte Carlo 
(MC). W ka�dym eksperymencie losowano po R prób losowych o zadanej 
liczebno�ci z populacji o wybranych rozkładach. Poniewa� w eksperymentach 
symulacyjnych wiadomo z jakiego rozkładu losowana jest próba, bez trudu mo�na 
oszacowa� obci��enie estymatora. Oszacowanie obci��enia i wariancji metod� MC 
jest nast�puj�ce: 
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gdzie )( *
nj

r XE  jest warto�ci� oczekiwan� estymatora uzyskan� w r-tej replikacji, za�

)( *
nj

r XV  wariancj�. 

Podobnie szacowana jest �rednia szeroko�� przedziałów ufno�ci: 
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gdzie 
r
gx  i 

r
dx  s� granicami przedziału ufno�ci uzyskanego w r-tej replikacji. 

Zliczeniowy poziom ufno�ci wyznaczany jest na postawie wszystkich R

replikacji jako:  
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W eksperymentach symulacyjnych przedstawionych w niniejszym artykule, 
losowano po R=2000 prób o liczebno�ciach od 20 do 60 ze wzrostem po 4 elementy. 
Liczebno�ci dobrano tak, aby spełniony był warunek całkowitej warto�ci np dla 
wszystkich kwartyli. 

Generatory liczb pseudolosowych zwracaj� liczby losowe ϕi z przedziału 
[0,1], które były traktowane jako dystrybuanta. Wówczas i-ty element próby mo�na 
wyznaczy� jako xi= F-1(ϕi). Dla zapewnienia porównywalno�ci wyników przyj�to 
jednakowe warto�ci dystrybuant dla obydwu estymatorów i wszystkich rozkładów, 
co uniezale�nia wyniki oblicze� dla poszczególnych przypadków od jako�ci 
generatora. 
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Próby losowano z sze�ciu rozkładów: dwóch o asymetrii prawostronnej: 
(LogNorm(1,0.75) i Gamma(2,2)),  dwóch o asymetrii lewostronnej 
(-LogNorm(1,0.6)+5 i Gamma(1.25,2.5)+5) oraz dwóch symetrycznych (N(3,0.5) 
i N(3,2)).  

WYNIKI BADA	

W celu oszacowania miar (7) i (8) wyznaczono rozkłady estymatorów E1 i E2 
dla p = 0,25, p = 0,5 i p = 0,75 i wybranych liczebno�ci prób. W celu ilustracji 
wła�ciwo�ci rozkładów tych estymatorów sporz�dzono tabele 1 i 2.  

Tabela 1. Prawdopodobie�stwa poszczególnych realizacji estymatorów E1 i E2 dla przy-
padku p = 0,25 i n = 20 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E1 0,0026 0,0406 0,1270 0,2002 0,2148 0,1773 0,1193 0,0672 0,0321 0,0130

E2 0,0003 0,0109 0,0561 0,1285 0,1870 0,2008 0,1710 0,1198 0,0703 0,0346

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

E1 4,4E-03 1,2E-03 2,7E-04 4,4E-05 5,2E-06 3,7E-07 1,4E-08 1,7E-10 3,3E-13 6,1E-18

E2 1,4E-02 4,8E-03 1,3E-03 2,7E-04 3,9E-05 3,6E-06 1,8E-07 3,2E-09 9,5E-12 3,7E-16

 Uwagi: i oznacza numer okre�laj�cy element uporz�dkowanej próby pierwotnej 


ródło: opracowanie własne 

Tabela 2. Numery elementów próby pierwotnej stanowi�ce granice przedziałów w ufno�ci 
dla 1-α = 0,95, wyznaczone dokładn� metod� percentyli 

n 

p = 0,25 p = 0,5 p = 0,75 
E1 E2 E1 E2 E1 E2 

xd xg xd xg xd xg xd xg xd xg xd xg 

20 1 10 2 11 5 15 6 16 10 19 11 20

24 2 12 3 13 6 18 7 19 12 22 13 23

28 2 13 3 14 8 20 9 21 15 26 16 27

32 3 14 4 15 10 22 11 23 18 29 19 30

36 4 16 5 17 11 25 12 26 20 32 21 33

40 5 17 5 18 13 27 14 28 23 36 24 36

44 5 18 6 19 15 29 16 30 26 39 27 40

48 6 19 7 21 16 32 17 33 28 42 30 43

52 7 21 8 22 18 34 19 35 31 45 32 46

56 8 22 8 23 20 36 21 37 34 49 35 49

60 8 23 9 24 22 38 23 39 37 52 38 53

Uwagi: Podane w tabeli warto�ci to kolejne  element uporz�dkowanej próby pierwotnej sta-
nowi�ce granice przedziałów ufno�ci  


ródło: opracowanie własne 
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W tabeli 1 przedstawiono prawdopodobie�stwa poszczególnych realizacji 
obydwu bootstrapowych estymatorów kwartyla pierwszego (którymi s� kolejne 
elementy uporz�dkowanej próby pierwotnej) dla prób o liczebno�ci n = 20. 
Przypomnie� nale�y, �e warto�ci te s� jednakowe dla wszystkich dwudziesto- 
elementowych prób i nie zale�� od tego, z którego rozkładu próba została 
wylosowana. Rozkład ten ma jedynie wpływ na warto�ci poszczególnych realizacji 
– czyli elementy próby pierwotnej. Dzi�ki tym własno�ciom z góry wiadomo, które 
elementy próby pierwotnej s� granicami przedziałów ufno�ci. Numery te dla dwóch 
estymatorów kwartyli przedstawiono w tabeli 2 dla n od 20 do 60 z przyrostem po 4 
elementy. Wyniki te potwierdzaj� stwierdzenie, �e w przypadku estymacji kwantyli, 
dokładna metoda percentyli jest znacznie prostsza do zastosowania ni� klasyczna (z 
losowaniem prób). Dodatkowo jest z pewno�ci� dokładniejsza – analizy prowadzone 
na całej populacji prób wtórnych s� pewniejsze ni� prowadzone jedynie na 
wylosowanej z niej próbie, nawet badzo licznej. 

Oszacowane obci��enie estymatora E1 zastosowanego do estymacji trzech 
kwartyli było w przypadku wszystkich rozkładów i niemal wszystkich liczebno�ci 
prób ujemne, za� estymatora E2 dodatnie, czego nale�ało si� spodziewa�. 

W tabeli 3 przedstawiono porównanie oszacowanych miar, uzyskanych 
bootstrapowymi estymatorami kwartyli - E1 i E2 oraz wybranych sze�ciu rozkładów. 
Przedziały szacowano przyjmuj�c dla wszystkich kwartyli poziom ufno�ci równy 
0.95.  

Na przewag� jednego estymatora nad drugim wskazuje ni�sze co do warto�ci 
bezwzgl�dnej oszacowane obci��enie, mniejsza oszacowana wariancja i w��sze 
oszacowane przedziały ufno�ci. W przypadku zliczeniowego przedziału ufno�ci 
przyj�to, �e korzystniejsza jest wy�sza jego warto��, cho� nie jest to do ko�ca 
stwierdzenie poprawne. Idealna sytuacja ma miejsce gdy zliczeniowy poziom 
ufno�ci jest równy zało�onemu. Ze wzgl�du na dyskretny charakter rozkładów 
estymatorów bootstrapowych przeciwdziedzina dystrybuanty nie zawiera 
wszystkich warto�ci z przedziału [0,1]. Dlatego wyznaczone przedziały s� zwykle 
nieco szersze ni� wynikałoby to z przyj�tego poziomu ufno�ci, czego konsekwencj�
mo�e by� zawy�ony zliczeniowy poziom ufno�ci. 

Dla wszystkich kwartyli, ze wzgl�du na warto�� bezwzgl�dn� obci��enia oraz 
wariancj� w przypadku prób z rozkładów o asymetrii prawostronnej, przewag� ma 
estymator E1 (wyj�tek stanowi obci��enie estymatora kwartyla trzeciego dla dwóch 
liczebno�ci prób). W przypadku prób z rozkładów o asymetrii lewostronnej 
zdecydowan� przewag� wykazywał (bez wyj�tków) estymator E2. Je�li próby 
losowano z rozkładów symetrycznych wariancj� miał zwykle mniejsz� estymator 
E2, za� warto�� bezwzgl�dn� obci��enia dla kwartyli pierwszego i drugiego zwykle 
estymator E1, a dla trzeciego E2. Dla przpadku rozkładów symetrycznych uzna�
mo�na, �e s� obydwa estymatory niemal równowa�ne. 
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Je�li chodzi o szeroko�� oszacowanych przedziałów ufno�ci to oceny s�
podobne do tych sformułowanych dla wariancji (cho� wyst�puj� nieliczne wyj�tki 
dla niektórych liczebno�ci prób).  

W przypadku zliczeniowego poziomu ufno�ci, dla rozkładów asymetrycznych 
oceny s� przeciwne ni� dokonane na podstawie szeroko�ci przedziałów ufno�ci. Dla 
rozkładów symetrycznych i kwartyla pierwszego oraz drugiego przewag� wykazuje 
estymator E2 zarówno ze wzgl�du na szeroko�� przedziałów jak i zliczeniowy 
poziom ufno�ci. W przypadku rozkładów symetrycznych i kwartyla trzeciego 
w��sze przedziały pozwala budowa� zwykle estymator E1, czemu jednak 
towarzyszy ni�szy zliczeniowy poziom ufno�ci. 

Tabela 3. Porównanie estymatorów E1 i E2 zastosowanych do estymacji kwartyli, ze 
wzgl�du na obci��enie, wariancj�, szeroko�� przedziałów ufno�ci oraz zlicze-
niowy poziom ufno�ci 

p = 0,25 
LogNorm   
(1,0.75) 

Gamma      
(2,2) 

-LogNorm 
(1,0.6)+5 

-Gamma   
(1.25,2.5)+5 

N(3,0.5) N(3,2) 

obci��enie E1 E1 E2 E2 E1/E2 E1/E2 

wariancja E1 E1 E2 E2 E2 E2 

szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 

zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E1/E2 E1/E2 E2/E1 E2/E1 

p = 0,5 
LogNorm   
(1,0.75) 

Gamma      
(2,2) 

-LogNorm 
(1,0.6)+5 

-Gamma   
(1.25,2.5)+5 

N(3,0.5) N(3,2) 

obci��enie E1 E1 E2 E2 E1/E2 E1/E2 

wariancja E1 E1 E2 E2 E2/E1 E2/E1 

szer. przedz. ufn. E1 E1 E2 E2 E2/E1 E2/E1 

zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 

p = 0,75 
LogNorm   
(1,0.75) 

Gamma      
(2,2) 

-LogNorm 
(1,0.6)+5 

-Gamma   
(1.25,2.5)+5 

N(3,0.5) N(3,2) 

obci��enie E1 E1/E2 E2 E2 E2/E1 E2/E1 

wariancja E1 E1 E2 E2 E1 E1 

szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E1/E2 E2 E1/E2 E1/E2

zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 

Uwagi: Zapis E1 lub E2 oznacza, �e miara dla danego estymatora dla wszystkich liczebno-
�ci miała warto�� korzystniejsz�.  Zapis E1/E2 oznacza, �e miara ta dla wi�kszej liczby 
przypadków była korzystniejsza dla estymatora E1 ni� E2, zapis E2/E1 odwrotnie.  
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Jak wspomniano wcze�niej, eksperymenty symulacyjne prowadzono dla 
ró�nych liczebno�ci prób. Wzrostowi liczebno�ci próby towarzyszy zwykle 
zmniejszanie si� oszacowanych miar: obci��enia, wariancji oraz szeroko�ci 
przedziałów ufno�ci. Na rysunku 1 przedstawiono przykładowy wpływ zmian 
liczebno�ci próby na szeroko�� 0.95 przedziałów ufno�ci dla kwartyla pierwszego, 
oszacowanych za pomoc� estymatora E1 dla dwóch rozkładów – jednego o asymetrii 
prawostronnej i drugiego o asymetrii lewostronnej. Dla pozostałych estymatorów, 
rozkładów i kwartyli wykresy były bardzo podobne. Podkre�li� nale�y, �e w 
niektórych przypadkach wzrostowi liczebno�ci próby o 4 mo�e towarzyszy� wzrost 
wykorzystanych w badaniach miar, co wynika z jako�ci u�ytego generatora liczb 
pseudolosowych. Jeszcze silniejszy jest wpływ jako�ci generatora na zliczeniowy 
poziom ufno�ci. Przy zmianach liczebno�ci prób wyst�puj� bardzo silne fluktuacje 
tej miary, co pokazano na rysunku 2. Aby sprawdzi�, czy zwi�kszenie liczby 
losowanych prób zmniejszy obserwowane fluktuacje, kilkakrotnie losowano po 4 
000, 8 000 i 16 000 prób. Okazało si�, �e ró�nice w oszacowanych warto�ciach 
zliczeniowego poziomu ufno�ci w poszczególnych eksperymentach były du�e. W 
literaturze mo�na znale�� przykłady porówna� ró�nych generatorów liczb 
pseudolosowych (np. [Sulewski 2019, Kozioł i Zieli�ski]). 

Rysunek 1. Wpływ zmian liczebno�ci próby na szeroko�� 0,95 przedziałów ufno�ci kwar-
tyla pierwszego wyznaczonych za pomoc� estymatora E1 
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Rysunek 2. Wpływ zmian liczebno�ci próby na zliczeniowy poziom ufno�ci 0,95 przedzia-
łów ufno�ci kwartyla pierwszego, wyznaczonych za pomoc� estymatora E1 
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PODSUMOWANIE 

Przeprowadzone badania dotyczyły estymacji trzech kwartyli metod�
dokładnego bootstrapu dla przypadku, gdy iloczyn np jest całkowity. Pokazały one, 
�e w przypadku gdy próba losowana jest z rozkładu o asymetrii prawostronnej lepsze 
rezultaty (ocena na podstawie obci��enia, wariancji i szeroko�ci przedziałów 
ufno�ci) uzyskuje si� stosuj�c estymator E1, czyli statystyk� pozycyjn� rz�du np. 
Je�li próba pochodzi z rozkładu o asymetrii lewostronnej lepsze wyniki daje 
zastosowanie estymatora E2, czyli statystyki pozycyjnej rz�du np+1, w przypadku 
rozkładów symetrycznych estymatory s� niemal równowa�ne. W literaturze 
przedmiotu najcz��ciej wykorzystywany jest estymator E1, co mo�na  tłumaczy�
faktem, �e cz��ciej rozwa�ane s� rozkłady o asymetrii prawostronnej. Jednak 
zastosowania praktyczne mog� cz�sto dotyczy� cech o rozkładach z asymetri�
lewostronn�, co stanowi potwierdzenie celowo�ci przeprowadzonych bada�. 

Metod� bootstrapowa stosuje si�, je�li brak jest informacji o rozkładzie, 
z którego wylosowano prób�. Jednak z próby mo�na obliczy� współczynnik 
asymetrii, co stanowi� mo�e  wskazówk� co do rodzaju asymetrii rozkładu. 

W artykule pokazano, �e w przypadku estymacji kwantyli zastosowanie 
dokładnej metody bootstrapowej oraz dokładnej metody percentyli jest znacznie 
prostsze, ni� u�ycie metod tych w wersji klasycznej. Zwrócono uwag� na wpływ 
jako�ci generatorów liczb pseudolosowych na wyniki estymacji. Wpływ ten jest 
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szczególnie wyra�ny dla zliczeniowego poziomu istotno�ci. W przeprowadzonych 
eksperymentach symulacyjnych metod� Monte Carlo, nawet je�li losowano wiele 
prób, zliczeniowy poziom ufno�ci znacznie ró�ni si� dla ka�dego uruchomienia 
procedury losowania prób. Miar� to nale�y wi�c traktowa� jedynie orientacyjnie. 
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THE INFLUENCE OF THE ASYMMETRY OF THE DISTRIBUTION 
ON THE SELECTION THE BOOTSTRAP QUARTILE ESTIMATOR 

Abstract: The research concerns the estimation of quartiles (first, second and 
third) in a situation where there is no information about the distribution from 
which the sample was drawn, and the product np is integer (where n is the 
sample size and p is the quantile order). If np is not an integer the order statistic 
of order [np] + 1 is chosen as the p-quantile estimator. If np is not integer, there 
are many more solutions. In this paper, two exact bootstrap quartile estimators 
in the form of single order statistics of np i np +1 order, were compared. The 
estimator's bias and variance as well as the width of the confidence intervals 
and the coverage probability were used for the assessment. Confidence 
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intervals were determined with the exact percentile method. The samples were 
drawn from the distributions with right and left asymmetry as well as 
symmetrical, which made it posiible to select the most appropriate estimator in 
a given situation.

Keywords: quartile estimation, bootstrap estimator, exact bootstrap method, 
exact percentile method 

JEL classification: C13, C14 


