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Streszczenie: Badania dotycza estymacji kwartyli (pierwszego, drugiego
itrzeciego) w sytuacji gdy brak jest informacji o rozktadzie, z ktorego
wylosowana zostata proba, za$ iloczyn np ma warto$¢ catkowita (gdzie n jest
liczebnoscia proby, a p rzgdem kwantyla). Jesli np nie jest catkowite jako
estymator kwantyla rzedu p wybierana jest zwykle statystyka pozycyjna rzedu
[np]+1. Jesli np nie jest catkowite rozwigzan jest znacznie wigcej. W niniejszej
pracy porownane zostaty dwa doktadne bootstrapowe estymatory kwartyli w
postaci pojedynczych statystyk pozycyjnych rzedu np i np +1. Do oceny
wykorzystane zostaty obcigzenie 1 wariancja estymatora oraz szerokos$¢
przedziatow ufnosci i zliczeniowy poziom ufnosci. Przedziaty ufnosci
wyznaczone zostaly doktadng metodg percentyli. Proby losowano z rozktadow
0 asymetrii prawo i lewostronnej oraz symetrycznych, co umozliwito wybor
estymatora najbardziej odpowiedniego w danej sytuacji.

Slowa Kkluczowe: estymacja kwantyli, estymator bootstrapowy, dokladna
metoda bootstrapowa, doktadna metoda percentyli

JEL classification: C13, C14

WSTEP

Dana jest zmienna losowa X o dystrybuancie F'i funkcji ggstosci f. Kwantylem
rzgdu p (lub p-kwantylem) rozktadu zmiennej X nazywamy ¢, , takie ze:

¢, =inf{x: F(x) > p}. (1)

Bahadur [1966] pokazat, ze do estymacji kwantyli mogg by¢ wykorzystywane
kwantyle z proby:
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&,y =infi{x: F,(x)2 p}. @)

gdzie F, jest dystrybuanta empiryczna, a n liczebnoscig proby.

Kwantyle probkowe przedstawiane sa (a nawet utozsamiane [Pekasiewicz
2015, 14]) ze statystykami pozycyjnymi. Statystyka pozycyjna rzedu j, n
elementowej proby (X,), nazywamy najmniejszy j-ty element proby. Funkcja
gestosci tej statystyki (gdy X jest zmienng ciagla) dana jest wzorem (np. Evans,
Leemis, Drew [2006, 20]):

n! i—1 n—j
x)=———— f(x)F(x)/  1=-F(x)]"’

i, ()= e NP =P ®

Ze wzoru tego nie mozna skorzystaé, jesli nie jest znany rozktad, z ktérego pobrano

probe. Mozna natomiast zastosowaé metode bootstrapowa.

Jesli do estymacji kwantyli wykorzystywane sg statystyki pozycyjne, pojawia
si¢ pytanie o wartos¢ j — czyli o rzad statystyk jaki nalezy wybra¢. W przypadku,
gdy np nie jest catkowite wybor jest jednoznaczny - zwykle przyjmowane jest j =
[#p]+1. Dla catkowitego np natomiast mozliwosci jest wiele. Ogolny zapis podaja
Hyndman i Fan [1996, 361]:

~

épn = (1_ 7)an + 7Xn,j+1 > 4

J=mH T ameRi0< Y < 1. Parametr yjest funkcjaj i g, gdzie
n

J=[pntm]ag=pn +m—j.

W niniejszej pracy rozwazania ograniczone zostang do estymatorow kwantyli
w postaci pojedynczych statystyk pozycyjnych.

Badania przedstawione w artykule dotycza estymacji kwartyli (pierwszego,
drugiego i trzeciego) w sytuacji, gdy brak jest informacji o rozktadzie, z ktorego
wylosowana zostata proba, zas iloczyn np ma wartos¢ calkowitg. Celem ich jest
poréwnanie dwdch estymatordw kwantyli w postaci statystyk pozycyjnych rzedu np
i np + 1 dla roznych rodzajow asymetrii rozktadoéw, z ktérych losowana jest proba.
Estymatory poréwnywane beda na podstawie warto$ci obcigzenia i wariancji
estymatora oraz szeroko$ci przedziatéw ufnosci i zliczeniowego poziomu ufnosci.

Jako metode estymacji wybrano metode bootstrapowa w wersji doktadne;j,
ktorej zastosowanie w przypadku kwantyli jest prostsze, niz w wersji klasyczne;j.
Badania symulacyjne prowadzono metoda Monte Carlo. Obliczenia wykonane
zostaly w Excelu z wykorzystaniem jezyka VBA for Application.

gdzie % <p<

METODA BADAWCZA

Zaktadamy, ze dana jest proba pierwotna (xi,...,x,) wylosowana z nieznanego
rozkladu F. Z proby tej losowanych jest ze zwracaniem B prob zwanych wtornymi,
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ktére oznaczone s3 przez (X: ¢ :) Zmienne X, majg jednakowy rozktad -

rozktad empiryczny. Efron [1979] przyjmowat, ze wylosowanie kazdego elementu
proby pierwotnej jest jednakowe i rowne 1/n. Jednak, ze wzgledu na skonczong
doktadno$¢ pomiardéw, w probie losowej elementy moga si¢ powtarza¢ mimo, ze X
jest zmienng ciaglag. W takim przypadku rozkltad empiryczny dany jest
prawdopodobienstwami p; wylosowania x;, dla i=1,...,k., gdzie k jest liczba r6znych
elementéw proby. Suma wszystkich prawdopodobienstw p; musi by¢ réwna 1.

Na podstawie kazdej wylosowanej proby wtérnej wyznaczana jest warto$¢
estymatora. W ten sposob otrzymywane jest B jego realizacji. Realizacje te okreslaja
bootstrapowy rozktad estymatora.

Liczba wszystkich mozliwych do wylosowania prob wtérnych N jest rowna
liczbie wariancji z powtorzeniami, czyli n”, przy czym liczba prob réznych jest
mniejsza 1 wynosi [Znn 1}. Kazda unikalna proba wtérna moze by¢ nastepnie
permutowana, ale jedynie na pozycjach o nie powtarzajacych si¢ elementach.
Metoda wykorzystujagca wszystkie proby wtorne zwana jest w literaturze doktadna
metodg bootstrapowa (exact bootstrap method). Na mozliwo$¢ jej stosowania
zwrécili uwage Fisher i Hall [1991], a algorytm pozwalajacy na jej uzycie
przedstawiony zostal migdzy innym w pracy Kisielinska [2014].

W przypadku, gdy estymatorem jest pojedyncza statystyka pozycyjna
zastosowanie metody doktadnej jest prostsze niz klasycznej (z losowaniem),
poniewaz znany jest rozktad dowolnej statystyki pozycyjnej okreslony na podstawie
wszystkich prob wtérnych.

Bootstrapowy rozktad j-tej statystyki pozycyjnej dany jest formutg [Evans i
in. 2006, 23] (przypadek losowania ze zwracaniem z populacji o rozkladzie
dyskretnym):
dlal=1

z(j[f (el I8, ()

w=0\ W

dlal=23,...,k—1

Pty =) 15551 NN G T a0 v
e
b IO T

gdzie: fn(x)zP(X.* =x), Fn(x)zP(X; <Xx), Sn(x)le(X;k >X).

1
Realizacjami estymatora w postaci pojedynczej statystyki pozycyjnej moga
by¢ jedynie elementy proby pierwotnej. Ponadto prawdopodobienstwa okreslone
wzorem (5), w przypadku, gdy w probie nie byto powtdrzen, majg bardzo przydatng
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wlasnos$¢ — zaleza jedynie od wielkosSci proby, a nie od jej elementow. Pozwala to
na stworzenie gotowych tablic dla prob nawet bardzo duzych. Majac obliczone
prawdopodobienstwa poszczegdlnych realizacji bez trudu mozna wyznaczy¢
warto$¢ oczekiwang i wariancje estymatora':

* k *
E(Xn,-)=lZ:1xl'P(Xn,-=xl)’ (6)
oraz.
v =3 - e f Pl = x), ™)

To, ze prawdopodobienstwa (5) zalezg jedynie od n oznacza réwniez, ze z
gory wiadomo, ktore elementy proby pierwotnej stanowig granice przedzialow
ufnosci. Dla zadanego poziomu ufnos$ci 1-¢, lewa granice przedziatu stanowi xg,

takic  ze d=inf{m:ZP(X ;j=x1)2a/2}, prawa za§ x, takie Ze
1= ‘

g=n—m=inf{m: ZP(X;- =xn_,)2a/2}.
1=0

Granice przedziatow ufnosci w przypadku estymatoréw bootstrapowych
wyznacza si¢ metoda percentyli. W metodzie tej (opisanej np. w pracy Wilcox [2001,
88]), B warto$ci estymatora wyznaczonych na podstawie B prob wtomnych
porzadkujemy i wyznaczamy realizacje o numerach [0/2-B] oraz B-[o/2-B]+1.

Metod¢ wyznaczania granic przedziatow ufnosci bazujaca na rozktadzie
doktadnego estymatora bootstrapowego (5) nazwa¢ mozna dokladng metoda
percentyli przez analogie¢ do dokladnej metody bootstrapowej (metoda ta
zastosowana do estymacji mediany zostata przedstawiona w pracy Kisielinska
[2016, 418]).

Poniewaz w przypadku bootstrapowych estymatoréw w postaci pojedynczych
statystyk pozycyjnych z géry wiadomo, ktore elementy proby stanowig granice
przedziatow ufnosci, metoda w wersji doktadnej jest wygodniejsza niz w wersji
klasycznej (nie wymaga sortowania).

Dodac¢ jeszcze nalezy, ze jezeli w probie pierwotnej wystepuja powtdrzenia
mozna rowniez bez problemu zastosowaé metode doktadng - wystarczy wowczas
prawdopodobienstwa dla powtarzajacych si¢ realizacji zsumowac.

! Znajomo$¢ rozkladu nie jest konieczna do wyznaczenia wartosci oczekiwanej i wariancji.
Wzory pozwalajace miary te oliczy¢ dla dowolnego L-estymatora podajg Hudson i Ernst
[2000, 91].



94 Joanna Kisielinska

ORGANIZACJA BADAN

Do estymacji kwartyli — pierwszego p=0.25, drugiego p=0.5 (mediany) i
trzeciego p=0.75, zastosowano dwa rodzaje bootstrapowych estymatorow:

* *
Ey=X,,, oraz E; =X, 4. Estymatory te porownane zostaly ze wzgledu na

obcigzenie, wariancje oraz szeroko$¢ przedzialow ufnosci i zliczeniowy poziom
ufnosci. Szacowanie tych miar przeprowadzono metoda symulacji Monte Carlo
(MC). W kazdym eksperymencie losowano po R prob losowych o zadanej
liczebnosci z populacji o wybranych rozktadach. Poniewaz w eksperymentach
symulacyjnych wiadomo z jakiego rozktadu losowana jest proba, bez trudu mozna
oszacowac obcigzenie estymatora. Oszacowanie obcigzenia i wariancji metodg MC
jest nastgpujace:

~ 1 R *
biasye == LB (X)),
r=1
n 1R P " ’ (7)

Vie = 2V " (X))
R >
gdzie E" (X ;/) jest warto$cig oczekiwang estymatora uzyskang w r-tej replikacji, zas
V'(X,) wariancjg.
Podobnie szacowana jest §rednia szeroko$¢ przedziatéw ufnosci:

e =22l -, ®)

r=1

gdzie xg i XZ sg granicami przedziatu ufnos$ci uzyskanego w r-tej replikacji.
Zliczeniowy poziom ufnos$ci wyznaczany jest na postawie wszystkich R
replikacji jako:

_ i) 6 e L) ©)
= R :

W eksperymentach symulacyjnych przedstawionych w niniejszym artykule,
losowano po R=2000 prob o liczebnosciach od 20 do 60 ze wzrostem po 4 elementy.
Liczebnosci dobrano tak, aby speliony byl warunek catkowitej wartosci np dla
wszystkich kwartyli.

Generatory liczb pseudolosowych zwracaja liczby losowe ¢ z przedziatu
[0,1], ktore byty traktowane jako dystrybuanta. Wowczas i-ty element proby mozna
wyznaczy¢ jako x= F'(¢). Dla zapewnienia porownywalno$ci wynikow przyjeto
jednakowe wartosci dystrybuant dla obydwu estymatorow i wszystkich rozktadow,
co uniezaleznia wyniki obliczen dla poszczegodlnych przypadkow od jakosci
generatora.

R
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Proby losowano z szeSciu rozkltadow: dwoch o asymetrii prawostronnej:
(LogNorm(1,0.75) 1 Gamma(2,2)), dwoch o asymetrii lewostronnej
(-LogNorm(1,0.6)+5 i Gamma(1.25,2.5)+5) oraz dwoch symetrycznych (N(3,0.5)
i N(3,2)).

WYNIKI BADAN

W celu oszacowania miar (7) i (8) wyznaczono rozktady estymatoréw E1 i E2
dla p=0,25, p=0,5 1 p=0,75 1 wybranych liczebnosci prob. W celu ilustracji
wlasciwosci rozktadow tych estymatorow sporzadzono tabele 11 2.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa poszczegodlnych realizacji estymatorow E1 i E2 dla przy-
padkup=0,25in=20

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
El 0,0026 | 0,0406 | 0,1270 | 0,2002 | 0,2148 | 0,1773 | 0,1193 | 0,0672 | 0,0321 | 0,0130

E2 0,0003 | 0,0109 | 0,0561| 0,1285| 0,1870| 0,2008 | 0,1710 | 0,1198| 0,0703 | 0,0346

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
E1 | 44E-03| 1,2E-03 | 2,7E-04 | 4,4E-05 | 5,2E-06 | 3,7E-07 | 1,4E-08 | 1,7E-10 | 3,3E-13 | 6,1E-18

g2 | L4E-02 | 48E-03 | 1,3E-03 | 2,7E-04 | 3,9E-05 | 3,6E-06 | 1,8E-07 | 3,2E-09 | 9,5E-12 | 3,7E-16

Uwagi: i oznacza numer okreslajacy element uporzadkowanej proby pierwotnej

Zrodto: opracowanie wlasne

Tabela 2. Numery elementow proby pierwotnej stanowigce granice przedziatow w ufnosci
dla 1-= 0,95, wyznaczone doktadng metoda percentyli

p=025 p=0,5 p=0,75

n El E2 El E2 El E2
xd| xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg
20 1| 10 20 11 501 15 6| 16| 10| 19| 11| 20
24 20 12 30 13 6| 18 70 19| 12| 22| 13| 23
28 20 13 3 14 8| 20 9| 21| 15| 26| 16| 27
32 3| 14 41 IS| 10| 22 11| 23| 18| 29| 19| 30
36 41 16 50 17 11| 25| 12| 26| 20| 32| 21| 33
40 501 17 50 18| 13| 27| 14| 28| 23| 36| 24| 36
44 501 18 6 19| 15| 29| 16| 30| 26| 39| 27| 40
48 6| 19 7 21| 16| 32| 17| 33| 28| 42| 30| 43
52 7 21 8| 22| 18| 34| 19| 35| 31| 45| 32| 46
56 8| 22 8| 23| 20| 36| 21| 37| 34| 49| 35| 49
60 8| 23 9 24| 22| 38| 23| 39| 37| 52| 38| 53

Uwagi: Podane w tabeli wartosci to kolejne element uporzadkowanej proby pierwotnej sta-
nowiace granice przedziatéw ufnosci

Zrodlo: opracowanie wlasne
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W tabeli 1 przedstawiono prawdopodobienstwa poszczegélnych realizacji
obydwu bootstrapowych estymatoréw kwartyla pierwszego (ktorymi sg kolejne
elementy uporzadkowanej proby pierwotnej) dla prob o liczebnosci n = 20.
Przypomnie¢ nalezy, ze wartosci te sa jednakowe dla wszystkich dwudziesto-
elementowych préb i nie zaleza od tego, z ktérego rozktadu proba zostata
wylosowana. Rozktad ten ma jedynie wplyw na warto$ci poszczegdlnych realizacji
— czyli elementy proby pierwotnej. Dzigki tym wlasno$ciom z géry wiadomo, ktore
elementy proby pierwotnej sg granicami przedzialow ufnosci. Numery te dla dwoch
estymatorow kwartyli przedstawiono w tabeli 2 dla # od 20 do 60 z przyrostem po 4
elementy. Wyniki te potwierdzaja stwierdzenie, ze w przypadku estymacji kwantyli,
doktadna metoda percentyli jest znacznie prostsza do zastosowania niz klasyczna (z
losowaniem préb). Dodatkowo jest z pewnoscig doktadniejsza — analizy prowadzone
na catej populacji prob wtornych sg pewniejsze niz prowadzone jedynie na
wylosowanej z niej probie, nawet badzo licznej.

Oszacowane obcigzenie estymatora E1 zastosowanego do estymacji trzech
kwartyli bylo w przypadku wszystkich rozktadéw i niemal wszystkich liczebnosci
préb ujemne, za$§ estymatora E2 dodatnie, czego nalezato si¢ spodziewac.

W tabeli 3 przedstawiono porownanie oszacowanych miar, uzyskanych
bootstrapowymi estymatorami kwartyli - E1 1 E2 oraz wybranych sze$ciu rozktadow.
Przedzialy szacowano przyjmujgc dla wszystkich kwartyli poziom ufnosci réwny
0.95.

Na przewage jednego estymatora nad drugim wskazuje nizsze co do wartosci
bezwzglednej oszacowane obcigzenie, mniejsza oszacowana wariancja i wezsze
oszacowane przedziaty ufnosci. W przypadku zliczeniowego przedziatu ufnosci
przyjeto, ze korzystniejsza jest wyzsza jego warto$¢, cho¢ nie jest to do konca
stwierdzenie poprawne. Idealna sytuacja ma miejsce gdy zliczeniowy poziom
ufnosci jest rowny zatozonemu. Ze wzgledu na dyskretny charakter rozktadow
estymatorow bootstrapowych przeciwdziedzina dystrybuanty nie zawiera
wszystkich wartosci z przedziatu [0,1]. Dlatego wyznaczone przedzialty sa zwykle
nieco szersze niz wynikatoby to z przyjetego poziomu ufnosci, czego konsekwencja
moze by¢ zawyzony zliczeniowy poziom ufnosci.

Dla wszystkich kwartyli, ze wzglgedu na warto$¢ bezwzgledng obcigzenia oraz
wariancje w przypadku prob z rozktadow o asymetrii prawostronnej, przewage ma
estymator E1 (wyjatek stanowi obciazenie estymatora kwartyla trzeciego dla dwoch
liczebnosci prob). W przypadku prob z rozktadow o asymetrii lewostronnej
zdecydowang przewage wykazywal (bez wyjatkow) estymator E2. Jesli proby
losowano z rozktadow symetrycznych wariancj¢ mial zwykle mniejsza estymator
E2, za§ warto$¢ bezwzgledna obcigzenia dla kwartyli pierwszego i drugiego zwykle
estymator E1, a dla trzeciego E2. Dla przpadku rozktadéw symetrycznych uznaé
mozna, ze sg obydwa estymatory niemal rownowazne.
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Jesli chodzi o szeroko$¢ oszacowanych przedziatlow ufnosci to oceny sa
podobne do tych sformutowanych dla wariancji (cho¢ wystepuja nieliczne wyjatki
dla niektorych liczebnos$ci prob).

W przypadku zliczeniowego poziomu ufnosci, dla rozktadow asymetrycznych
oceny sa przeciwne niz dokonane na podstawie szerokos$ci przedziatow ufnosci. Dla
rozktadow symetrycznych i kwartyla pierwszego oraz drugiego przewage wykazuje
estymator E2 zaréwno ze wzgledu na szeroko$¢ przedziatow jak i zliczeniowy
poziom ufnosci. W przypadku rozkltadow symetrycznych i kwartyla trzeciego
wezsze przedzialy pozwala budowaé zwykle estymator El, czemu jednak
towarzyszy nizszy zliczeniowy poziom ufnosci.

Tabela 3. Porownanie estymatoréw E1 i E2 zastosowanych do estymacji kwartyli, ze
wzgledu na obciazenie, wariancje¢, szeroko$¢ przedziatow ufnosci oraz zlicze-
niowy poziom ufnos$ci

pm02s | TS| AR | e | asasys | NGOS | NGD)
obciazenie El El E2 E2 E1/E2 E1/E2
wariancja El El E2 E2 E2 E2
szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E2/El E2/E1 E2/E1 E2/El
zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/El E1/E2 E1/E2 E2/E1 E2/E1

pos [ e | e [omem osmm [ voos [ wea
obcigzenie El El E2 E2 E1/E2 E1/E2
wariancja El El E2 E2 E2/E1 E2/E1
szer. przedz. ufn. El El E2 E2 E2/E1 E2/E1
zlicz. poziom ufn. E2/El E2/E1 E2/El E2/E1 E2/E1 E2/El

poozs | Logem [ Gomma [ oo [ Gamme T s [ nea)
obciazenie El E1/E2 E2 E2 E2/El E2/E1
wariancja El El E2 E2 El El
szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E1/E2 E2 E1/E2 E1/E2
zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1

Uwagi: Zapis E1 lub E2 oznacza, ze miara dla danego estymatora dla wszystkich liczebno-
$ci miala warto$¢ korzystniejszg. Zapis E1/E2 oznacza, ze miara ta dla wigkszej liczby
przypadkow byta korzystniejsza dla estymatora E1 niz E2, zapis E2/E1 odwrotnie.

Zrodto: opracowanie wlasne
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Jak wspomniano wczesniej, eksperymenty symulacyjne prowadzono dla
roznych liczebnosci prob. Wzrostowi liczebnosci proby towarzyszy zwykle
zmniejszanie si¢ oszacowanych miar: obcigzenia, wariancji oraz szerokosci
przedziatéw ufnosci. Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowy wplyw zmian
liczebnos$ci proby na szerokos$¢ 0.95 przedziatow ufnosci dla kwartyla pierwszego,
oszacowanych za pomocg estymatora E1 dla dwoch rozktadow — jednego o asymetrii
prawostronnej i drugiego o asymetrii lewostronnej. Dla pozostatych estymatorow,
rozktadow 1 kwartyli wykresy byly bardzo podobne. Podkresli¢ nalezy, ze w
niektorych przypadkach wzrostowi liczebnosci proby o 4 moze towarzyszy¢ wzrost
wykorzystanych w badaniach miar, co wynika z jako$ci uzytego generatora liczb
pseudolosowych. Jeszcze silniejszy jest wptyw jakoSci generatora na zliczeniowy
poziom ufnosci. Przy zmianach liczebnos$ci prob wystepuja bardzo silne fluktuacje
tej miary, co pokazano na rysunku 2. Aby sprawdzi¢, czy zwickszenie liczby
losowanych prob zmniejszy obserwowane fluktuacje, kilkakrotnie losowano po 4
000, 8 000 i 16 000 préb. Okazato sig, ze rdznice w oszacowanych wartoS$ciach
zliczeniowego poziomu ufnosci w poszczegodlnych eksperymentach byty duze. W
literaturze mozna znalez¢ przyklady poréwnan réznych generatoréw liczb
pseudolosowych (np. [Sulewski 2019, Koziot i Zielinski]).

Rysunek 1. Wplyw zmian liczebno$ci proby na szerokos¢ 0,95 przedziatdéw ufnosci kwar-
tyla pierwszego wyznaczonych za pomoca estymatora E1
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Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 2. Wptyw zmian liczebno$ci proby na zliczeniowy poziom ufnosci 0,95 przedzia-
Iow ufnosci kwartyla pierwszego, wyznaczonych za pomoca estymatora E1
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Zrédto: opracowanie wlasne
PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania dotyczyly estymacji trzech kwartyli metoda
doktadnego bootstrapu dla przypadku, gdy iloczyn np jest catkowity. Pokazaly one,
ze w przypadku gdy proba losowana jest z rozktadu o asymetrii prawostronnej lepsze
rezultaty (ocena na podstawie obcigzenia, wariancji 1 szeroko$ci przedzialow
ufnosci) uzyskuje si¢ stosujac estymator E1, czyli statystyke pozycyjna rzedu np.
Jesli proba pochodzi z rozkladu o asymetrii lewostronnej lepsze wyniki daje
zastosowanie estymatora E2, czyli statystyki pozycyjnej rzedu np+1, w przypadku
rozkladow symetrycznych estymatory s3g niemal rownowazne. W literaturze
przedmiotu najczesciej wykorzystywany jest estymator E1, co mozna tlumaczy¢
faktem, ze czeg$ciej rozwazane sg rozklady o asymetrii prawostronnej. Jednak
zastosowania praktyczne moga czesto dotyczy¢ cech o rozktadach z asymetrig
lewostronng, co stanowi potwierdzenie celowosci przeprowadzonych badan.

Metode bootstrapowa stosuje si¢, jesli brak jest informacji o rozktadzie,
z ktorego wylosowano probe. Jednak z proby mozna obliczy¢ wspolczynnik
asymetrii, co stanowi¢ moze wskazdwke co do rodzaju asymetrii rozktadu.

W artykule pokazano, ze w przypadku estymacji kwantyli zastosowanie
doktadnej metody bootstrapowej oraz doktadnej metody percentyli jest znacznie
prostsze, niz uzycie metod tych w wersji klasycznej. Zwrocono uwage na wptyw
jakosci generatorow liczb pseudolosowych na wyniki estymacji. Wptyw ten jest
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szczegblnie wyrazny dla zliczeniowego poziomu istotnosci. W przeprowadzonych
eksperymentach symulacyjnych metoda Monte Carlo, nawet jesli losowano wiele
prob, zliczeniowy poziom ufno$ci znacznie roézni si¢ dla kazdego uruchomienia
procedury losowania prob. Miare to nalezy wiec traktowac jedynie orientacyjnie.
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THE INFLUENCE OF THE ASYMMETRY OF THE DISTRIBUTION
ON THE SELECTION THE BOOTSTRAP QUARTILE ESTIMATOR

Abstract: The research concerns the estimation of quartiles (first, second and
third) in a situation where there is no information about the distribution from
which the sample was drawn, and the product np is integer (where n is the
sample size and p is the quantile order). If np is not an integer the order statistic
of order [np] + 1 is chosen as the p-quantile estimator. If np is not integer, there
are many more solutions. In this paper, two exact bootstrap quartile estimators
in the form of single order statistics of np i np +1 order, were compared. The
estimator's bias and variance as well as the width of the confidence intervals
and the coverage probability were used for the assessment. Confidence
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intervals were determined with the exact percentile method. The samples were
drawn from the distributions with right and left asymmetry as well as
symmetrical, which made it posiible to select the most appropriate estimator in
a given situation.

Keywords: quartile estimation, bootstrap estimator, exact bootstrap method,
exact percentile method

JEL classification: C13, C14



