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Streszczenie: Jednym z probleméw w badaniach ekonomiczno-spotecz-
nych jest oszacowanie odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Pytania
drazliwe sa takimi pytaniami odpowiedzi na ktore respondent moze nie
udzieli¢ rzetelnej odpowiedzi. W pracy podano konstrukcje doktadnego
przedziatu ufnosci dla tego odsetka i poréwnano zaproponowany prze-
dzial z przedziatami asymptotycznymi.

Stowa kluczowe: pytania drazliwe, model nierandomizowanych odpo-
wiedzi, dokladny przedzial ufnosci

JEL classification: C83, C99

WSTEP

W badaniach ekonomiczno-spotecznych zainteresowani jeste$my okresle-
niem skali zjawisk, ktore nie musza by¢ zgodne z prawem, by¢ wstydliwymi
czy tez spotecznie nieakceptowalnymi. Na przyklad takim pytaniem moze by¢
pytanie o dawanie tapéwek, o oszustwo podatkowe, o nie heteronormatywnosé
czy tez o stosowanie przemocy wobec dzieci.

Formalnie, niech Y bedzie zmienng losowg o rozktadzie dwupunktowym:

P{Y =1} =n=1-P{Y =0}.

Liczba 7 € (0, 1) jest prawdopodobienstwem odpowiedzi TA K na pytanie draz-
liwe. Estymujemy prawdopodobienstwo .

Niestety, zmienne losowe Y71,...,Y, z wiadomych powodéw nie sg ob-
serwowalne. Dlatego tez odpowiedZ na pytanie drazliwe jest ,ukrywana”. Od-
powiedzi na pytanie drazliwe sa ,,ukrywane” przez zadawanie pytania ,neu-
tralnego”, czyli takiego pytania, na ktére respondent zawsze odpowie zgodnie
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z prawda. Pytanie neutralne ma dwie odpowiedzi TAK lub NIE. W ankiecie
stawiane sa jednoczesnie dwa pytania: drazliwe i neutralne, ale ankietowany
odpowiada tylko na jedno z nich. Wynikiem tak skonstruowanej ankiety jest
jedna odpowiedz TAK lub NIFE, przy czym ankieter ma nie wiedzie¢ na ktére
pytanie odpowiada ankietowany. OdpowiedZ Z na ankiete jest zmienng losowa
o rozktadzie dwupunktowym

P{Z=1}=0=1-P{Z=0}.

Prawdopodobienstwo o jest uzaleznione od 7 oraz znanego ¢, gdzie g jest
prawdopodobienstwem odpowiedzi TAK na pytanie neutralne. Forma tej za-
leznosci jest uzalezniona od sposobu ,,ukrywania” pytania drazliwego.

Jednym z pierwszych mechanizméw ukrywania jest model randomizo-
wanych odpowiedzi (Warner 1965, Greenberg et.al. 1969, Boruch 1971, Fox
& Tracy 1986). W zaleznosci od pewnego mechanizmu losowego (rzut kost-
ka, losowanie kart) ankietowany odpowiada badZ na pytanie drazliwe badz
pytanie neutralne. Prawdopodobienstwo r wyboru pytania jest znane. Wynik
losowania pytania nie jest znany ankieterowi.

Innym modelem jest model nierandomizowanych odpowiedzi (Yu et.al.
2008, Tian 2014, Groenitz 2014). Ankietowany odpowiada na pytanie drazliwe
oraz pytanie neutralne. Odpowiedzia na cata ankiete jest TAK gdy odpowiedzi
na oba pytania sg jednakowe.

PRZEDZIAY. UFNOSCI

W modelu nierandomizowanych odpowiedzi zadawane sa dwa pytania:
drazliwe i neutralne. Na kazde z tych pytan mozna odpowiedzie¢ TAK lub
NIE. Odpowied? na calg ankiete jest TAK, jezeli na oba zadane pytania jest
taka sama odpowiedz. To znaczy, jezeli przez Z oznaczymy zmienna losowa
bedaca wynikiem ankiety, to

7 1, jezeli {Y = 1&Q =1} lub {Y = 0&Q = 0}
B 0, w przeciwnym przypadku

Tutaj Y oznacza odpowiedz na pytanie drazliwe, zad () na pytanie neutralne.
Zmienna losowa Y jest zmienng losows o rozkladzie dwupunktowym

P{Y=1}=r=1-P{Y =0}.

Prawdopodobienstwo 7 jest nieznanym prawdopodobienstwem uzyskania po-
zytywnej odpowiedzi na pytanie drazliwe. Zadanie polega na estymacji tego
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prawdopodobienistwa. A dokladniej, chcemy zbudowaé przedzial ufnosci dla
tego prawdopodobienstwa.
O zmiennej losowej () zaktadamy, ze ma rozklad dwupunktowy

PIQ=1}=q=1-P{Q=0}.

Ponadto zakladamy, ze prawdopodobienstwo ¢ jest znane oraz, ze zmienne
losowe Y oraz () sg niezalezne.

Z konstrukeji ankiety wynika, ze zmienna losowa Z (odpowiedZ na an-
kiete) réwniez jest zmienna losowa o rozkladzie dwupunktowym

P{Z=1}=0=1-P{Z =0},

gdzie p=qr+ (1 —q)(1 —m) =7(2¢— 1)+ (1 — q).

Niech Zi,...,Z, beda wynikami n ankiet oraz niech Z = Y I, Z,.
Zmienna losowa ma rozklad dwumianowy z parametrami n oraz ¢. Estymato-
rem Najwigkszej Wiarogodnosci (ENW) prawdopodobiefistwa sukcesu o jest
Z = %Z . Latwo zauwazy¢, ze ENW interesujacego nas prawdopodobienstwa
7 jest -

Z—1+4q

29— 1
Estymator 7 jest nieobciazonym estymatorem prawdopodobienstwa 7 o wa-
riancji

T =

m(l=—m) ¢(1-q)
n n(2q —1)2°

Nieobciazonym estymatorem wariancji estymatora 7 jest

Varnt =

1 Z(1-2)
(1-2¢9)2 n-1

Varnm =

Tian (2014) zaproponowal asymptotyczne przedzialy ufnosci dla praw-
dopodobienstwa m. Ich konstrukcja oparta jest na znanym twierdzeniu de
Moivra-Laplace’a. Zgodnie z tym twierdzeniem

@NAN(Q,Q(ln_Q)>.

Zastosowanie tego twierdzenia do estymatora 7 daje

o (700 ()

Na podstawie tego asymptotycznego przyblizenia budowany jest przedziat uf-
nosci dla 7, przy czym robione jest to na dwa sposoby.
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W pierwszym sposobie zaklada sig, ze

T—1

~ N(0,1).

—

Varm

A zatem (przyjmujemy poziom ufnosci §), przedzial #1 uzyskujemy jako roz-
wiazanie wzgledem 7 nieréwnosci

T =T
VVark

gdzie uq oznacza kwantyl rzedu ¢ standardowego rozkladu normalnego N (0, 1).
Przedzial ma postaé

(fr —us VVart, 7+ uiwsV Varfr)
2 2

Drugi sposéb polega na tym by w powyzszym przyblizeniu nie stosowaé
estymatora wariancji estymatora 7, tylko po prostu jego wariancje

Sui‘ﬁ
2

T—
vVVarm

A zatem (przyjmujemy poziom ufnosci §), przedzial #2 uzyskujemy jako roz-
wiazanie wzgledem 7 nieréwnosci

~ N(0,1)

T—

vVVarn

< Uiss,

2

a doktadniej z nieréwnosci

F—1 \? 9
=] < Uliis,
vV Varn 2

Rozwiazujac powyzsza nieréwnosé¢ wzgledem 7 otrzymujemy przedzial #2

4n(17q)q+u21i6
onft 4+ ud, ;s ures\[4na(l — 7) + — g2
= 2 (1-2q)

2 <n+ur€:+5)
2

Powyzsze przedzialy sa budowane dla ,duzych” préb. Z tego powodu
przedzialy te sa przyblizone. Ich zalety i wady (w ogélnym ujeciu) sa szczegd-
lowo oméwione w monografii Zielinskiego (2010).
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Clopper i Pearson (1934) podali konstrukcje doktadnego przedziatu uf-
nosci dla prawdopodobienstwa sukcesu

0 € (or(Z2),0u(2)),

gdzie
() = 0 dla Z =0,
eLie) =1 g1 (n-2+1,2:142) diaz>0,
() = 1 dla Z = n,
v B! (n—Z,Z+1;12;6) dla Z < n.

oraz B71(, ;) jest kwantylem rozkladu Beta. Poniewaz ¢ = qm+(1—q)(1—7),
wiec tatwo uzyskujemy przedzial ufnosci #3 dla prawdopodobienstwa

51 ((01(2),00(2)) = (1 =q)),  gdy ¢ > 0.5,
T1_1 ((ov(Z),00(2)) = (1—¢q)), gdyq<0.5.

Nalezy zauwazy¢, ze przedzial ten nie jest asymptotyczny.

Ze wzgledu na swoja konstrukcje wszystkie powyzsze przedzialy moga
swykraczaé¢” poza naturalny dla prawdopodobienistwa przedzial (0,1). W zwiaz-
ku z tym uzyskany przedzial ufnosci jest obcinany w zerze lub w jedynce.

POROWNANIE PRZEDZIALOW UFNOSCI

Przedzial ufnosci powinien ze z géry zadanym prawdopodobieristwem
pokrywaé szacowany parametr. Dlatego tez zbadamy jakie jest prawdopodo-
bienstwo pokrycia odsetka pytan drazliwych przez przedzialy ufnoéci zapre-
zentowane w poprzednim rozdziale. Te prawdopodobienstwa oszacowane beda
na podstawie badan symulacyjnych.

W symulacjach zastosowano probe licznoéci n = 1000. Generowano dwie
zmienne losowo o rozkladach dwupunktowych z prawdopodobienstwami odpo-
wiednio 7 (jako odpowiedZ Y na pytanie drazliwe) oraz ¢ (jako odpowiedz @
na pytanie neutralne). Wynikiem Z ankiety jest

Z=Y-Q+(1-Y) (1-Q).

Otrzymano w ten sposob odpowiedzi na caly ankiete Z1, ..., Z,. Na podstawie
takiej proby budowano przedzialy ufnosci #1, #2 oraz #3 wedlug podanych
wyzej wzordéw. Procedure symulacyjna powtorzono 10000 razy. Na ponizszych
wykresach przedzialy te oznaczone sg odpowiednio AP, WP, CP. Przyjeto
poziom ufnosci 0.95.
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Na rysunku 1. pokazane jest prawdopodobienstwo pokrycia nieznanego
prawdopodobienistwa 7 uzyskania pozytywnej odpowiedzi na pytanie drazliwe
(na osi poziomej podane jest prawdopodobienstwo 7). Na wykresie (a) podane
jest przecietne ze wzgledu na prawdopodobienstwo ¢ pozytywnej odpowiedzi
na pytanie neutralne, natomiast na wykresach (b) i (c) dla ¢ = 0.1 oraz g = 0.2,
odpowiednio. Jak widaé¢, prawdopodobienistwa pokrycia przez przedzialty AP
oraz W P sg mniejsze od przyjetego poziomu ufnoéci. Zatem przedzialy te
nie sa przedzialami ufnosci w my$l definicji Neymana (1934). Zastosowanie
tych przedzialéw do wnioskowania o prawdopodobienstwie 7w obarczone jest
wiekszym ryzykiem blednego wnioskowania niz zakladane piecioprocentowe
ryzyko. Co wiecej to ryzyko jest nieznane. Tej wady nie ma przedzial C'P.

Na rysunku 2. poréwnana jest dlugosé przedziatéw ufnoséci. Na rysunku
(a) podana jest dlugo$é przedzialéw przecietnie ze wzgledu na prawdopodo-
bienstwo g pozytywnej odpowiedzi na pytanie neutralne, natomiast na rysun-
kach (b) i (c¢) dla ¢ = 0.1 oraz g = 0.2, odpowiednio. Przedzialy AP oraz W P
maja podobng dtugoéé, natomiast przedziat C' P jest dtuzszy niz dwa pozostale.
To oczywiscie jest konsekwencja tego, ze prawdopodobienstwa pokrycia przez
przedzialy AP i WP sa mniejsze niz nominalne (Rys. 1). Mozemy wyprowa-
dzié¢ wniosek, iz te dwa przedzialy nieprawidlowo szacuja prawdopodobienstwo
7 odpowiedzi na pytanie drazliwe.

UWAGI KONCOWE

W pracy podjeto problem przedzialowej estymacji odsetka pozytywnych
odpowiedzi na pytanie drazliwe. Ze wzgledu na to, ze jest wiele réznych modeli
stosowanych do punktowego oszacowania tego odsetka w pracy zajeto sie sie
tylko jednym z nich, a mianowicie modelem nierandomizowanych odpowiedzi
zaproponowanym przez Yu i in. (2014).

Poréwnane zostaly trzy metody konstrukeji przedziatu ufnoséci. Dwie
z nich oparte sa na asymptotycznym twierdzeniu de Moivre-Laplace’a. Trze-
cia metoda bazuje na dokltadanym przedziale ufnosci opartym na pomyésle
Cloppera i Pearsona. Okazuje sie, ze pierwsze dwie metody daja przedzia-
ly nie realizujace postulatu zachowania zadanego poziomu ufnosci, natomiast
trzecia z nich zapewnia spelnianie tego warunek. Otrzymane przedzialy sa co
prawda szersze od asymptotycznych, ale te ostatnie maja zbyt duze (i niezna-
ne) ryzyko blednego wnioskowania.

Mozna oczekiwaé, ze w innych modelach stosowanych w praktyce uzy-
skiwania odpowiedzi na pytania drazliwe sytuacja bedzie podobna. Badania
nad konstrukcja przedziatléw ufnosci dla odsetka pozytywnych odpowiedzi na
pytanie drazliwe w r6znych modelach sa kontynuowane i beda opublikowane
oddzielnie.
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Rysunek 1. Prawdopodobienistwo pokrycia

Pokrycie

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Rysunek 2. Dlugo$¢ przedziatu ufnosci

Dtugosc

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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CONFIDENCE INTERVAL FOR THE FRACTION
OF SENSITIVE QUESTIONS

Abstract: In sociological research it is important to estimate a frac-
tion of responses to sensitive questions. Sensitive questions are such that
the respondent may not give a true answer. In the paper a confidence
interval for a proportion of positive answers to a senstitive question is
constructed.

Keywords: sensitive questions, nonrandomized response model, exact
confidence interval
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