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Streszczenie: W modelu regresji liniowej stosowane sa dwie miary wpltywu
zmiennych niezaleznych na zmienna zalezna: wspodtczynnik determinacji
oraz wspoélczynnik korelacji czastkowej. W pracy zaproponowane jest
uogolnienie tych miar i skonstruowana jest miara wptywu grupy zmiennych
niezaleznych z wyltaczeniem wptywu pozostatych zmiennych niezaleznych.

Stowa kluczowe: miara dopasowania, wspotczynnik determinacji, korelacja
czastkowa, analiza regresji

Zatozmy, ze obserwacje Y; pewnej zmiennej losowej mozemy przedstawi¢ w
postaci

Yi=PBix1i+ -+ Bixpi &, i=1,..,n (*)

gdzie xy;, k=1,..,p, i =1,...,n, sa znane, 34, ...,Bp sa nieznanymi wspotczyn-
nikami regresji, natomiast &;, i = 1,...,n, sa zmiennymi losowymi o rozktadach
normalnych o zerowej wartosci oczekiwanej i wariancji a2.

Jednym z pytan stawianych w analizie modeli (*) jest pytanie o wplyw
zmiennych niezaleznych na cech¢ Y. W zastosowaniach wykorzystuje si¢ w zasa-
dzie dwie miary: miarg tacznego wpltywu wszystkich zmiennych niezaleznych oraz
miar¢ wplywu pojedynczych zmiennych (z eliminacja wptywu pozostatych). Jest to
powszechnie znany wspotczynnik determinacji oraz wspotczynnik korelacji czast-
kowej. Sciste okreslenia tych poje¢ mozna znalezé w bardzo bogatej literaturze
poswigcone] analizie regresji (w spisie literatury podanych znalez¢ kilka takich
ksiazek). Podane miary niestety nie udzielaja odpowiedzi na pytania o wptyw grup
wybranych zmiennych niezaleznych na zmienng zalezna, np. jak zmierzy¢ wplyw
zmiennej x, oraz x, z wyltaczeniem pozostalych zmiennych? W dalszym ciagu za-
proponowana jest taka miara. Pokazano rowniez, ze wspotczynnik determinacji
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oraz wspotczynnik korelacji czastkowej sa szczegolnymi przypadkami tej ogolniej-
szej miary.

W dalszych rozwazaniach znacznie wygodniej jest si¢ postugiwac zapisami
macierzowymi. Model liniowy (*) w zapisie macierzowym ma postaé

Y=XB+e¢

gdzie Y’ = [V3, ..., Y,] jest wektorem obserwacji, B’ = [By, ..., Bp] jest wektorem
nieznanych parametrow, & = [g4, ..., &,] jest wektorem bteddéw losowych oraz

X11 Xp1

X12 Xp2
X = :

X1n Xpn

jest macierza eksperymentu. Zgodnie z poczynionymi zatozeniami wektor losowy
Y ma n-wymiarowy rozktad normalny:

Y ~ N, (XB,c%1,)

Niech teraz X = [X; ! X,], gdzie macierze X; oraz X, sa macierzami o wymiarach
odpowiednio nx(p — q) 1 nxq. Niech wektor parametrow f bedzie podzielony
odpowiednio na dwa podwektory f; i B, zgodnie z podzialem macierzy X.
Interesuje nas zmierzenie wptywu na zmienna zalezna zmiennych zawartych w
macierzy X,. Niech B oznacza estymator wektora § w modelu z macierza X

B=XX)XY

natomiast niech B, bedzie estymatorem najmniejszych kwadratow wektora B w
modelu z ograniczeniami B, = 0 (Zielinski 2007):

B =B - (X'X)7'AlA'(X'X)"'A] " AB
Tutaj A = [Onx(p_q) | q] jest macierza ograniczen, tzn. §, = 0 jest rownowazne

temu, ze AB =0 (0 oznacza, w zaleznosci od kontekstu, wektor lub macierz
zerowa, I; oznacza macierz jednostkowa wymiaru q).

Wektor obserwacji ¥ mozemy zapisac jako

Y- XB,=(XB—-XB,)+(Y—XB+XB,)

Zauwazmy, ze wektory X — XB, 1Y — XB + XB, sa ortogonalne. A zatem
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¥ = xBil" = |XB — XBu” + ||V — XB + X |

gdzie ||-||? oznacza kwadrat dtugo$ci wektora (w normie euklidesowe;).
Jako miare¢ wplywu zmiennych zawartych w macierzy X, przyjmujemy

|xB -~ xB4|”

R2(X,) = —
¥ - XB, |’

Twierdzenie. Zmienna losowa
R(X,) n-—gq
1-R*(Xy) ¢
ma niecentralny rozktad F z (q,n — q) stopniami swobody i parametrem niecen-
tralnosci B'A[A'(X'X) Al AB, gdzie A = [0pxp—q) i I4]-

Dowod. W dowodzie korzystamy z dobrze znanych faktow dotyczacych rozktadow
prawdopodobienstwa form liniowych i kwadratowych wektoréw losowych o wie-
lowymiarowym rozktadzie normalnym.

Latwo sprawdzi¢, ze

W) _ |XB-xBl°  _  BAAXX)'4)4B
1-%°(X;) v - xB-xBy)|° VUn—AAXXA]AY

Macierz I, — A'[A(X'X)71A’]A jest idempotentna, wigc w mianowniku
mamy zmienna losowa o centralnym rozktadzie chi-kwadrat z (n — q) stopniami
swobody. Poniewaz wektor losowy B ma rozklad N, (B,02(X'X)™1), wiec w licz-
niku mamy zmienna losowa o niecentralnym rozktadzie chi-kwadrat z q stopniami
swobody i parametrem niecentralnosci 8’'A'[A(X'X)"1A’']AB. Licznik i Mianow-
nik sg niezaleznymi zmiennymi losowymi i stad wynika teza twierdzenia.

Pokazemy teraz, ze wspotczynnik determinacji oraz wspdtczynnik korelacji
czastkowej sa szczegolnym przypadkami miary R*(X,).

Wspotczynnik determinacji jest miara wplywu wszystkich zmiennych niezaleznych
X1, -, Xy Na zmienna ¥ w modelu

Yi=Lo+P1x1;++Pmxmi +& 1=1,..,n

W zapisie macierzowym
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1 X1 - X Bo
x=|; T 7 tme o p=|f)
1 Xin " Xmn .Bm

Macierz X i wektor parametréw mozna podzieli¢ na X; = 1,,,

X110 Xma B

X “ee X .1
Xz = 12 m2 ) B1 = [Bol, B =! : ]

xlTl eee xmn ﬁm

W tym modelu mamy p = m + 1, ¢ = m oraz

'y n 1;1X2] 1 M k’
XX_[1,,X'2 X5 X, (X'X)" _[ ]

gdzie L™ = X} X, =~ X31,1,X,, k' = == 17,X,L oraz M =~ + k'Lk (ogdlny
wzor na odwrotnos¢ blokowej macierzy 2 X 2 mozna znalez¢é w np. Rao 1982,
Zielinski 2007). Estymator najmniejszych kwadratoéw wektora # w pelnym modelu
ma postac
3 M k’” ] M1', +k'X2]Y
k1', + LX'
tzn.
by = (M1, + K'X,)Y, B, = (k1, + LX})Y

Estymator wektora f8; w modelu z ograniczeniami okre$lonymi macierza
A =10, I,,] wyraza si¢ wzorem

O R e

K117 -1 1 >
S[L ]ﬂ:[bo l(;L BZ]=[n1’nY= ]
m Om m

Om Ome

gdzie Y = %ZYL-. Poniewaz XB, = Y1, wiec (Y = XPB)
n

IXB - XB.||" = (7 - v 1,)(¥ = v 1,) = Y (% 7)’
i=1

oraz
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v =XBu|* = (v = P 1)(¥ = P 1,) = Y (- V)2

Wspotczynnik determinacji, wyrazany zwyczajowo w procentach, okreslony
jest wigc w nastgpujacy sposob

D = R2(X,) - 100% 22(2——1/‘)2
2 I(Y; - 7)?
Z twierdzenia otrzymujemy
Wniosek. Zmienna losowa
D n—m
100D m

ma niecentralny rozktad F z (m,n —m) stopniami swobody i parametrem
niecentralno$ci B5,X5 (I, — 1,1;,)X,B-.

Wspotczynnik korelacji czqstkowej jest miara wplywu jednej ze zmiennych
niezaleznych na zmienna Y w modelu
Yi =B0+,81x1i+~-+ﬁmxmi+ei, [ = 1, e, n
Wyprowadzimy odpowiedni wzér dla zmiennej x,. Dla uproszczenia zapisu

model zapisujemy w postaci
Yi = ﬁo + Bzle' + -+ ,B’mxmi + ﬁlxli + & i = 1, e, N

W zapisie macierzowym

1 X1 0 X1 Xn1 [’gg]
x=|; B el pe
1 Xn = X X1n ,Bﬁm
1
Macierz X i wektor parametréw mozna podzieli¢ na
1 x31 - Xm X11 Bo
1 X ves X X12
X, = : 22 mZ Xy = : Bi= 'BZ B = [p1]
1 X - Xmm X1in Bm
W tym modelu
X'1X, 1x2] xx)1=[M k
X'X = XX, x',x, XX~ = [k’ L]

gdzie
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1
L= )
x5%; — X,X; (X1 X1) 71 X%,

k’ = —L(X;Xl)_lelszl, M = (X;Xl)_l - ka,

Ograniczenia opisane sa za pomoca wektora [0y, : 1]. Po wykonaniu odpo-
wiednich obliczen otrzymujemy, ze miarg wplywu zmiennej x; na Y jest

(xy (I — X1 (X1 X,) ' XDY)?

2 —
W) = G, X X XD @ (T — X, G X XDx,)

Wspotczynnik korelacji czastkowej miedzy Y a x; okreslony jest jako

/‘RZ (x2) i oznaczany Ry (x,)(x,,..x,)- Zhak tego wspolczynnika jest oczywiscie

zgodny ze znakiem x5(I,, — X;(X;X;)"'X})Y. Z twierdzenia otrzymujemy
nastgpujacy wniosek

Whiosek. Zmienna losowa

Ré(xl)(xzv"lxm)
1 — R?

Y(xl)(le---,xm)
ma niecentralny rozklad F z (1,n—m — 1) stopniami swobody i parametrem

niecentralnoéci BZx5 (I, — X; (X1 X)) 1 Xx,.

ln—-m-1)

Dodatkowa zmienna. Niech Y = X + €. Przypu$émy, ze do modelu wita-
czamy jeszcze jedna zmienna niezalezna, tzn. Y = X + zy +n = Wé + n, gdzie
W=[X:z], §=[B:y] oraz n jest wektorem btedow losowych. Tutaj z jest
wektorem n-wymiarowym reprezentujacym wiaczana zmienna, natomiast y jest
nieznanym wspotczynnikiem regresji. Wyznaczymy wspotezynnik R*(W) i porow-
namy go z RA(X).

Estymatorem najmniejszych kwadratow wektora & jest oczywiscie & =
W'wW)"lWw'y. Mamy

X'X X’Z]

w'w = [Z’X z'z

oraz

1 1y)—1 T
Ww)-! == [C(X X) ’+ aa a]
c —-a 1

gdziea = (X'X) Xz orazc = 2/ (I, — X(X'X)"1X")z. Zatem
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Z(I, - XX'X)"1X)Y
(I, - X(X'X)"1X)z
Z(I, - X(X'X)"1X)Y |

z(I, - XX'X)"1X")z

b (X'X)-1X'z]

|
-
|

Poniewaz

B Z'(I, — X(X'X)"1X")Y i
Wd = Xb+ iz Un ~ XX 07Xz

wiec

(z' (I, - X(X'X)"'X")Y)?
z/(I, - X(X'X)"1X")z

Iwd|l? = |IXblI* +

Zatem R*(W) >R*(X), tzn. model z dodatkowa zmienna nie gorzej odtwarza
zmienna zalezng niz model bez niej.
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Generalized measure of fit in a linear model

Abstract: In a model of linear regression two measures of fit are used:
coefficient of determination and coefficient of partial correlation. A
generalization of those measures is proposed and a measure of influence of a
group of independent variables excluding an influence of remaining variables
is constructed.

Keywords: measure of fit, determination coefficient, partial correlation,
linear regression
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