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Streszczenie: Celem pracy jest podanie kryterium monotonicznosci dla
funkcji uzytecznosci. Podajemy liczne przykltady nie monotonicznych
(lokalnie  malejacych) funkcji  uzytecznosci. Badamy mozliwosé
wprowadzenia relacji preferencji przy pomocy funkcji uzytecznosci. Ponadto
definiujemy zjawisko niedosytu w polu preferencji zadanym funkcja
uzytecznosci. W drugiej cze$ci pracy podamy przyktad nie monotonicznej
(lokalnie malejacej) funkcji uzytecznos$ci uzyskanej metoda zwyklego
"przeksiggowania" (ktore moze wynikac ze zmiany prawa).
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WSTEP

Podstawowym celem analizy taksonomicznej jest dokonanie porzadkowania
1 grupowania obiektow (jednostek) bedacych elementami wielowymiarowej
przestrzeni cech. Do klasyfikacji i grupowania stosowanych jest wiele metod
[Gatnar E, Walesiak M. 2009, Kukuta K. 2000, Malina A. 2004, Mtodak A. 2006,
Zelia§ A. 2000]. Mnogos¢ tych metod wynika z faktu, ze klasyfikacje
wykorzystujace jeden wzorzec majq istotne wady [Binderman A. 2005]. W pracy
[Binderman A. 2006a] do porzadkowania i klasyfikacji obiektow podano miernik
syntetyczny, ktory wykorzystuje dwa obiekty wzorcowe. W kolejnych pracach
pierwszego z autorow podane zostaly wlasnosci tego miernika i przyklady jego
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przydatnosci do badania regionalnego zrdznicowania rolnictwa w Polsce
[Binderman A. 2006b, 2006¢, 2007a, 2007b, 2008a, 2008b, 2009a, 2009b, 2010a,
2010Db].

W pracy [Binderman Z. 2010], dla omawianego miernika zbadano problem
wyboru takiego sposobu mierzenia odleglosci migdzy rozwazanymi obiektami, aby
w polu preferencji indukowanym przez ten miernik wystgpowato zjawisko
niedosytu. Niniejsza praca jest §cisle zwigzana z tym problemem.

Celem pracy jest podanie kryterium monotonicznosci dla funkcji
uzytecznosci. Konstruujemy calg serie przyktadéw niemonotonicznych (lokalnie
malejacych) funkcji uzyteczno$ci, pozornie poprawnie zdefiniowanych.
Definiujemy zjawisko niedosytu w polu preferencji zadanym funkcja uzytecznosci.
Ponadto dyskutujemy zasadno$¢ wprowadzania relacji niedosytu.

W drugiej czesci pracy podamy przykitad niemonotonicznej (lokalnie
malejacej) funkcji uzytecznosci uzyskanej z najprostszych norm (stosowanych
w analizie matematycznej) metoda zwyklego "przeksiggowania" $srodkow. Tego
typu przeksiegowanie moze wynika¢ ze zmiany regulacji prawnych. Niniejszy
artykut ma charakter $cisle matematyczny.

Punkty w przestrzeni R" (iloczyn Kkartezjanski n zbioréw liczb
rzeczywistych) oznaczamy symbolami v, w, h, X, y, ®, vy, gdzie

v=(V,V,,...,v,) . Norma w przestrzeni R", dana wzorem R" 3 vi> ”V”E [0,00),

spetlnia warunki (patrz [Dunford i in. 1958], [Bourbaki 1966, Rozdziat 1, Paragraf
1])

||V|| >0 VveR" oraz ||V|| =0 wtedy

1 tylko wtedy gdy v =0 = (0...,0),. (1)
[av]=|a]v| YveR" Vaew, @
||V + w|| < ||V|| + ||w|| Vve R" Vwe R". 3)

Tutaj Vv oznacza kwantyfikator "dla kazdego" argumentu v .
Definicja 1. Méwimy, ze v<w wtedy i tylko wtedy gdy v, <w, oraz v, <w,
oraz .. oraz v, <w,.

Zauwazmy, ze powyzej zdefiniowana relacja nierownosci (Definicja 1) nie
spelnia warunkow pelnego preporzadku na S

,» Mmianowicie nie jest spetniony
warunek:

dla dowolnychv,we § mamyv<wlubw<v.
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Symbolem §, oznaczamy stozek wypukly n wymiarowy [0,00)", czyli S,
jest iloczynem kartezjanskim n potprostych [0,00). Podobnie K, =[0,1]" jest
kostka n wymiarowa. Symbolami 1=(1,...,1) oraz 0=(0,...,0)€ R" oznaczamy
wierzchotki K, . Niech x = (x,,...,x,)e R" oraz y =(y,,...,y,) € R".

Definicja 2. Funkcjg uzytecznosci definiujemy na K, wzorem

]+ ] ~ e -]

K, 3XI—>U(X):| 2”1”

2

4)

gdzie 1=(1,..,1). Je$li nierowno$¢ X<y pociaga za soba warunek
U(x)<U(y), to moéwimy, ze funkcja U jest niemalejaca. Jesli natomiast X <y
oraz X #Yy pociaga za sobg warunek U(X) <U(y), to mowimy, ze funkcja U
jest rosnaca.
Definicja 3. W ekonometrii dowolny podzbiér X C S, = [0,00)" z relacja <,
definiujaca porzadek pomigdzy elementami X, nazywamy polem stabej
preferencji.

W naukach ekonomicznych méwimy, zena X C §, = [0, 00)" obserwujemy
zjawisko niedosytu, jesli

dla dowolnych x,y € X z warunkow x<yix#y

wynika, iz x <y 1 nieprawda jest y < x
(por. [Panek 2000], [Binderman 2010]). Oczywiscie, autorzy definiuja ta wlasnosc¢

dla relacji < spelniajacej warunki pelnego preporzadku (patrz [Panek 2000]).

Rozwazymy ponizej kilka wariantdéw wprowadzenia relacji niedosytu (czy
tez relacji zblizonej do relacji niedosytu) na podzbiorach X C S, . Najwazniejszy
przypadek bedzie nastgpujacy.

Bierzemy pod uwagg relacje porzadku (bedaca rozszerzeniem relacji zadanej
Definicja 1) spelniajaca warunki petnego preporzadku i zwiazang z rézniczkowalna
funkcja uzytecznosci. Wtedy zjawisko niedosytu bedziemy mogli wprowadzi¢, na
co najwyzej 1-wymiarowym podzbiorze X zbioru S, (lub K ).

Model 1. Rozwazmy przypadek 2 -wymiarowy. Zalézmy, ze X, C S, = [0,00)2
spetnia jeden z dwoch warunkow
vxe[0.00) Fy elo0)  (xry)ENX,
lub Vye [0,00) dx, € [0,00) (x,,)€ X,.
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Jesli dodatkowo X, C §, ma tg wlasno$¢, ze z faktow x,y€ X,, x<y
ix#y wynka x, <y ix, <y, (gdzie x=(x,,x,) oraz y=(y,,»,)) to X,
musi by¢:

(i) podzbiorem wykresu funkcji roéznowarto§ciowej zdefiniowanej na
{x, € R|x, =20} owartosciach w {x, € R|x, =0},

lub

(i) podzbiorem wykresu funkcji réznowartosciowej zdefiniowanej na
{x, € R|x, 20} o wartosciach w {x, € R|x; =0}.

Oczywiscie taki podzbiér X, C S, jest zbyt ubogi, aby mogt stuzy¢ do
opisywania rzeczywistych procesow ekonomicznych.

Model 2. Rozwazamy S, = [O, OO)n z relacja < podana w Definicji 1.
Zauwazamy, ze dla dowolnego podzbioru X, C S, zachodzi implikacja:

jesli x,ye X, ,x<y 1 x#y to x<y inie jest prawda,zey <x.

W tym przypadku wprowadzenie relacji niedosytu nie wnosi nic nowego.
Istotnie, dowolny podzbiér X, C S, z nierdbwnoscia < podana w Definicji 1,
jest relacja niedosytu. Pamigtajmy, ze relacja < sformutowana w Definicji 1 nie
spetnia warunkow pelnego preporzadku.

Jesli funkcja uzytecznosci zdefiniowana na zbiorze K, =[0,1]" wzorem (4)
jest funkcja niemalejaca to relacje stabej preferencji mozemy okreslic takze dla
tych par punktow X, ye K, dla ktorych U(Xx) <U(y). Zatem teraz bedziemy

mogli porownywac elementy X, y€ K, nawet wtedy, gdy x, <y, oraz x, >y,
(gdzie x = (x,,x,) oraz y = (y,,,)).

Definicja 4. Niech funkcja uzytecznosci U :K, >R bedzie niemalejaca.
Mowimy, ze x=<,y wtedy i tylko wtedy, gdy U(Xx)<U(y), czyli X jest
mniejsze lub réwne y wzgledem relacji preferencji definiowanej funkcja

uzytecznosci U .
Jest oczywiste, ze z faktu X<y wynika, iz x<,y gdy funkcja U jest

niemalejaca. Tak wprowadzona relacja stabej preferencji spelnia warunki pelnego
preporzadku (por. [Panek 2000]).
Definicja 5. Niech funkcja uzytecznosci U, : K, — R bedzie rosnaca. Mowimy,

ze X<U1 Y wtedy i tylko wtedy, gdy U,(x) <U,(y), czyli X jest mniejsze od y
wzgledem relacji preferencji definiowanej funkcja uzytecznosci U, .

Jesli U, : K, — R jest rosnaca funkcja uzytecznosci to formuta
X=y,¥ wtedy i tylko wtedy gdy U, (x) < U, (y)
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definiuje relacje preferencji (dla ktorej z faktu w <z wynika, ze W=y, Z ).

Wprowadzimy teraz zmodyfikowana definicj¢ zjawiska niedosytu (por.
[Panek 2000], [Binderman 2010]).

Definicja 6. Moéwimy, ze w polu preferencji (K,, <), gdzie relacja preferencji

=<y zadana jest rosnaca funkcja uzytecznosci U na zbiorze K,, wystgpuje
zjawisko niedosytu, jezeli dla wszystkich wektorow X,y € K, prawdziwa jest
implikacja

jesli x<y oraz x#y to x<,y (czyliU(x) <U(y)). Q)
Whiosek 1. Jesli U, jest rosnaca funkcja uzytecznosci, definiujaca na K, relacjg
preferencji <;; to w polu preferencji (K,, =y, Wystepuje zjawisko niedosytu.
Dowod. Istotnie, z warunkow X<y (czyli x, <y; X, <y,;..;x,<y,) oraz
x #y wynika, ze U,(x) <U,(y), bo U, jest rosnaca funkcja uzytecznosci.
Uwaga 1. Jesli U jest niemalejaca funkcja uzytecznosci, ktora nie jest rosnaca
(czyli istnieja w,ze K,, w<z, w#z oraz U(w)=U(z)) to niec ma sensu
rozpatrywa¢ zjawiska niedosytu, bo wowczas nie definiujemy poprawnie relacji
=<y (poprawnie z punktu widzenia przyjetych definicji).

Musimy zauwazy¢, ze zjawisko niedosytu wprowadzone Definicja 6 nie
wyréznia zadnego podzbioru K, (podzbioru, na ktérym by zachodzilo to
zjawisko). Inaczej mowiac, w tym przypadku zjawisko niedosytu zachodzi na
dowolnym podzbiorze K, . Zatem przyjgta definicja nie wnosi nic nowego (mamy
wlasnos¢, ktora jest spetniona na calym K ).

Model 3. Rozwazmy przypadek, gdy zjawisko niedosytu jest zdefiniowane inaczej
niz poprzednio. Mozemy si¢ domyslaé, ze jest to powszechnie obowigzujaca
definicja (por. [Panek 2000]). Rozpatrujemy podzbior X C K, taki, ze dla
dowolnych X,y € X spetniony jest warunek

jesli x<,y oraz x#y to X<,y (6)
gdzie U:K, >R jest rosnaca funkcja uzytecznosci. Ponadto, niech U bedzie
funkcja rozniczkowalna (z ciagta pochodna, r6zng od zera) na zbiorze K, \ {0}, co
zapisujemy Ue C'(K,\{0}), gdzie 0=(0,.,00eR". Jak pamigtamy
rozniczkowalnos¢ na zbiorze K, \{0} oznacza, ze istnicje rozniczkowalne

przedtuzenie funkcji U na otoczenie zbioru K, \ {0}. Na mocy twierdzenia Sarda
[Giaquinta i in. 1998, str. 89, Corollary 1] dla kazdego z€ R zbidr
{xe K, \{0}|U(x) =z} )
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jest (n—1) wymiarowa podrozmaitoécia K, \ {0}, punktem lub zbiorem pustym.
Oznacza to, ze zbior X moze mie¢, co najwyzej jeden punkt wspdlny z kazdym ze
zbiorow (7), aby byt spetniony warunek (6). Zatem podzbiér X byt by zbyt ubogi
aby mogt stuzy¢ do badan ekonometrycznych. Inaczej mowiac, jesli panstwo A
wyznaczy jaka$ $ciezke rozwoju w sytuacji niedosytu, to panstwo B bedzie
musiato porusza¢ si¢ doktadnie po tej samej $ciezce, abySmy mogli powiedzieé, ze
rozwija si¢ w sytuacji niedosytu.
Uwaga 2. Je$li bedziemy rozpatrywaé rosnaca funkcje uzytecznosci U,
zdefiniowana na S, = [0,00)" , rtézniczkowalng z ciagla pochodna, to zbioér X, (na
ktorym bedzie zachodzito zjawisko niedosytu) bedzie miat co najwyzej po jednym
punkcie wspolnym z kazdym ze zbiorow {xe& S, \{0}|U,(x) =z} gdzie ze R.
Podobnie jak poprzednio, {x& §, \{0}|U,(x)=2z} jest (n—1) wymiarowa
podrozmaitoscia lub zbiorem pustym.

Normg, ktora jest rozniczkowalna na zbiorze int S, =(0,00)" oraz

jednostronnie rézniczkowalna na brzegu tego zbioru (czyli na S, \int S)),

y Ponadto

z wyjatkiem punktu 0=(0,...,0)e R", oznaczamy symbolem |||

zaktadamy, ze pochodna normy ||| , Jest ciagha na S, \ {0}, natomiast sama norma

|||| R jest okreslona na R" .

MONOTONICZNOSC FUNKCJI UZYTECZNOSCI

Ponizej podajemy kryteria monotoniczno$ci funkcji uzytecznosci U .
Rozpatrywaé bedziemy zarowno przypadek, gdy funkcja U jest zdefiniowana przy
pomocy normy rozniczkowalnej na intS, jak i normy nie rézniczkowalne;.

Twierdzenie 1. Niech dla wszystkich ve K, i dla dowolnego he §, takich, ze
h#0=(0,0....,0), v#0, v#1 zachodzi nier6wno$¢

Vulvl, -Vt = ®
czyli roznica pochodnych kierunkowych norm v oraz 1—v, w kierunku h, jest
dodatnia. Wtedy, dla wszystkich x,y € K, takich, ze 0<x<y<1 oraz x#Yy
(czyli x <Yy ) zachodzi warunek

U, (x) < Uy (y), 9)
gdzie
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[+ 2, [ ~],,

K, 3x>U,(x)= 2”1” (10)
Na odwrot, jesli
Up(x) <Ug(y) (11)
dla wszystkich x,y € K, takich, ze 0<x<y<1 to
Vil = V[t =v], >0, (12)

dla dowolnych ve K, oraz he §, spehiajacych warunki h#0, v#0, v#1.

W Twierdzeniu 1 pochodne kierunkowe na brzegu zbioru S, oznaczaja

pochodne jednostronne wewngtrzne. Ponizej podajemy wersje Twierdzenia 1 gdy
rozpatrujemy niemalejacy funkcjonat uzytecznosci U . Oczywiscie, w rozwazanej

ponizej wersji Twierdzenia 1, pochodne kierunkowe na brzegu zbioru S, sa

pochodnymi jednostronnymi wewnetrznymi.
Twierdzenie 1'. Niech dla wszystkich v€ K i dla dowolnego he S, takich, ze

h#0=(0,0,...,0), v#0, v#1 zachodzi nier6wno$¢

Vil[vle =Valt=v], 20,
czyli roznica pochodnych kierunkowych norm v oraz 1—v, w kierunku h, jest
nieujemna. Wtedy, dla wszystkich x,y€ K takich, ze 0<x<y <1 zachodzi
warunek U, (X)<U,(y). Na odwrét, jesli U,(x)<U,(y) dla wszystkich
X,y € K, takich, ze 0<x<y<1 to

Vil[vl, =Valt=v], 20,
dla wszystkich ve K, oraz he §, spehiajacych warunki h#0, v#0, v#1.
Dowo6d Twierdzenia 1. Krok 1. Niech 0 < x <y <1. Skoro X <y to
y — X € §,. Zatem wystarczy policzy¢ pochodna U, w kierunku h=y—x
(gdyz x#y)

VU (%)= = (Y, x], -V, J1-x],)

i,
\Y -1 1—x— i
ST RACA S il SR B ) S

Jesli heintS, =(0,00)" to catkujac V, U,(x) na odcinku [x,y] warto$c
pochodnej w jednym punkcie mozna pominac. Ponadto, w skoniczenie wymiarowej
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przestrzeni wszystkie normy sa rownowazne (patrz [Dunford i in. 1958]). Zatem
norma ||||R jest ciagta wzgledem normy Euklidesowe;.

Krok 2. Jesli x =10 to oczywiscie U,(x)=0. Ponadto U,(x) <U,(y).
Istotnie, wystarczy rozwaza¢ przyrosty argumentu od y/2* do punktu y/2*" dla
ke N. Na mocy pierwszej czesci dowodu U ,(y/2")<U,(y/2"") dla
1<keN. W skonczenie wymiarowej przestrzeni wszystkie normy sa

rownowazne, zatem y/2" — x=0, czyli Hy/ZkHR —>||x||R =||Q||R oraz

-2t = [1-x], =[], edy k - .

Oczywisty dowdd twierdzenia odwrotnego pozostawiamy czytelnikowi.
Twierdzenie 1' dowodzimy tak samo jak twierdzenie 1.
Whiosek 2. W Twierdzeniu 1 warunek (8) mozemy zastapi¢ przez

AN
av, " " ay,

dla kazdego k€ {1,2,...,n}, gdzie v=(v,..,v,,..,v,), v#0, v#1l, ve K .

[1-+], >0 (14)

Na brzegu S, pochodne czastkowe oznaczaja pochodne jednostronne.

Istotnie, dowolny wektor he S, (h#0) jest kombinacja wypukla
wektorow (1,0.,...,0), (0,1,...,0), v (0,0....,0,1) . Czyli
h = (1,0....,0)a, +(0,1,...,0)a, +(0.,0....,0,1)a,, gdzie a, 20 dla
ie{l,2,.,n}.

Ponizej rozpatrujemy ogolny przypadek gdy norma |||| moze by¢ nie
roézniczkowalna.

Twierdzenie 2. Niech dla wszystkich v,we K, i dla dowolnego he §, takich,

zeh#0
viw=1=(11,.,1)e R", (15)

v+he K, oraz w-heK,
lub (16)
v—-he K, oraz w+heKk, ,

bedzie spelniony warunek
(1v+bl=¥1)-(w — b= wl)> 0 (17)

oile v+the K, i w—he K, oraz warunek
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= (v =] =¥+ (v + b= w])> 0 (18)
oile v-he K, i w+he K,. Wtedy dla dowolnych Xx,y€ K, takich, ze
0 < x <y <1 zachodzi nier6wnos¢

U(x)<U(y) (19)
gdzie U jest zdefiniowane wzorem (4).

Na odwroét, jesli dla wszystkich X,y€ K, takich, ze 0<x<y<1,
zachodzi warunek (19), to dla wszystkich v,we K, i dla dowolnego he S,
spetniajacych (15), (16) oraz h # 0 uzyskujemy nieréwnos¢ (17) oile v+he K,
iw—he K, oraz nieréwnos¢ (18) oile v—he K, i w+he K .

Ponizej podajemy wersje Twierdzenia 2, gdy rozpatrywany jest niemalejacy
funkcjonat uzytecznosci U .

Twierdzenie 2'. Niech dla wszystkich v,we K, i dla dowolnego he §,

spetniajacych warunki (15), (16) i h # 0 zachodzi nierd6wnos¢
(fv+ b= v (pw =] =)= 0 20)
oile v+he K, i w—he K, oraz warunek
= (v =] =¥+ (w + b= w])= 0 @
oile v-he K, i w+he K,. Wtedy dla dowolnych Xx,y€ K, takich, ze
0 < x <y <1 zachodzi nierowno$¢ U(x) < U(y).
Na odwrét, jesli dla wszystkich X,y € K, takich, ze 0 <x <y <1, mamy
U(x)<U(y), to dla wszystkich v,we K, i dla dowolnego he S,
spetniajacych (15), (16) oraz h # 0 uzyskujemy warunek (20) o ile v+he K,

iw—he K ,oraz nieréwnos¢ (21)oile v-he K, i w+he K .
Dowody twierdzen 2 i 2' sa analogiczne do dowodu Twierdzenia 1. Wystarczy
rozwaza¢ przyrosty skonczone. Dowod Twierdzenia 2 podajemy w 2 czesci pracy.
Definicja 7. Na kostce K, definiujemy metryke
K, xK,3(v,w)—=>d(v,w)e [0,) (22)
spetniajaca aksjomaty (patrz [Sieklucki 1979, Rozdziat 2, Paragraf 1], [Kuratowski
1977, Rozdziat 9, Paragraf 1])
() d(v,w)=0 wtedy i tylko wtedy gdy v =w, (23)
(B) d(v,w)=d(w,v)dla wszystkich v,we K , (24)
() d(v,z)<d(v,w)+d(w,z)dla wszystkich v,w,ze K . (25)
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Podamy teraz sformutowanie Twierdzenia 2 w wersji dla przestrzeni
metrycznych.

Twierdzenie 3. Niech dla wszystkich v,we K, i dla dowolnego he §, takich,
zeh#0
viw=1=(1,.,1)e R", (26)

vt+he K, oraz w-heKk,
lub (27)
v-he K, oraz w+thek,,

bedzie spelniony warunek

(d(v+h,0)—d(v,0))—(d(w—h,0)—d(w,0))> 0 (28)
oile v+the K, i w—he K, oraz warunek
—(d(v—h,0)-d(v,0))+(d(W+h,0)—d(w,0))> 0 (29)

oile v-he K, i w+he K, . Wtedy dla dowolnych x,y € K, takich, ze
0 < x <y <1 zachodzi nieréwnos¢
Uy () <U,(¥) (30)
gdzie
d(x,0)+d(1,0)-d(1,x)
2d(1,0) .

K, 3x—U,(x)=

(€2))
Zachodzi tez twierdzenie odwrotne. m

Ponizej podajemy wersje Twierdzenia 3 gdy rozpatrywany jest niemalejacy
funkcjonal uzytecznosci U, .
Twierdzenie 3'. Niech dla wszystkich v,w e K, i dla dowolnego he §, spel-
niajacych warunki (26), (27) i h # 0 zachodzi nierdownos¢

(d(v+h,0)~d(v,0)~(d(W~h,0)~d(w,0))>0
oile v+the K, i w—he K, oraz warunek
~(d(v=h,0)~d(v,0))+(d(w+h,0) - d(w,0))> 0
oile v-he K, i w+he K, . Wtedy dla dowolnych X,y € K, takich, ze
0 < x <y <1 zachodzi nier6wnos¢
U, (0)<U,, (y).

Zachodzi tez twierdzenie odwrotne. m
Proste dowody twierdzen 3 i 3' sa modyfikacjami dowodu Twierdzenia 2.
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PRZYKLADY LOKALNIE MALEJACYCH FUNKCJI
UZYTECZNOSCI

W rozdziale tym podajemy przyktady norm definiujacych niemonotoniczne
funkcje uzytecznosci, a $cislej lokalnie malejace funkcje uzyteczno$ci. Mianowicie

pokazemy przyktady funkcji uzytecznosci U takich, ze istnieja 0 <x <y <1
oraz U(x) > U(y).
Definicja 8. Okreslamy nastepujace normy

I, =22 bl =l bl ) (32)
oraz
X

n

) (33)

dla dowolnego xe R". Nie bedziemy udowadniaé, ze zdefiniowane pojecia sa

||x||m = mzlxq)c1 515 [5eees

normami, gdyz ||||1 jest odpowiednikiem normy ||||L1 (w przestrzeni L' lub [') w
przypadku gdy miarg Lebesgue'a zastapimy przez n delt Diraca d (gdzie miara
jest skoncentrowana w n roéznych punktach). Podobnie ||||w jest odpowiednikiem
normy ||||L°° (w przestrzeni L”) w przypadku gdy miare Lebesgue'a zastapimy
przez n delt Diraca O .

Przyklad 1. Pokazujemy, ze dla dowolnego v e (0,1)"

Mgl =l vl =220 &
dla wszystkich i€ {l,...,n}. Ponadto pochodne jednostronne na brzegu obszaru
0
D
ie{l,..,n}, ve K, . Namocy Wniosku 3, jesli 0 <x<y<1 to

U (x) <U,(y), 35)

K, =[0,1]" sa dodatnie oraz ai”V”1 - ||l—v||1 =2 dla wszystkich
vi

gdzie

_ I+, [ -,

K,>3x—>U,(x) 2”1”
=l

(36)

Lemat 1. Pokazemy, ze dla dowolnych v,we (0,0)> i dla dowolnego
he S, =[0,%0)" takich, ze h # 0
viw=1=(1,1)e R?, (37)
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v+he K, oraz w-he K, =[0,1]
lub (38)
v—-he K, oraz w+hek,,

jest spetniony warunek

(v +nl_ =V )~ (w1l ~[w])>0 (39)
oile v+he K, i w—he K,, oraz warunek
(v =nl_ ~[vI_)+ (w +n]_~w]_)>0 (40)

oile v-he K, iw+he K,.

v,|).

Dowéd. Jesli h = (h,h,), gdzie h, >0 oraz h, >0 to oczywiscie teza lematu
jest spetniona.
Niech h=(#,0); h>0; v=(v,v,) gdzie v, 2v,, zatem
w=(w,w,)=1-v, 1-v,) iw, <w,.
Wtedy
[v+h|_=[v]_ =v +h]=|v|=h >0, (41)

Wl =l == | =[w,[ =0 (42)

Przypominamy, ze ”V”w = ||(vl,v2 )||w = maxqvl

9

czyli warunek (39) jest spetniony oile v+he K, oraz w—-he K.
Niech h=(4,0); h >0; v=(v,v,) gdzie v, <v,, zatem
(w,w,)=1-v,, 1=-v,) i w, >w,. Wtedy uzyskujemy
||V + h||m - ”V”w = sup(]v1 + h1|,|v2|)— |v2| =0, (43)
w,[)>0 (44)

czyli warunek (39) jest spetniony o ile v+he K, oraz w—he K,. Dowdd

b

[l 1w =l =i suppw; +

faktu, ze warunek (39) jest speliony dla przyrostu h = (0,4,) jest analogiczny.

Warunek (40) dowodzimy w sposob podobny. m
Uwaga 3. Teza Lematu 1 nie jest spetniona dla n=3, czyli dla norm

||(v1 Vs pees vn) = supqv1 ) gdy n=3. W tym przypadku dla

0 < x <y <1 zachodzi nier6wnos¢ U(x) S U(y) gdzie

) [ -x].
20

Vo

s n

K 3xi>U(X) = L8 (45)

oraz xe R", ye R", n =3, czyli funkcja uzytecznosci jest niemalejaca.
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Przyklad 2. Rozwazamy przestrzen R* z dwoma ukfadami odniesienia Vi, V,

oraz x,,x,. Uklady te sa obrocone o kat ¢ . Zatem wspotrzedne transformujq sig
zgodnie ze wzorem

(46)

v, = cos(x)x, +sin(ax)x,
v, = —sin(x)x, + cos(&x)x,,

poréwnaj [Jefimow i in. 1974, Rozdzial 9, Paragraf 7].
Niech A  bedzie funkcjonatem liniowym  réznowartoSciowym

A:R? > R?. Wtedy dla dowolnej normy |||| funkcjonat
R 5 (v,v,) = ||A(v1,v2 )” (47)
tez jest norma. Istotnie
a) [A(v,,v, ]| 20 Y(v,v,)e R* bo [[(w,w, )| 20 V(w,w,)e R,
A(0,0) =(0,0) oraz A jest operatorem roznowarto$ciowym,
b) ||A(c “V,,CV, )” = ||c -A(v,,v, )” = |c| ~||A(v1,v2 )” Y(v,,v,)€ R*, Vee R,
c) ”A[(Vl vy )+ (w,w, )]| - ”A(Vl vy )+ Alw,w, )” < ”A(Vl »Va )” + ”A(Wl s Wy X|
‘v’(v1 Y, ), (W, w, ) R

Norma ||V

| LT ||(v1,v2 )” = |v1| + |v2| po zmianie uktadu wspoétrzednych ma
postaé
||(v1,v2 )”1 = |v1| +|v2| = |cos(0()x1 + sin(a)x2| +

+|=sin(@)x, +cos(@)x,| =||(x,, x,)], ,» (48)

]:

pordwnaj wzor (46). Jesli o = /4 to uzyskujemy

oo =2

1 1
Exl +EX2 + —Exl +EX2

= \/Emax(]xl R x2|) = \/En(xl , X, )”w (49)
Zatem norma ||||1 jest obrécona norma ||||m 1 pomnozona przez stala.
Na mocy punktow (a)-(c), funkcjonat
R2 3 (x,,x,) \/En(xl,x2 )”mjzo = x/5||(20x1 , X, XLQ (50)
jest norma. Rozwazamy obrot
{xl = cos(f)y, +sin(f)y, (51)
x, = =sin(B)y, +cos(f)y,.

Norma ()c1 X, ) -2 ||(x1 X, )”w’zo po dokonaniu obrotu przyjmuje postaé
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[(x,. 2, )]y = [(20x,,x, )|, = max{20(cos(B)y, +sin(B)y,).

|_ sin(f)y, +cos(B)y, |}: ||(yl s V2 )||w,20’ﬁ- (52)
Rozpatrujemy obrot o kat = —7/6. Czyli
] (53)

\/En(ylayz )”oo,zoﬂ =2 maXUIO\/—yl 10y,], W
Obliczamy (“V + h” 20,8 ”V”w,zo,ﬂ )_ (“W - h“w,zo,/j - ”W”oo,zo,ﬁ) dla

B3
2

1
2)’1

V=w= (l l oraz h = (O ﬁj Uzyskujemy

272
(H 1) 1350L.)
"100 0 272 0.p

L AL,

.20, 8 2’2 2,20,/

B
100
0-4/3- 2—10 Ml

50
=10-v3-—-10-—
V3 100 100| 100 100

Na mocy Twierdzenia 2', funkcjonal uzytecznosci U zdefiniowany dla normy

=-0,2 (54)

11
||||w 20,5 jest funkcjonalem malejacym w otoczeniu punktu [5,5] dla przyrostu

0,—|.
100

Przyklad 3. Na przestrzeni R” definiujemy normeg

R" > (xl yeees X, ) [ ||(xl,x2,...,xn )"oo,zo = ||(20x1 I S )| - (55)
Ponadto, w R" rozwazamy dwa uktady odniesienia  x,...,x, oraz ViseeusV -
Zaktadamy, ze wspotrzedne transformuja si¢ zgodnie ze wzorami
x, = cos(fB)y, +sin(B)y,
x, = =sin(B)y, +cos(B)y,
X3 = V3 (56)

'xn:yn
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Norma (xl,xz,...,xn ) = ||(x1,x2,...,x” )| -2

o PO dokonaniu obrotu (56) przyjmuje

postaé

||(x1 R ] a0 = ||(20x1 3 Xy seees X, )| .

= max(20(cos(B)y, +sin(B)y, |-

)

+cos(,[)’)y2, seees|Vy
=05 yas vsses 2 N s (57)
Rozpatrujemy obrét o kat = -6 . Czyli
1 3
||(y1""’yﬂlm,20,ﬂ = maXUlO\/g% _loyz s Eyl +§y2 EARAS) yn J
Obliczamy (“V + h”oo,zo,ﬂ _”V"oo,zo,ﬂ)_ (“W _h”oo,zo,ﬁ _”W”oo,zo,ﬂ) dla
V=wW= [l l,l lje R" oraz h = (O,L,O,...,Oje R". Uzyskujemy
222 100
EROER T
2 27 100 20,8 22 2 20,6
i 1,&,...;) (o ool iy )
2°2 2 100’ 20,8 22 2 20,8
49
=10- ——10 —|—10- ——10 —1=-0,2. 58
\/_ 100 100 \/_ 100 100 %)

Na mocy Twierdzenia 2', funkcja uzytecznosci U, ,, ;5 zdefiniowana dla normy
||-||w’20, ;W przestrzeni R", jest funkcja malejaca w otoczeniu punktu
(0,5; 0,5;0,5;...; 0,5) dla przyrostu (O; 0,01; 0;...; O). Mianowicie uzyskali$my:
U..45(0.5 0,5, 0,5;...;0,5) > U_,, 4(0,5; 0,51, 0.,5;...; 0,5).

Przyklad 4. Niech wspotrzegdne (x,,x,) oraz (y,,y,) ukladow odniesienia
(x,,x,) oraz (,,7,), spelniaja rownosci
x, =cos(&)y, +sin(o
1 ( )V (@)y, (59)
x, = —sin(@)y, +cos(@),,
czyli sa to uktady odniesienia obrocone o kat <& . Ponadto, niech na R" bedzie

dana norma ||‘||l,7r/4,20, o WzZOorem
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20(\/_ 2 2]
2

+o.t

||y||1,7z/4,20 a x2

Y

2

= zo(g (cos(a) y, +sin(@)y, )+ g (— sin(&)y, +cos(x)y, )] +

+

yn * (60)

- g (cos(OJ)y1 +sin(x)y, )+ % (— sin(a)y, +cos(x)y, ){ +..+

Rozpatrujemy przypadek & = —776 Obliczamy

v+ w—h] ) dia

1,74.20,c0 _||V||1,7zf4,20,a _q 1,74.20,00 _||W||1,717’4,20,a

vV=w= [l,l,l,...,lje R" oraz h= (O éO ,0,.. ,Oje R". Uzyskujemy
4

222 2
191 1
27100727772

[3%53-3]

1,774,20,00

S
=)
7\
N\N
N\al
N | —
N | —

[S—
()]
S|e
N—
+
N\N
7\
N | —
N | —
+
(5=
()]
e
~

_ V2 26 N2 0,140,025+ 0,0075 = —0,0675. 61)
10 200 ' 200

Na mocy Twierdzenia 2', funkcja uzytecznosci U, ., zdefiniowana dla normy
||||1 ane W Przestrzeni R", jest funkcja malejaca w otoczeniu punktu
(0,5; 0,5;0,5;...; 0,5) dla przyrostu (0; 0,01; 0;...; 0). Rozwazana tutaj funkcja

dana jest wzorem (45) gdzie ||||m jest zastapione przez |||| a U przez

1,774,20,00
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symbol U, 45, - Ponadto wuzyskalismy U, 4,9, (%,%,%,...,%} >
1 51 1 1
= Ul,m’4,20,0((55m’57ma5j .;

Definiujemy norme ||||p w przestrzeni ‘R” wzorem

R 5 xi0 [x] =l + el et | (62)

xi’l
dla pe (1,00). Zdefiniowane pojecie jest szczegdlna postacia normy przestrzeni

L? (znanej z analizy funkcjonalnej) gdy miare Lebesgue'a zastapimy przez n delt
Diraca d (czyli miara jest skoncentrowana w 7 réznych punktach).

Lemat 2. Jezeli p dazy do oo, to dla kazdego x€ R” (por. (33)).

x|, =[xl jesti p—ee. (63)
Dowdd. Niech |xk| = max(]x1 DX [5ees | X, ) dla ustalonego k € {1,...,n} . Wtedy
e <8l <Kl + ot <Kl ] =
=%n x| = x| oile p—eo, (64)
poniewaz % —>1 gdy p—>oo.m
Lemat 3. Jesli ciag malejacy {p, }, . dazy do 1 (co oznaczamy p 1) to dla
kazdego xe R", ||x||p - ||x||1 gdzie x”1 = ||(x1,...,xn) = z; |xl.|.

Dowéd. Niech x # 0. Wtedy dla kazdego &€ >0 istnieje p, >1 takie, ze dla

dowolnego p, < p, spehiajacego warunek p, >1 mamy
[l —ps <& vie (1, (65)

Zatem

S el =3 | < e (66)

Ponadto istnieje ps > 1 takie, ze dla kazdego p, < p; oraz p, >1 uzyskujemy

BN P =3 x| < 2ne. (67)
2 i -

Biorac p, <min(p,, ps) oraz p, >1 mamy

”%/Z; x| —z; x| < 2ne. (68)
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Lemat 4. Niech norma ||||p o bedzie dana wzorem

||y||p’20,a = [|20(C()s(05)y1 +sin(a)y, )|p +

. 1/p
+|— sin(@)y, +cos(0:)y2|p +|y3|p +.+Y, p] (69)
111 1 1 51 1 1
dzie 1 < p <oo. Wtedy,dla v=(—,—,—,....,.—)€ER", w=(—,—,—,...,—)ER"
8 P Y (2 2°2 2) (2 100 2 2)
oraz & = —77/6 istnieje p <oo (p >1) takie, ze
Up,20,0{ (V) > Up,ZO,a (W) (70)
gdzie
Yl a0 T S0 ==Y s0s
P - B I o

2, 2.

Dowod. Z Przykladu 2 wynika, ze R”" 3V|—>||v|| Ay =||AV||P jest normg dla

dowolnego  funkcjonatu  liniowego,  rdznowartosciowego A,  gdzie

”¢=Wyhﬁ

Na mocy Przyktadéw 2 1 3 niero6wno$¢ (70) zachodzi dla funkcji

z, P Zatem R" 3y > ||y||p’20,a jest norma.

uzytecznosci U , 5, , gdy & = -6 . Z Lematu 2 wynika, Ze dla kazdego y € R"

IVl s = ¥ el o (72)

Lemat 5. Niech wspotrzedne (x,,x,) oraz (y,,Y,), uktadow odniesienia (X;,X,)

oraz (3,,7,), spelniaja rownosci

{xl = cos()y, +sin(@)y,

. (73)
x, = —sin(&)y, +cos(x)y,.

Czyli sa to uktady odniesienia obrocone o kat « . Ponadto, niech na R" bedzie

zadana norma |||| nastgpujacym wzorem
p

14,20,
\ N R
8 2y, | o+ s | +
\/_ \/_ » 1/p
+ —72x1 +72x2 +|ys|” o]
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P
= 20(% (cos(w)y1 +sin(a)y, )+ g (— sin(@)y, +cos(&)y, )] +
B B ’
+ 72(003(05)y2 —sin(a)y, )—72(008(0())/1 + sin(a)yz)‘ +.+y, b (74)
111 1 1 51 1 1
dzie 1< p <oo. Wtedy, dl =(=, =, —s—) , W=(—,—,—,..,—)ER" i
glae 1= p edy. dla V= (55 n) WG g €N

a =-76 istnieje p>1 (p <o) takie, ze U, 1420, (V) > U, 140, (W) gdzie

||y||p,7z/4,20,0( * ||1||p,n/4,20,a - ”1 - y||p,71/4,20,0(

2], 2200
Dowo6d. Na mocy pierwszej czg$ci dowodu Lematu 4 oraz na mocy Przyktadu 2,

Y= Up,nm,zo,a (y)= (75)

||~||pﬂ420a jest norma, bo transformacja (73) jest obrotem o kat o = -6 (a

ztozenie przeksztalcen liniowych, roznowartosciowych jest przeksztatlceniem
liniowym i réznowarto$ciowym). Z Przyktadow 2 i1 4 uzyskujemy, ze teza Lematu

5 zachodzi dla funkcji uzytecznosci U .44, (-) (zdefiniowanej wzorami (60)
i(75)dla & = —6). Z Lematu 3 wynika, ze dla kazdego y € R"

L e P A A (76)
Ponizej pokazujemy, ze dla dowolnego p (czyli dowolnej normy ||-||p, gdzie

1 < p <o) mozna tak dobra¢ wspotczynnik ¢ przez ktory mnozymy wybrang o$

liczbowa oraz mozna tak dobra¢ kat obrotu wspotrzednych aby funkcja

uzytecznosci byla malejaca w otoczeniu pewnego punktu z K, .

Przyklad 5. Pokazemy, ze warunek (20) z Twierdzenia 2' nie jest spelniony.
Rozwazamy przestrzen R*> z dwoma uktadami odniesienia 7,7, oraz

(x;,%,) obroconymi o kat ¢ . Zatem wspotrzedne transformuja si¢ zgodnie ze

wzorem (46). Definiujemy norme

R2 > v, vy) > ||(v1,v2 mm = {’l|tv1|p +|v2 P a7

dla 1<p<oo oraz ¢>1. Na mocy (46) norma ||-||pt , po zmianie uktadu

wspotrzednych, ma postac



58 Agata Binderman, Jarostaw L. Bojarski

[0, v,)] A | +[v,|” =
P

= §/|t(cos(0()xl +sin(a)x, )|p + |cos(0()x2 - sin(a)x1|p = ||(x1 , X, )||p’t’a. (78)

Rozpatrujemy obrot 0 kat a=-76. Obliczamy
11
R I N O Y B L ey

h:( o

1
0,— ——|. Uzyskujem
> 2] yskujemy

EeE frpess

p.t,—76

P

2

=1- ﬁ—%}”/it”+li<0 (79)

1/p
gdy [(2/(\/5 - 1))p - 1} <t .Zatem, na mocy Twierdzenia 2', dla v = [%,%)
143 .
oraz 'y = (5,7] uzyskujemy Up,t,—ﬂ6 (v)> Up,t,—ﬂG y)

dla > [(2/(\/5 ) —1}1@ adzie

[~ s 1o =2 =]
K,3x> U, (x)= Lo —poms
2 e 2], e

W skonczenie wymiarowej przestrzeni wszystkie normy sa rownowazne,
zatem funkcja x> U,, ,(X) jest ciagla. Czyli dla ustalonego

l/p
t> [(2/(\5 —1))p —1} istniejg kule o $rodkach (%,%) i (l,gJ oraz

P76 (80)

2

272

o promieniach #, >0 i », >0 (oznaczane symbolami B( i ) (rn) i B[l ﬁj(rz))
22
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takie, ze dla  wszystkich @€ B[1 1)(rl), YE B[1 A (r,) mamy
22 5’7)

Up,t,—7z/6 () > Up,t,—ﬂf6 ).

. . . . . . n
Twierdzenie 4. Niech norma ||~||pt_  bedzie zdefiniowana na przestrzeni R

wzZorem
) N N
R"3x > ||x||p’t,_ﬂ/6 = t[Txl —Exz + sz +5x1
+x | x|+, pT/p (81)

» 1/p
dla t>1 oraz n>2. Jesli t > |:(2/(\/§ - 1)) - 1} to istnieja kule o srodkach

(131 1

l,l,..,— i|—,—,—,.,— | oraz o promieniach 7; >0 i r, > 0 (oznaczane
22 2 2 22 2

sssss

symbolami B(11 lj(rl) i B[1 5 1](1’2)) takie, ze dla wszystkich

272772

2’2772

(0YS B(1 . 1)(rl), YE B[1 A 1](7’2) mamy Up’tﬁ%((o)>Up’t’7ﬂ6('\{),gdzie

e S

K 3x— U X)= 82

2 om0 2, . )

Dowod: Na mocy Przyktadu 5 wystarczy policzy¢

L U R N IR ey
put,—d6 put,—76 put,—7d6 put,—76 ) 7

3

oraz h = [0,7 —%,0,0,...,O] . Uzyskujemy

lal:lv'"al + O,ﬁ—l,o,o,...,o
222 2 2 2
p.t,—m6
e 0 (o B 1oeol -
222 2 2 2
pit,—m6
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p P PP
3.1 1 1
4 4 2 2
P P » » lp
B PRI | DY R 11
2 2 2 2 2
L, » e
= 1+(n—2)% - (t”+1§+% +(n—2)% (83)
Sprawdzamy kiedy zachodzi nierowno$¢
p 1/p P » 1/p
1+(n—2)% < (z"+1-g+% +(n—2)% , (84)
czyli
r r 1/p
1< +1 ?+% zatem (2/(\/5—1))”—1} <1 (85)

Tym samym udowodnili$my tez¢ Twierdzenia 4. m
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Monotonicity of the gauge leaned on two patterns.
Theoretical considerations

Abstract: The aim of this paper is to present the monotonicity criterion for
the utility functions defined in the preference field. We provide numerous
examples of nonmonotonic (locally decreasing) utility functions. We
investigate the possibility of introducing preference relation by employing
utility functions. Moreover, we define the phenomenon of insufficiency in the
field of the preference defined by the utility function.

Key words: the utility functions, synthetic measures, field of preference,
phenomenon of insufficiency, norm, classification
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