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Streszczenie: W pracy, dla miernika syntetycznego zbadano problem wyboru
takiego sposobu mierzenia odleglo$ci migdzy obiektami, aby w polu
preferencji indukowanym przez ten miernik wystgpowato zjawisko
niedosytu. Rozwazany w pracy miernik, wykorzystywany do porzadkowania
i grupowania danych obiektow ekonomicznych jest oparty na dwoch
wzorcowych obiektach.

Stowa kluczowe: zjawisko niedosytu, pole preferencji, mierniki syntetyczne,
funkcje uzytecznos$ci, semimetryka, metryka normalna, metryka quasi-
normalna, uporzadkowanie liniowe, klasyfikacja

WSTEP

A. Binderman w swoich pracach do porzadkowania i klasyfikacji obiektow
wykorzystywata miernik syntetyczny, ktéry oparty jest na dwoch wzorcowych
obiektach [zob. Binderman A. 2006a, 2006b, 2006¢, 2007a, 2007b, 2008a, 2008b,
2009a, 2009b]. W cytowanych pracach, poswigconym regionalnemu
zroznicowaniu rolnictwa w Polsce wykazano przydatnos¢ tego miernika i podano
jego podstawowe wiasnosci — przy zatozeniu, ze odleglosci migdzy obiektami
obliczane sa za pomoca metryki Minkowskiego. W naukach ekonomicznych,
w dziale zwanym taksometria [Kukuta 2000, Mtodak 2006, Pociecha , Walesiak
M. 2006, Zelia§ 2000] do obliczania odleglosci, podobienstwa migdzy obiektami
stosuje si¢ wiele innych sposobow.

Z uwagi na duza przydatno$¢ i prostot¢ stosowalnosci omawianego
miernika, autor swoja praca chciatby zapoczatkowaé badania nad wykorzystaniem
réznych sposobow mierzenia odleglosci do jego obliczania. W wyniku, ktérych
uzyskuje si¢ miernik syntetyczny, generujacy pole preferencji, w ktorym wystepuje
zjawisko niedosytu [Panek 2000, Panek 2003, Malawski 1999, Allen 1964].
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RELACJE PREFERENCIJI I FUNKCJE UZYTECZNOSCI

Niech X c R’, gdzie R’ :={x=(x1,x2,...,xn):xl. >0, i=l,2,...,n}, ne N.

Uporzadkowang pare (X,»>) {(X,>), (X,~)} gdzie > oznacza relacj¢ slabej
preferencji {> - relacja silnej preferencji, ~ - relacja indyferencji} nazywac
bedziemy polem stabej preferencji { silnej preferencji, indyferencji} [zob. np.
Panek 2000].

Przydatno$¢ relacji preferencji w naukach ekonomicznych ma znaczenie
glownie teoretyczne. W celu nadania tym relacjom znaczenia praktycznego relacje
preferencji  zastgpuje si¢ ilosciowymi miernikami zwanymi funkcjami
uzytecznosci.

Funkcje u: X—R' nazywaé bedziemy funkcja uzytecznoéci zwiazana
z relacja preferencji > jezeli dla wszystkich x,yeX: u(x)2u(y) & x>y.

Liczby u(x), u(y) okreslajac uzytecznos¢ dwoch obiektow reprezentowanych
przez wektory x, y, odpowiednio sa wielkosciami wzglednymi, pozwalajacymi
jedynie na dokonanie poréwnania migdzy nimi. Oczywiscie, jezeli dla danej relacji
preferencji istnieje jedna funkcja uzytecznosci, to istnieje rowniez nieskonczenie
wiele funkcji uzytecznosci generowanych przez ta relacje. Jezeli dana jest relacja
preferencji to istotnym problem jest wyznaczenie funkcji uzytecznos$ci przez nia
indukowanej. Dokonujac odpowiednio wyboru funkcji uzytecznosci okreslamy
relacje preferencji, ktora ta funkcj¢ opisuje. Majac, zatem dana funkcje
uzyteczno$ci mozna badac, jak jej wtasnosci przekladaja si¢ na wiasnosci relacji ja
indukujaca.

Niech x = (x,%,,...,X,),¥y = (¥, V55-..,¥,) € X € R", przyjmijmy oznaczenia:
x2yeViix, 2y x>y Viix, >y ,i=12,..,n
Mowimy, ze w polu preferencji (R',’=) wystepuje zjawisko niedosytu, jezeli dla
wszystkich wektorow x, y€ R’ prawdziwa jest implikacja:
X2YyAXZYy=>X>Yy.
Jezeli w polu preferencji (R, %=) wystepuje zjawisko niedosytu to kazda

funkcja uzyteczno$ci u(x)=u(xi,Xs,...,X,) ZzZwiazana z relacja preferencji =
traktowana, jako funkcja wielu zmiennych jest rosnaca wzgledem kazdej ze
zmiennych x;, i=1,2,..,n. Jest to réwnowazne warunkowi: jezeli wektory

x,ye R, :y#0=(0,0,...,0) > u(x+y) >u(x). Odwrotnie, jezeli rosnaca

funkcja uzytecznosci u(x) jest indukowana przez relacj¢ preferencji > to w polu
preferencji (N}, 7=) wystepuje zjawisko niedosytu [Panek 2000, 2003].
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Rozwazmy teraz problem polegajacy na klasyfikacji me &V obiektow Qy,

Qy, ...,Qn badanego zjawiska za pomoca ne N zmiennych, majacych charakter
cech ilosciowych. Przyjmijmy zatozenie, ze kazdy taki obiekt daje si¢ przedstawic

za pomoca wektora nalezacego do przestrzeni R .

Niech wektor Xi=(Xi1,Xi2,...,Xin) Opisuje i-ty obiekt Q;, i=1,2,...,m,. Jezeli x;>x;
1 X#X; to przy pewnych zatozeniach naturalnym jest nazywac¢ obiekt x; lepszym
(wyzej ocenianym) od obiektu xj. Oznacza to, ze zadna ze sktadowych wektora x;
nie jest mniejsza od odpowiednich sktadowych wektora xj, a przynajmniej jedna
znich ma warto$¢ wigksza, tj. istnieje takie ke[1,n], ze xy>xj. Fakt ten mozna
zapisa¢: Q; >Qj .

Niech

= max X k=1,2,...n.

X = N Xy, Xyt MAX X,

I<i<m
Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia wektorow:
X0:=(X0,1,X0.25+5X0,)> 1 Xm+1:=(Xmt1,1,Xm+1,25-+-Xm+1,n),

Zat6zmy, ze zdefiniowane wyzej wektory Xo, Xm+1 opisuja obiekt Q, (najgorszy)
iobiekt Qu.; (najlepszy), odpowiednio. Oczywiscie, wektory te spelniaja
nierownosci:
X0 < Xi<Xp+] dla kazdego i€ [1,m].

Obiekty Qo 1 Q1 beda pelni¢ w naszych rozwazaniach role wzorcow. Zatézmy
ponadto, Ze X¢#Xm+1, 0znacza to, ze wektory X, X,..., Xpy nie sa identyczne.

W pracach Binderman A. [2006a, 2007a] do liniowego uporzadkowania
obiektow Q1, Q,, ...,Qn wykorzystana zostata nastepujaca funkcja:

d(x,,x;)+d(xy,X,,,)—d(X;,X,.,;)
2d(Xg, X s1) ’

gdzie d(x,y) oznacza odlegto$¢ miedzy wektorami x,ye R", obliczona za pomoca
metryki Minkowskiego (1<p<o0).
W pracach [ Binderman A. 2006a, 2006b, 2007a, 2007b, 2008a, 2008b, 2009a,
2009b, Binderman A., Krawiec 2006c], zaprezentowano duza przydatnosc
rozwazanej funkcji, w poréwnaniu do innych metod, podano podstawowe
wlasnos$ci oraz zbadano stabilno§¢ wynikéw, uzyskiwanych przy jej pomocy.
Naturalnym, zatem problemem do rozwiazania jest podanie warunkow
dotyczacych sposobu mierzenia odleglosci miedzy wektorami, przy ktérych
funkcja U jest rosnaca.

Ux,) = 1=0,1,...m,m+1,

Niech wektory Xx_,X,, €R!: x_ <X, AX_ #X, beda dowolnie

ustalone i [X_,X,, ]:={xe R":x_, <x<Xx,,}. Okreslmy funkcj¢
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1 Py, X) — p(x,Xy)
2 2Pp(XXpr)
gdzie p(x,y) oznacza odlegto$¢ migdzy wektorami x iy taka, ze O(X,,,Xy ) #0.

, dla xe[x,,xy], (D

v(x) =

Nietrudno zauwazyé¢, ze zbidr [X,,Xy|C R, przedstawia kostke,
w szczegolnosci, jezeli
x, =0:=(0,0,..,0), x, =1:= (1,1,..,1) to [0,1]=(0,1)" := (0,1)X(0,1)x...X(0,1)

nrazy

Obiekt reprezentowany przez wektor x uwazaé bedziemy za lepszy od
obiektu reprezentowanego przez wektor y wtedy tylko wtedy gdy v(x)>v(y), fakt

ten oznaczmy symbolem x>y. W podobny sposéb (przy pomocy funkcji v)

okreslmy relacje 3=,~.
Celem naszych rozwazan bedzie podanie warunkéw dla odlegtosci p(x.y),

przy ktorych w polu preferencji ([Xm » Xy ] ,>) wystepuje zjawisko niedosytu.
Funkcje p: R" xR" — R' nazywamy semimetrykq jezeli spelnia warunki

a) p(x,x)=0; b) p(x,y)= p(y»x); ¢) P(XY)= p(xX,2)* p(Zy),
dla dowolnych x,y,z€ R". Jezeli ponadto spetniony jest warunek
d) p(x,y)=0 pociaga za soba X=y

to p nazywa si¢ metrykq. Liczbe p(Xx,y) nazywa si¢ takze odlegtoscia wektora x od
wektora y [Alexiewicz 1969, Rolewicz 1984].
Przyktadem metryk sq metryki Minkowskiego p,, 1<p<ce:

n

P, (x,y) =(Z(xl. —y,.)pjp dla 1< p<oo,

i=1
1

p.. =lim p (x,y) = max|x]. -,
p—>° 1<i<n

, gdzie x = (x,X,,...,X ),y = (¥,,,,...Y,) € R".

Zauwazmy, ze jezeli p jest semimetryka to funkcja v(x) okreslona wzorem
(1) ma nastgpujace wlasnosci:
v(x,,) =0, v(xy,) =1
Przyjmijmy dwie, nastepujace definicje:
Definicja 1. Metryke (semimetrykg) p0:R!XR] - R, nazywaé bedziemy
quasi-normalng, jezeli spetnia warunek:

p(x,2) 2 p(y,z) dla x,y,ze R} :z<y<x.
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Definicja 2. Metryke (semimetryke) quasi-normalng p nazywaé bedziemy
normalna, jezeli spelnia warunek:

dla x,y,ze R :z<y<x AX#Yy: p(x,2)>p(y,Z) .

Uwaga 1. Metryka dyskretna oraz metryka Minkowskiego p.., sa metrykami quasi-
normalnymi, nie bedac metrykami normalnymi.
Dowdd. 1°. Metryka dyskretna. Niech p oznacza metryke dyskretng tj. taka, ze

p(x,x)=0 i p(x,y)=1 dla wszystkich x,ye R’ : x#y. Dla x,y,z€ R’ :z<y<x

p(x,2)=p(y,2) =0 gdy z=y=x,

p(x,z)=1, p(y,z)=0 gdy z=yiy#X,

p(x,z)=p(y,z) =1 gdyz=#y.
Ostatnia rowno$¢ pokazuje, ze metryka ta nie spelnia warunku Definicji 2.
2°. Niech p oznacza metryke Minkowskiego, przy p=ee. Mamy wowczas
z definicji, ze
P(X,z) = max

I<i<n

xi—zl.| dla x=(x,%,,...,X,), Z=(2,,2,,...,2,) € R}. Dla x,y,

ze R’ : z<y < x otrzymujemy p(X,Z) = rlnax(xl. -z;), p(y,z)= rlnax(yi -z;),
y=0,¥;,-.,»,). Poniewaz x, 2y, to x,—z, =2y, —z dla 1<i<n
1 max(x, —z;) 2max(y, —z,), stad p(x,z) 2 p(y,z). Jezelix#y tox #z.

1isn Isisn
Metryka ta nie spetnia jednak warunku zawartego w Definicji 2. Istotnie, niech
Z<XiX#1Z, gdzie x,ze R sa wektorami dowolnie ustalonymi, wowczas
istnieje takie k€ [1,n], ze P(X,z) =x, —z, >0. Niech y =(X,,X,,..%,_;,Z;, X5+ X, )-
Stad x>y =z i x#y oraz p(X,y) =x, —z, = (X, Z2),
Uwaga 2. Metryka Minkowskiego z wykladnikiem p: 1<p<ec jest metryka
normalna.

Dowéd. Niech p oznacza metryke Minkowskiego z dowolnym, ustalonym p:
1<p<ee,

Dla x,y,ze R} :z<y<x mamy:z, <y, <x, oraz x,—z,2y,—z 20,

iE[l,n], gdZie X:(xlaxza---axn)a y:(y1>y29---ayn)> Z:(ZI,Z2,...,ZH).

Stad, p(x,z){i(x[ —z[)"]p Z(i(;v,» —z,»)"jp = p(y,2).

i=1 i=1
Jezeli ponadto wektor y#x, to fakt ten oznacza, Ze istnieje takie je[l,n], ze x>y;

oraz xi2y;dlai#. Stad Xx-z; >yj-z; 20, X;-z;> y;-z; 20 dla i#] oraz
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13 P
n n

p(x,z): Z(xi—zi)p+(xj—zj_)” > Z(yi—zi)p+(yj—zj)” =p(y,Z).

i=1 i=1

W dalszej czgéci naszych rozwazan potrzebne begda nastgpujace lematy, ktorych
dowody wynikaja bezposrednio z definicji.
Lemat 1. Jezeli ze R’ jest dowolnie ustalonym wektorem, p jest metryka
normalng to g,(X):= p(X,z), jest funkcja rosnaca dla xe R} :z<x.
Lemat 2. Jezeli we R’ jest dowolnie ustalonym wektorem, p jest metryka quasi-
normalng to g, (X) :=—p0(X,W) jest funkcja niemalejaca dla x€ R’ :w > x.
Z definicji i powyzszych lematéw wynika nast¢pujacy wniosek.
Whiosek 1. Jezeli p jest metryka normalna, w >z, w #z, gdzie w,ze R sa
ustalonymi wektorami, to

g(x) =g, (x) + g, (x), 2
jest funkcja rosnaca dla xe R} :z<x<w.
Nietrudno pokazag, ze stuszny jest nastgpujacy lemat.
Lemat 3. Jezeli a>0, b>0, g jest funkcja okre§lona przy pomocy wzoru (2) to

h(x)=ag(x)+b (3)

jest funkcja rosnaca dla Xx: z<x<w, gdzie w#z, w,x,ze R'.
Definicja 3. Niech p oznacza metryke normalna, w =2z, w #z,; w,z€ R’ beda

ustalonymi wektorami,. Funkcje g okre§lona wzorem (2) nazywaé bedziemy
unormowanq wzgledem wektorow z i w, jezeli spelnia warunki:

g(z)=0, gw)=1.
Lemat 4. Jezeli g jest funkcja okreslona przy pomocy wzoru (2),
w2z, w#z, gdzie w,ze R’ sa ustalonymi wektorami, p jest metryka
normalng to funkcja

F00= ﬁg(x) +

1_g(0+p(w.2) .
D PV 4)
2 20(w,z)

jest funkcja unormowana.

Dowdd. Niech w >z, w #z,; w,z€ R’ beda ustalonymi wektorami. Wowczas
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f(z)= g(z)+ p(w,z) _8 (z)+g,(z)+ p(w,z) _
2p(w,z) 20(W,z)
_ p(z,2)-p(wW,z)+ p(W,z) 0
B 2p(W,2) -

2

_ g(w)+p(w’z) _ p(W,Z)—p(W,W)+p(W,Z) _
i) = £ OO £o.v) 1.

Z Lematu 3 oraz Lematu 4 wynika nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1. Niech p  bedzie metryka normalna,  wektory

X, Xy € R0 X, <Xy AX, #X, beda dowolnie ustalone. Wowczas funkcja

v(x) okreslona wzorem (1) jest unormowana i rosnaca w kostce [Xm, xm]€ R’ .

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze przy powyzszych zatozeniach
V(Xm)=0, v(xm)=1
oraz nastgpujaca implikacja
XZYyAX#Y= V(X)>Vv(y) & X >y, dla wszystkich X, YE [Xm, Xm]-

Oczywistym jest, ze jezeli X, Y€ [Xm, Xm] oraz v(x)>v(y) to XZ2yYAX#Y.
Zauwazmy ponadto, ze bezposrednio z definicji mamy, ze

V(X) 2 V(y) <X t y s X:ye [Xm9 XM]

Dowiedlis§my zatem, nastgpujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Jezeli p jest metryka normalna, funkcja v(x) okreslona wzorem (1)
indukuje relacjg preferencji > to w polu preferencji ([xm, Xy ] ,>) wystepuje
zjawisko niedosytu.

Na koniec naszych rozwazan zauwazmy.

Uwaga 4. Jezeli p oznacza metryke normalna, w=z,w#z,; w,ze R} to
funkcja

P(X,y)
d(x,y) = ; X,ye R"
p(z,w) '
jest réwniez metryka normalna. Oczywiscie mamy wowczas, ze d(z,w)=1.Wzor (4)
mozemy woOwczas zapisaé przy pomocy prostszej postaci
1(x) = d(z,x)—czl(x,w)+1 :%+ d(z,x)—zd(x,w) z<x<w.
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ZAKONCZENIE

Przedstawione w prace rezultaty oraz wyniki wcze$niejszych prac pokazuja
celowos¢ dalszych badan dotyczacych wlasnosci rozwazanego miernika,
w zaleznos$ci od sposobu mierzenia odlegtosci. Miernik ten przy odpowiednio
dobranej metryce moze by¢ wykorzystywany do porzadkowania i grupowania
danych obiektow ekonomicznych. Wedtug autora istnieje duze zapotrzebowanie na
kompleksowe, syntetyczne analizy statystyczne zjawisk na szczeblu lokalnym.
Praca prezentuje perspektywy szerszego wykorzystania dotychczas stosowanej
metody w analizach decyzyjnych.
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On a phenomenon of nonsatiation in a field of preference induced
by the two-model indicator

Abstract: In presented work, for the two-model indicator a problem of
choice of a manner of measurement of distances between objects is
considered. This indicator makes an appearance of phenomenon of
insufficiency in a field of preference. We can use the indicator as a synthetic
measure in order to arrangement and assemble economic objects.

Key words: occurrence of nonsatiation, field of preference, synthetic
measures, the utility function, semimetric, normal metric, quasi-normal
metric, linear order, classification, cluster analysis
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