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Streszczenie. W pracy podano matematyczne podstawy stosowalnosci metod
radarowych wykorzystywanych do wielowymiarowej analizy danych. Podana
w pracy teoria oparta wykorzystuje podstawowe pojgcia algebry i teorii
operatorow liniowych.
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WSTEP

Celem pracy jest przedstawienie podstaw matematycznych metod
geometrycznych wielowymiarowej analizy danych, wykorzystujacych wykresy
radarowe wektorow. Metody te sa ostatnio powszechnie wykorzystywane
w statystycznej i ekonometrycznej problematyce badawcze;j.

Autor wraz z B. Borkowskim i W. Szczesnym od kilku lat zajmuja si¢
problematyka wykorzystania metod radarowych do porzadkowania i klasyfikacji
obiektow, badania ich podobienstw. We wczesniejszych swoich pracach,
wspomniani autorzy wykorzystywali te metody gtownie do badan problematyki
pomiaru regionalnego zroéznicowania rolnictwa w ujeciu tak statycznym jak
i dynamicznym oraz przestrzennego zroznicowania poziomu i profilu konsumpcji,
jak rowniez do badan zwiazanych z kultura, turystyka i informatyka. [Binderman,
Borkowski, Szczesny 2008, 2009a, 2009b, 2010a, 2010b, 2010c, 2010d, 2010e
2011; Binderman, Szczesny 2009, 2010, 2011; Binderman 2009, 2009a].

Metody radarowe okazaly si¢ bardzo przydatne do analizy badanych
zjawisk. Zmodyfikowane przez autoréw metody radarowe moga by¢ stosowane na
szersza skalg, m.in. z uwagi na latwa wizualizacj¢ danych wielowymiarowych.
Dobrze dobrana graficzna ilustracja jest znaczaca pomoca w odbiorze
1 w zrozumieniu wynikoéw badan przez czytelnikow. Rozwazane metody spetniaja
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podstawowy postulat stabilnosci zastosowanej metody [zob. Jackson 1970] - nie
zaleza one od sposobu uporzadkowania cech, opisujacych dany obiekt. Metody
radarowe wydaja si¢ skomplikowane rachunkowo, niemniej w erze komputerow
problem ten nie ma specjalnego znaczenia. W chwili obecnej, w celu dokonywania
wielowymiarowych analiz porownawczych przewidywane jest stworzenie pakietu
komputerowego, w sktad, ktéorego wchodzitby modul zawierajacy metody
radarowe.

W niniejszej pracy, wprowadzono nowe pojecia: normy wektora i iloczynu
skalarnego wektorow. Kwadrat rozwazanej tutaj normy wektora jest réwny
(z doktadnoscia do stalego mnoznika) polu wielokata utworzonego przez wykres
radarowy tego wektora. Podane zostaly pewne wlasnosci tej normy, ktore
przyczynity si¢ do okreslenia miernikow syntetycznych wektorow, niezaleznych od
uporzadkowania ich wspotrzednych [Binderman, Borkowski, Szczesny 2008,
Binderman, Szczesny 2009]. W pracy okre$lono rowniez maksymalng liczbeg
réznych wartosci norm danego wektora, jakie mozna otrzymaé poprzez permutacje
jego wspodtrzednych.

OPERATOR S-PRZESUNIECIA W PRZESTRZENI EUKLIDESA

1. S-iloczyn skalarny.

Niech X=WR" oznacza n -wymiarowa przestrzen Euklidesa. Zbior wszystkich
operatoréw liniowych, ktorych dziedziny sa réwne przestrzeni X (podzbiorami
liniowymi X) i ktorych warto$ci naleza rowniez do przestrzeni X oznaczmy przez
Lo(X) (L(X)) [Przeworska-Rolewicz 1977, Przeworska-Rolewicz, Rolewicz
1968].

Definicja 1. Operator S: X—X nazywaé bgdziemy operatorem S-przesunigcia
jezeli dla kazdego x=(x, x, ..., x,) € X :
Sx:= (X2, X300 Xy X1) (1)

Twierdzenie 1. Niech 7 oznacza operator identyczno$ciowy (tozsamosciowy).
Operator S ma nastgpujace wlasnosci:

a) S e LX),

b) S"=Z,

c) operator S jest operatorem odwracalnym tj. istnieje taki operator S, ze

na X:
SS'= SIS=I,

d) jezeli a € X jest wektorem statym tj. a=(a,a,...,a) to Sa = a.
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Dowéd. Ad. a) Niech x=(x;, x2, ..., X,), Y=0V1, V2, .., Vu) € X, & €R beda
dowolnie ustalonymi wektorami, liczbami, odpowiednio. Mamy woéwczas z
definicji, ze:
S(oet+By)=S(onx By, 00 HBya,. . 000+ Byn)=
=(0wtByr, 0003+ Bys,. . ., 0BV, 01 HBY)=0U(x2, X3, Xy X1)T

+B(yz,...,yn,y1): =0c8x+BSy.
Ad. ¢) Operatorem odwrotnym do operatora S jest operator S = (XX 15X 000X 1)

gdzie x=(xy, xz, ..., X,,). Latwo sprawdzi¢, ze SS& = §'S=T7.

Twierdzenia b) i d) wynikaja bezposrednio z definicji.m

Definicja 2. Odwzorowanie iloczynu przestrzeni XxX w zbior liczb
rzeczywistych R, f: (x,y) —<x,y>s, okreslone za pomocg wzoru:

Xy>s=<X, Sy> 2)
nazywamy S-iloczynem skalarnym wektorow x iy.

Latwo sprawdzic, ze tak okreslony S -iloczyn skalarny ma nastgpujace wlasnosci.

Twierdzenie 2. Jezeli x, yeX; o R sa dowolnie ustalonymi wektorami,

liczbami, odpowiednio to:
<OX,y=s5= <X, 0y>s= 0<X,y~s,
<xty,z> = <X, 2>t <y,2>s,
<X,y+Z> = <X, y>st <X,2>5,
<X, X>g= <SX,X>,
<8x, Sy>= <x,y>.

Zauwazmy, ze S-iloczyn skalarny nie spelnia trzeciego i czwartego aksjomatu

iloczynu skalarnego elementéw przestrzeni liniowej [Gelfand 1971]. Swiadczy o
tym nastgpujacy przyktad.

Przyklad 1. Niech n=3, x=(1,0,0), y=(0,0,1). Mamy woéwczas Sx=y, Sy=(0,1,0),
oraz

<x,¥>~<x, Sy>=(1,0,0)-(0,1,0)=0,

<y, x>g~<y, Sx>=(0,0,1):(0,0,1)=1,

<x,x>~<x, Sx>=(1,0,0)-(0,0,1)=0.

Z powyzszego wynika, ze <x,y>¢#<y,x>g oraz <x,x>g =0 dla xz0.
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Przy pomocy S-iloczynu skalarnego mozna wyznaczy¢ symetryczng forme

dwuliniowa [Gelfand 1961, 1971; Halmos 1958, Hoffman, Kunze 1961]. Stuszne
jest mianowicie nastgpujace twierdzenie.

1
Twierdzenie 3. Funkcja g (X,y) = 5 {<X,y >, +<y,X>¢} jest symetryczna

forma dwuliniowa, biegunowa wzgledem formy kwadratowej h(x) = <x,x>g.

S-iloczyn skalarny <x,x>g jednoznacznie wyznacza swoja formg biegunowa

1
g(X,y)=§ {h(x+y) - h(x) - h(y).

S-iloczyn skalarny <x,y>s jest w przestrzeni euklidesowej przykladem

symetrycznej formy dwuliniowej, odpowiada on formie kwadratowej h(x).
Dowdd Twierdzenia 3 opiera sig na wlasnosciach podanych w Twierdzeniu 2.

Latwo sprawdzi¢, ze poza wymienionymi, S-iloczyn skalarny ma nastgpujace

wlasnosci.
Wiasnosc¢ 1.

a) jezeli wektor a jest staty to <a,a>g=<a,a>=|a|’,
b) dla dowolnych liczb naturalnych & i m, dowolnego xeX:
<8, S My >=<x,S"x>=<x,S™ x>,
¢) dla dowolnej liczby naturalnej &£ i dowolnego xeX:
<x,x>5 =<S'x, S x>,
d) jezeli y=S"xto <y,y>s=<x,x>g, X, yeX.
Przyjmijmy nastgpujaca definicj¢ normy generowanej przez S-iloczyn skalarny.

Definicja 3. Funkcje || || : X—R4, gdzie Ri:={o: =0} okreslona przez wzor:

1 n
[y =l mx>g[ = - > x| )
=1

gdzie x=(x,, X,, ..., X, ), X,,; = X, nazywac bedziemy S-norma.

W  pewnych przypadkach S-normie mozna nadaé¢ prosta interpretacje
geometryczng.

Przyklad 2. Niech x=(x{,Xa,...,X,) €R": 12x20, i=1,2,...,n}, n=>2. Na plaszczyznie
wpiszmy n —wielokat foremny w koto jednostkowe (o promieniu r=1) o $rodku
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w poczatku uktadu wspotrzednych Owz i potaczmy wierzchotki tego wielokata ze
srodkiem uktadu. Otrzymane w ten sposob odcinki prostych o dtugosci rownej 1
oznaczmy kolejno przez O1, 02,...,0n, dla ustalenia wagi, poczynajac od
odcinka lezacego na osi W. Warto$ci wspotrzednych wektora x mozna przedstawi¢
za pomocg wykresu radarowego. W tym celu oznaczmy przez xi punkty na osi Oi
powstajace z przeciecia si¢ osi Oi z okregiem o $rodku w poczatku ukladu
i promieniu rownym x; , i=1,2,...,n

Laczac punkty x7z x2, x2z x3,...,xn z x1 otrzymujemy n -wielokat,

ktorego pole S; okreslone jest za pomoca wzoru:

- 1 . (2m\ 1
_izz;zxixmsm(T)=7sm( )ZX X o gdzie X, =X .

Pole wpisanego w okrag n -wielokata foremnego okresla wzor:

So= Zl 1-1- s1n énsmz%E

natomiast stosunek pol tych Wlelokqtow S1/So okresla liczba
A 1 n
S(x)= ﬁ;xixiﬂ
1=

Ponizszy rysunek (wykres radarowy) podaje ilustracje dla wektorow:
jednostkowego 1=(1,1,1,1,1,1) i x=(0,2;0,9; 0,4; 0,5; 0,7; 0,3), (n = 6).

Rys. 1. Wykresy radarowe wektoréw: 1, x.

—&—wspotrzedne wektora
jednostkowego
(wierzchotki szesciokata
foremnego)

—8— wspotrzedne wektora x

Zrodto: opracowanie wiasne
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Z powyzszego wynika, ze kwadrat S-normy wektora x jest ilorazem pola wielokata
indukowanego przez ten wektor i pola n -wielokata foremnego, indukowanego

A

przez wektor jednostkowy tj. (||x||s)’=S .
2. Normy wektoréw nalezacych do stozka R’ .

Niech X= EK:'_ ={X=(X,X2,...,X,): X;20, i=1,2,...,n} oznacza stozek w przestrzeni R",
0=(0,0,...,0), 1=(1,1,...,1). Niech x=(x;, x2, ..., Xn), =1, V2, ..., ¥u) €X Jezeli
X > Vi (Xk 2 yi) dlak=1,2,...,n, to pisaé bedziemy

x>y, (x2y).

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli x>y 1 X2y to naturalnym jest nazywac wektor x
lepszym (wyzej ocenianym) od wektora y. Oznacza to, ze zadna ze sktadowych
wektora x nie jest mniejsza od odpowiednich skladowych wektora y, a przynajmniej
jedna z nich ma warto$¢ wigksza, tj. istnieje takie k€ [1,n], Zze x> yx.

Niech tak, jak poprzednio h(x)= <x,x>g , przyjmijmy nastgpujace oznaczenia dla
jadra odwzorowania h:

ker h:={x=0: h(x)=0},

Ne={x20: x=(0,x,,0,x,0,...,0,x,) v x=(x;,0,x3,0,x5,0,...,0,%,.;,0)}
gdy n jest liczba parzysta,

M={ x>0: x=(0,X,,0,x40,...,0,x,) vV x=(x;,0,%3,0,...,0,X,.,,0,0)}
gdy n jest liczba nieparzysta, oraz
N, gdy n jestliczba parzysta

N = :
N, gdy jest liczba nieparzysta

Twierdzenie 4. Iloczyn skalarny
<x,x>5 =0 & xe N,

tj. ker h=A".
Dowéd. Niech n=2/, /e N bedzie liczba parzysta i xe A;. Wowczas X jest postaci

x=(0,x,,0,...,0,x,) lub x=(x;,0,x3,...,0,x,.1,0). Jezeli x=(0,x,,0,...,0,x,) to

Sx=(X3,0,...,0,x,,0) oraz <x,x>g = 0'x,+x,0+...+0x,tx,0=0.
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Jezeli x= =(x,,0,x3,...,0,X,.;,0) to Sx=(0,x3,0,x5,...,0,x;), <x,x>¢ = x;0+ 0x;
+ Xp1'0+0x,;= 0. Niech n=2/+1, [eN bedzie liczba nieparzysta i xe. .

Woéwcezas x jest postaci x=(0,x,,0,...,0,x,) lub x=(x,,0,X3,...,0,X,.,,0,0). Jezeli
x=(0,x,,0,...,0,x,) to Sx=(x,,0,...,0,x,,0) oraz <x,x>¢= 0x, + x,0 +...
+0x,+x,0=0. Jezeli x=(x,0,X3,...,0,%x,2,0,0) to Sx=(0,x3,0,xs,...,0,X,.,,0,0,x;).
Stad

<x,x>g = =X;0+0x;+...+x,.;,0+0x,=0.

Z powyzszego wynika, ze /A/C ker h.

Przypus$émy teraz, ze X = (X;,X2,....X,)E kerh i xg A, wowczas

=X,.

n
<X,X>g = Z:x,.xpr1 =0, gdzie x ,,
i=1

Z powyzszego wynika, ze x,x,+,=0 dla kazdego i=1,2,...,n. A zatem x jest takim
wektorem, w ktorym iloczyny sasiednich wspolrzednych oraz iloczyn pierwszej
wspolrzednej i ostatniej jest rowny zeru. Oznacza to, ze XV, co przeczy naszym

przypuszczeniom. m

Whiosek 1. Niech xe€ X, S-norma wektora ||x||s=0 wtedy i tylko wtedy gdy xe A/
Jezeli wektory x, yeX spelniaja warunki X2y 1 X#y to oczywistym jest, ze
IIx||s=|ly|ls- Dla x, yeN: x>y i xy spelniona jest rownos¢ ||x||s=||y|ls. Rownos¢

norm ||x||s=||y||s moze zachodzi¢ rowniez dla x,y ¢/

Rozwazmy nastgpujacy przyktad.
Przyklad 3. Niech x=(1,0,2,0,1), y=(1,0,1,0,1). Mamy wowczas, ze X,y&.\q,

xy i xzy, Sx=(0,2,0,1,1), Sy=(0,1,0,1,1) oraz
(/Ixls)*=(1-0+0-24+2-:0+0-1+1-1)/5=1/5, (||y||s)*=(1-0+0-1+1-0+0-1+1-1)/5 = 1/5.
Stad, [|x|s=(ylls-

Podany nizej lemat okre$la dla jakich wektorow x,yeX\ A spelniona jest

nierowno$¢ || x||s>[y||s.



76 Zbigniew Binderman

Lemat 1. Jezeli wektory x=(xi, X2, ..., X»), Y=0V1, V2, .., ¥u) €X spelniajg warunki

x>y i x#y, oraz istnieje takie k€[1,n]: x>y, oraz xp x>0 to [|x[|s>]y]ls

Dowéd. Niech x=(x;, x2, ..., X,), Y=0v1, ¥2, ..., ¥n) €X 1 X2y 1 Xx=2y. Z zalozenia

istnieje taka liczba naturalna ke[1,n], ze x>y, Xi>0 lub x4+>0 oraz x;.;> yii,
Xi+12 Vi+1- Stad otrzymujemy, ze Xp ;Xit Xi Xp1™ Vi Vit Vi Yi+1 CO pociaga za soba
niero6wnosé

n k-2 n
zxixm = inxm X X XXy T z XX >
i=1 i=1 i=k+1

k=2 n n
> 2 ViV WV A ViVt 2 Vi = 2 YV 20,
i=1 i=k+1 i=1
gdzie X, =X, Y, =0
Powyzsza nierowno$¢ wynika z faktu, ze dla kazdego je[1,n+1] XXj</2 yyj+1-
Niero6wnos¢ ta dowodzi stusznosci naszego lematu. m
Z Lematu 1. wynika nastepujacy wniosek.
Whiosek 3. Jezeli wektory x, y €X spelniaja warunki x>y>0 i xzy to ||x||s>||y]|s-

Korzystajac z Lematu 1 nietrudno udowodnic jest nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 4. Funkcja f(x)=f(x;, X2, ..., X,):=||x||s , X>x>0, przy ustalonych
warto$ciach X;, Xo,....X5.7, Xj+1,...,X, jest funkcja rosngca zmiennej rzeczywistej
x>0, dla je[1,n].

Przyjmijmy nastgpujace oznaczenie

M={xeX: x=(0,0,...,0,x,,0.,..,0,0), ie[1,n]},

t.j. zbior N[ zawiera te wszystkie wektory x>0, ktorych wszystkie wspotrzedne -
poza by¢ moze jedna, sa rowne zeru. Latwo zauwazy¢, ze N C N,

Niech wektor x=(x;,x,,...,X,)€ X bedzie dowolnie ustalony. Oznaczmy j-ta
permutacj¢ zbioru wspotrzednych wektora X przez X;:=(X;,Xoj,....Xy), gdzie
j=1,2,..n!, x;:=x.

Latwo zauwazy¢, ze stuszna jest nastgpujaca uwaga.

Uwaga 1. Jezeli x € M to ||x;||s=0 dla kazdego j=1,2....,n!.

W dalszym ciagu bez straty dla ogdlnosci naszych rozwazan, przyjmijmy
nastgpujace zatozenie odno$nie permutacji zbioru wspotrzednych rozwazanych
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wektorow: jezeli wektory x,y €X spehniaja warunki: x>y 1 x#y to warunki te
spetlniaja rowniez wektory bedace permutacjami zbioru ich wspotrzednych, to
znaczy X 2y; 1 x;2y; dla kazdego j=1,2,...,n!.

W podobny sposob jak Lemat 3 udowodni¢ mozna nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 5. Jezeli wektor xeX\ A/ to istnieje taka permutacja wspotrzednych

wektora x - wektor x;, ktorego S-norma jest wigksza od zera, tj. istnieje takie
je{1,2,..n!}, ze ||x;|| s >0.

Dowéd. Jezeli xe X\ N/ to oczywistym jest, ze ||x||s =||x;||s >0. Zal6zmy, zatem ze
X=(X1,X2,..,X)E N M. Z przyjetego zalozenia wynika, ze co najmniej dwie
wspolrzedne wektora x sa wigksze od zera. Niech na przykifad x; x,~>0; x;:=(x,,
Xms-..), Lme {1,2,..,n}. Mamy wowczas SX=(X,...,X»), 0raz < X;, X>5 =<x;, Sx>=

X| Xpt...>0. =

W podobny sposob, jak wyzej mozemy udowodni¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 6. Jezeli wektory xe X\, yeX speniaja warunki: x>y i xzy to

istnieja takie permutacje wektorow x,y: X;, y;, ze

x| s>ly;lls.» gdzie je{1,2,....n!}.
Dowéd. Niech x=(xi, xp, ..., X,), Y=01, V2, ..., Vu) €X. Z zalozenia wynika, ze co
najmniej dwie wspotrzedne wektora x sa wigksze od zera. Bez straty dla
ogolnosci rozwazan zaldozmy, ze X, X,, >0; [<m oraz X2y, i X,>y,. Niech
X;i =Xt Xims X5 X29eees X1ty X1t 15e vy Xy Xmt I - -5Xn),
Yii=(Y1s Yo Vis Vaseeos Yicls Yisloeoos Yomels Ymtlse-sVn)s J €{1.2,....n!l}.
Z przyjetych zatozeh wynika, ze x2y; 1 xy;. Z faktu, ze iloczyn X; X,> y; Ym
wynika teza twierdzenia. m
Niech wektor x €X= ‘KZ , liczba naturalna k:=n!, x;X,,....X; €X: beda

wektorami otrzymanymi z wektora X poprzez wszystkie permutacje jego
wspotrzednych. Stuszne jest nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 7. Niech n>1, xe X\N,. Skofczony zbior k liczb A:={||x,||s,
(n—=1)!

[1X2]| 55---5 || Xk|| s} zawiera co najwyzej roznych wartosci.

Dowéd. Niech x=x,=(x1, x3, ..., X,), wowczas, jak latwo sprawdzi¢ n-1 permutacji
wspotrzednych wektora X: Xo=(X2, X3, ..., X, X1)s X3 = (X3, Xg500ey X2)ser Xy=(Xny X1, ooy
X,.;) maja ta wlasnos¢, ze
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<X;,8X> = <x,,5x,>=...=<X,,, SX,>.
Z definicji x;+/=S'x, i=1,2,...,n-1. Na podstawie Wtasnosci 1c

<X;11,SXp1 > = <S'X, S Ix>=<x, x>
Stad ||x||s =[|x1]|s=---=||Xu||s- Zauwazmy ponadto, ze jezeli X,+;:=(X,, Xu.1, ..., X1) tO
rowniez ||x||s =||Xn+1]|s. Istotnie, mamy wowczas

<Xn+1,X)1+]>S:<Xn+]:SXn+1> = (xn,xn-l,---,xl)'(xn—la---ax],xn) =

n
=X X T XXyt XX, = z X, X

i+l <X,X>s,
i=1

gdzie X,+/=x;. Z powyzszego wynika, ze jezeli X4 1+:= S X+ dla i=1,2,...,n-1 to
([x[ls =l1%uslls dla j=2.3,...n.

Powyzsze rozwazania pokazuja, ze dla kazdego wektora xeX\N; istnieje co
najmniej 2n-1 permutacji jego wspotrzednych, ktorych S-normy sa rowne S-
normie wektora x. A zatem liczba roznych warto$ci w zbiorze A, jest nie wieksza

n! (n=1)!

niz —= .

2n 2
Oczywiscie, jezeli x* oznacza wektor, ktory powstal poprzez permutacje

wspotrzednych wektora x oraz ||x||s #||x”||s to poprzez rozumowanie podobne do
powyzszego mozna pokazaé, ze istnieje 2n-1 permutacji wspotrzednych wektora x*
(a zatem rowniez wektora x) takich ich S-normy sa réwne S-normie wektora x”\m.
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MATHEMATICAL ASPECTS OF USING OF THE RADAR
METHODS TO CLASSIFICATIONS AND SIMILARITIES OBJECTS

Abstract: In the presented work mathematical foundations for the radar
methods which are using in cluster analysis are given. The given theorems
are based on fundamental notions of theory of linear algebra.

Key words: radar method, linear operator, S-shift operator, S-scalar

multiplication, S-norm, kernel of operator, cluster analysis
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