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Streszczenie: W artykule przedstawiony zostanie model dwuliniowy, jego
budowa, wlasnosci oraz metody estymacji. Zaprezentowana zostanie rowniez
mozliwos¢ opisu modelu dwuliniowego za pomoca modelu przestrzeni stanu.
Praktyczne zastosowanie modelu dwuliniowego w potaczeniu z modelem
GARCH pozwala na jednoczesny opis dwodch wlasnosci szeregdéw
finansowych, warunkowej wartosci oczekiwanej oraz warunkowej wariancji.
Model ten wykorzystano w empirycznej analizie indeksow gietdowych, gdzie
dokonano préoby opisu logarytmicznych stép zwrotu. Otrzymane wyniki
pozwolity na  porownanie modelu ze  struktura  dwuliniowg
AR(p)— BL(P,Q) - GARCH (r,z) zmodem AR(p)- GARCH (r,z).

Stowa kluczowe: model dwuliniowy, model GARCH, warunkowa warto$¢
oczekiwana, warunkowa wariancja

WPROWADZENIE

Podczas analizy =zaleznosci wystepujacych na rynkach finansowych
niejednokrotnie istnieje potrzeba opisu zwigzkéw nieliniowych. Nieliniowos¢
wynika ze skomplikowanych 1 r6znorodnych zachowan inwestorow.
Wykorzystywane do modelowania finansowych szeregéw czasowych procesy
stochastyczne mozna podzieli¢ na procesy nieliniowe w warunkowej wartosci
oczekiwanej oraz procesy nieliniowe w warunkowej wariancji. Rozpatrywane
w pracy procesy dwuliniowe BL tworza modele nieliniowe w warunkowe;j
wartosci oczekiwanej. Natomiast procesy z rodziny GARCH sa przyktadem
modeli nieliniowych w warunkowej wariancji.
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Proces dwuliniowy ARMA(p,q)—BL(P,Q) z czasem dyskretnym
t=1,2,...,T mozna zapisa¢ jako

P q VY
Vi = Zaiyt—i + Zﬂ(/gt—j + Zz¢k[yt—k8;_[ ) (D)
i=1 =0

k=1 1=
gdzie «,, ﬁj,qu, sa parametrami procesu, [, =1, natomiast & jest procesem

zwanym biatym szumem o wariancji rownej &°.

Procesy dwuliniowe zostalty wprowadzone w pracach [Granger, Andersen
1978, Subba Rao, Gabr 1980], a w literaturze polskojezycznej pojawily si¢ w
pracach [Bruzda 2003, Doman, Doman 2004]. Przy wartosciach parametrow
p=q=0 proces dwuliniowy redukuje si¢ do procesu catkowicie dwuliniowego

BL(P,Q), okreslonego wzorem

P Q
W= zz¢klyt—kgt—l té, (2)

k=11=1
gdzie @,, jest parametrem procesu, a &, jest procesem bialego szumu o wariancji

rownej &°.

METODY SZACOWANIA PARAMETROW MODELI
DWULINIOWYCH

Metody szacowania parametrow zostang zawgzone do procesow
dwuliniowych AR(p)—-BL(P,Q). W razie potrzeby istnieje mozliwos¢ ich
rozszerzenia dla procesu opisanego wzorem (1). Pierwsza z przedstawionych
metod jest metoda najwigkszej wiarygodnosci MNW. Jej idea polega na obliczeniu
warto§ci gestosci prawdopodobienstwa uzyskania proby (yl, yz,...yr), przy
zatozonych warto$ciach parametréw © . Nalezy wybra¢ taka oceng parametrow
©, dla ktorej funkcja wiarygodnosci osiaga wartos¢ maksymalna. Funkcja
wiarygodnosci procesu AR(p)— BL(P,Q) zapisana jest wzorem

11’1 L(ylayZa'--’ yT;al )az ERREY) ap:(ﬂn 9¢12 LRSS wkl""’ 5) =

P

T r Y 2 (3)
> —0,51n(27z)—0,51n(62>—0,5(yt — 20 +ZZ¢wtksr,J /SZJ

t=1 i=1 k=11=1

Kolejna metoda szacowania parametrow modeli dwuliniowych jest metoda
quasi wiarygodnosci oparta o filtr Kalmana'. W celu wykorzystania tej metody

' Opis metody najwiekszej wiarygodnosci metoda opartej o filtr Kalmana zawarty jest w
pracy [Durbin, Koopman 2001]. Dla realizacji tej metody wystarczajaca jest znajomo$é
wartosci oczekiwanych wektora stanu i obserwacji.



Metody szacowania parametrow modeli dwuliniowych 141

nalezy najpierw przedstawi¢ proces w przestrzeni stanu (ozn. SSM). Ogdlny model
SSM sklada sie z rownania stanu
o, =Aa,_, +CJ,, “4)
oraz rOwnania obserwacji
Y =Ha, +¢,, )
gdzie O, i €, sa procesami biatoszumowymi o wariancji odpowiednio 552 552 .
Rozpatrywany model AR(p)— BL(P,Q) okreslony jest jako

b4 i Y
Y= Zaiyt—i + ZZ(”klyt—kg,,, TE&E =
i=1 k=11=1 (6)
)4 P P P .
V=D Y+ D Vi ¥ D ViiEn et D ViE g HE,
i=1 =1 1=1 =1
Proces AR(p)— BL(P,Q) w przestrzeni stanu mozna zapisa¢ w postaci

0
o, =Ae,_ +) Ba,_z_ +Cg, (7)
i=1
Y, =Ha, , (8)
gdzie
C =[1,0,...,0], H=[10....,0],
-, -« -—a,, -a,]
10 0 0
A=| 0 1 0 0 |, )
00 1 0
(P P Ppri ¢pi_
0 0 0 0
B,=|0 0 0 0 (10)
0 0 0 0|

W celu wykorzystania filtru Kalmana, na ktérym oparta jest funkcja

wiarygodnosci, model przestrzeni stanu nalezy przeksztatcic w odpowiedni sposob.
DIla Q=1 SSM ma postaé

o, =Aa,_, +Ba, ¢ +C¢, (11)

Y =Ha, . (12)

Niech x,=(A+Bg,)a,. (13)
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Wowczas rownanie (11) ma posta¢ a, =x,_, + C¢,. Podstawiajac @, do rdwnania
(12) 1 (13) otrzymujemy

X, = Ax, , +Bgx,  + ACg +B,Csg], (14)

Y =Hx,  +¢,. (15)

W celu otrzymania warto$ci oczekiwanej szumu na poziomie réwnym zero w
réwnaniu (14) dodano i odjeto sktadnik B,CS” . Stad

X, =Ax, | +Bex, , + ACE, +B,Cle? - 5°)+ B,CS”. (16)

Wartosci oczekiwane wektora stanu i obserwacji wyznaczone na podstawie

informacji dostepnych w chwili £~ 1 sa nastepujace

E(x|t-1)= AE(x,_,)+ B,CS?, (17)
E(v)r—1)=HE(x,,). (18)
Dla Q=2 rownania SSM sa nastgpujace
o, =Ae,_ +Ba,_¢&_ +Bya,_¢_,+C¢, (19)
Y, = Ha, . (20)
Niech
x, =(A+Bg +B,g,_ ), . (21)

Wowczas rownanie (19) przyjmuje posta¢ a, =x,_, +Cg,. Podstawiajac a, do
réwnan (20) i (21) otrzymujemy

X, = Ax, , +Bx,  +B,e,_x, , +ACeg +B,Ce’ +B,Cee, |, (22)
Y, =Hx,  +¢,. (23)

Niech
z, =(A+Bg,, +B,e )x,. (24)

Wowczas rownanie (22) ma zapis x, =z, , + AC¢, + B,C¢e] +B,Cée¢,_, . Postaé ta
podstawiamy nastgpnie do rownan (23) i (24), w wyniku czego otrzymywane sa
réwnania.

z,=Az, +Be¢, z, +B,cz,  +c°Ce +Bg, & +
+(B,A’C+AB,C)e? + BICe,, 2 + B,B,Cs} + (25)
+AB,Ce¢,  +B,BCe,, 66, +BiCe’e,

Y, =Hz, ,+HACe¢, , +HB,Ce’, + HB,C¢, ¢, , 26)

W celu otrzymania, zarowno w réwnaniu stanu, jak i rGwnaniu obserwacji,
warto$ci oczekiwanej szumu na poziomie réwnym zero, dodawano i odjgto

wyrazenie (BZAZC +AB,C )52 w rownaniu (25) oraz wyrazenie HB,CS’
w réwnaniu (26) otrzymujac
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z,=Az,_ +Bg, z,  +B,gz,  +c’Ce +Bg,, & +
+B/Ce,, ' +B,B,Cs’ + AB,Cee, , +

(26)
+ B2B1C£t+l€t€t—l + Bgcgtzgt—l +
+(B,A’C+AB,C)? + (B,A’C+ AB,C)¢? - 5?)
Y, =Hz, , + HACe, , +HB,Cé, ¢, + 2)

+HB,C(e2, - 8%)+ HB,CS”
Wartosci oczekiwane wektora stanu i obserwacji oszacowane na podstawie
informacji dostgpnych w chwili # —1 okreslone sa wzorami (28) i (29).

Elz,|r—1)= AE(z,,)+(B,A’C+ AB,C)?, (28)
E(Y|t-1)=HE(z,_,)+ HB,CS”. (29)
Dla wartosci Q>2 nalezy w pierwszym kroku postgpowaé tak samo jak

w przypadku Q=2, a nastgpnie wprowadzac¢ kolejne podstawienia w celu uzyskania
odpowiedniej formy roOwnania stanu i obserwacji.

ZASTOSOWANIE MODELI DWULINIOWYCH DLA
EKONOMICZNYCH SZEREGOW CZASOWYCH

Badaniu zostaly poddane indeksy gietdowe WIG, WIG20, WIG-BANK,
WIG-TELE, WIG-SPOZ, WIG-BUDO oraz WIG-INFO. Wszystkie szeregi
czasowe byly analizowane w okresie glownym 01.01.1997-30.06.2005.
Dodatkowo szeregi zbadano w dwoch podokresach 01.01.1997-17.11.2000 oraz
18.11.2000-300.06.2005. Decyzja o utworzeniu dwoch podokreséw spowodowana
byta faktem wprowadzenia w 17.11.2000 systemu WARSET, co moglo mie¢
znaczny wpltyw na wyceng spotek i ostatecznie na wiasnosci indeksow. Dokonano
analizy statystycznej logarytmicznych stop zwrotu w okresie glownym oraz
podokresach. Stwierdzono wystepowanie zjawiska skosnosci w wigkszosci
przypadkow. Natomiast w przypadku wszystkich indeks6w odnotowano znacznie
podwyzszona kurtoze. Przeprowadzono roéwniez test Boxa-Ljunga® i test Engla’.
Dla wigkszosci indeksow stwierdzono statystycznie istotna autokorelacje
logarytmicznych stop zwrotu. Test Engla wykazal statystycznie istotna
autokorelacj¢ migdzy kwadratami logarytmicznych stdép zwrotu dla wszystkich
analizowanych szeregow.

Wazna kwestig przed zastosowaniem modelu do danych empirycznych jest
prawidtowe rozpoznanie, czy badacz ma do czynienia z nieliniowoScia
w warunkowej wartosci §redniej, czy w warunkowej wariancji. Okazuje si¢ jednak,
ze zarowno procesy dwuliniowe BL(P,Q), jak i procesy GARCH (r,z) posiadaja

? Liczba branych pod uwage rzedéw op6znienia wyniosta 12 oraz 24.
3 Przyjeto rzad opoznienia 2 oraz 4.
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podobna strukture autokorelacyjna kwadratow obserwacji, na podstawie ktorej sa
one odrozniane od modeli liniowych. Oznacza to, Zze na podstawie testu ARCH
badacz nie jest w stanie wskaza¢ jednoznacznie na proces BL(P,Q) czy proces
GARCH(r,z)*. Poniewaz istnieje mozliwos¢ pomyltki w specyfikacji modelu,
dlatego tez w przypadku analizy finansowych szeregoéw czasowych autorzy
proponuja przyjecie modelu AR(p)— BL(P,Q)—GARCH (r,z) postaci

y4 P 0
V= DOt DD PVl s (30)
i=1 k=11=1
M=hE = Yot 2 pm+ Db 31)
i=1 =

gdzie 9,7, ' Sa parametrami procesu, a &, jest niezalezna zmienna losowa ze

sko$nego rozktadu t- Studenta tf (0,0). Parametr n oznacza liczbe stopni swobody
rozktadu, a warto$¢ parametru ¢ ma wplyw na sko$nos¢ rozktadu.
Logarytm  funkcji ~ wiarygodnosci, przy  szacowanych  parametrach
{ai,(pk,,yi, j,n,é}, jest postaci’

lnL(yl;er-'a yTaai7¢kl’yi9ﬂj7n’§) =

é(—O,Slnﬂ(n—2)+lnF((n+1)/2)—lnF(n/2)+ a2

+In(2/(E+(1/E))) +Ins—0,51nh,
+(n+1)In(1+ ((sy, + m)> EX) /(n - 2))

gdzie
P P Q
Zaiyt,,» + Zz¢klyt7kg,_,
MOERS k:/h—l:l 33)
D(n-1)/2Wn-2(, 1
_ _1 34
e ) (5 «fJ .

s=\/(§2+?—1]—m2 (35)
* Poréwnaj Bruzda (2003).

> Parametr n oznacza liczbe stopni swobody i w przypadku rozktadu normalnego przyjmuje
warto$¢ 30, parametr £ odpowiada za sko$no$¢ rozktadu i przyjmuje wartosci z przedziatu
(0,1) dla rozktadu lewostronnie asymetrycznego oraz wartosci z przedzialu (1,+o0) dla
rozktadu prawostronnie asymetrycznego.
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-2 dla y(t)=-
- (36)

“|3F w3

+2 dla y(t)<-

Przyjeto dwie wyjsciowe specyfikacje szacowanych modeli. Pierwsza
zalozong specyfikacj¢ stanowi model AR(p)- BL(P,Q)—GARCH (r,z), natomiast
w przypadku drugiej specyfikacji przyjeto model AR(p)—-GARCH (r,z). Nastgpnie
po oszacowaniu obydwu modeli za pomoca kryterium informacyjnego Schwarza
zostanie rozstrzygnigte zagadnienie, czy dodanie do modelu AR(p)-GARCH (r,z)
struktury dwuliniowej polepszylo jego dopasowanie do danych empirycznych. Ze
wzgledu na ograniczenie rozmiaru tekstu referatu, przedstawiono tylko
przyktadowe modele dla logarytmicznych stop zwrotu indeksu WIG-TELE.

Tabela 1 Wyniki estymacji parametrow modeli dla indeksu WIG-TELE w okresie
01.01.1997-30.06.2005

AR(1)-BL(1,1)-GARCH],1) AR(1)-GARCH (1,1)

Parametry Oceny t-Studenta Oceny t-Studenta

a, 0,06 2,99 0,064 2,99

@, 0,98 1,86

Yo 0,000009 3,85 0,0000087 3,8

12 0,09 7,18 0,09 7,16

B 0,89 74,07 0,89 75

n 7,17 6,34 7,16 6,37

4 1,007 33 1,01 32,65
K. Schwarza -4,7293 K. Schwarza -4,7314

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Tabela 2 Wyniki estymacji parametrow modeli dla indeksu WIG-TELE w okresie
01.01.1997-17.11.2000

AR1)-BL(1,1)-GARCH]1,1) AR(1)-—GARCH((1,1)
Parametry Oceny t-Studenta Oceny t-Studenta
a, 0,1 3,29 0,11 3,38
@, 1,89 2,61
Yo 0,000054 3,29 0,000046 3,21
/4 0,18 4,43 0,13 4,34
,31 0,79 21,19 0,81 23,6
n 7,07 3,69 6,919 3,76
4 0,94 22,59 0,96 2,97
K. Schwarza -4,3734 K. Schwarza -4,3737

Zrbdlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3 Wyniki estymacji parametrow modeli dla indeksu WIG-TELE w okresie
18.11.2000-30.06.2005

BL(1,1)-GARCH]1.,1) GARCH(1,1)
Parametry Oceny t-Studenta Oceny t-Studenta

o, -0,56 0,64

Yo 0,0000056 2,5 0,0000056 2,49

2 0,07 4,51 0,07 4,53

:51 0,91 56,27 0,91 56,1

n 6,49 6,32 6,54 6,31

4 1,04 23,04 1,05 23,68

K. Schwarza | -5,001 K. Schwarza -5,007

Zrédto: opracowanie wiasne.
PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono model dwuliniowy, jego budowe, wlasnosci oraz
metody estymacji. Model ten wykorzystano w empirycznej analizie indeksow
gietdowych, gdzie dokonano proby opisu logarytmicznych stop zwrotu. Otrzymane
wyniki  pozwolity na poréwnanie modelu ze struktura dwuliniowa
AR(p)— BL(P,Q)— GARCH (r,z) z modem AR(p)- GARCH (r,z). Uzyskane wartosci
kryterium informacyjnego Schwarza, dla modeli 4R(p)- BL(P,Q)- GARCH(r,z),
AR(p)- GARCH (r,z), 10znia si¢ dopiero na trzecim miejscu po przecinku (dla
wigkszo$ci modeli), co w przypadku poprawnie oszacowanych modeli
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uniemozliwia oceng faktu, czy dodanie do modelu AR(p)—GARCH (r,z) struktury

dwuliniowej polepszyto jego dopasowanie do danych empirycznych.

Badanie pozwolilo rowniez na wysunigcie wniosku, iz w poszczegolnych
podokresach analizy moze wystepowac zjawisko autokorelacji dla stop zwrotu, jak
i zanikaé¢, co nalezy bra¢ pod uwage w specyfikacji modeli. W przypadku
wykorzystania w modelach skosnego rozkladu t-studenta uzyskiwane byty
statystycznie istotne warto$ci ocen parametrow ¢ oraz n, co potwierdza zasadne

przyjecie tego rozktadu za rozktad warunkowy. Estymacja modeli w podokresach
pozwolita na identyfikacje zmienno$ci warto$ci ocen parametréow ¢ oraz n,

co $wiadczy o zmieniajacych si¢ w czasie skos$nosci rozkltadéw oraz kurtozy.
W przypadku niektérych indeksow, wprowadzenie systemu WARSET mialo
wplyw na zanik struktury nieliniowej w warto$ci oczekiwanej, w tym sensie, zZe
parametr ¢, odpowiedzialny za struktur¢ dwuliniowa okazal si¢ w podokresie

18.11.2000-30.06.2005 statystycznie nieistotny.
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THE METHODS OF ESTIMATING THE PARAMETERS
OF BILINEAR MODELS

Abstract: In the paper we present stochastic process which is called bilinear
process, the structure of the process and its properties. Then we present the
representation of the state space for the bilinear model. Finally, we show the
methods of estimating the parameters of bilinear models and some empirical
examples as well.

Key words: bilinear model, GARCH model
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