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Streszczenie: Modele ryzyka kredytowego, uzywane w bankach, bazuja na
modelach prawdopodobienstwa zaj$cia okreslonych zdarzen (defaultow).
Szeroka klasa tych modeli wykorzystywanych obecnie w praktyce opiera sig
na estymacji intensywnos$ci zdarzen (ang. intensity-based models).
W niniejszej pracy porownujemy wyniki uzyskane przy uzyciu modeli
Markowa oraz uogélnionych modeli liniowych (GLMM). W pracy
przedstawiamy poréwnanie macierzy migracji w oparciu o roézne miary
odleglosci, miary uwzgledniajace predkos¢ zbieznosci do defaultu oraz miary
oparte na teorii absorbujacych tancuchéw Markowa. Stosowane miary
poréwnania macierzy migracji odmiennie odzwierciedlaja rdznice warto$ci
klienta istotne z punktu widzenia biznesu. Modele Markowa daja najlepsze
estymatory ,,biznesowe”, ale sa trudne w praktycznych zastosowaniach.

Stowa kluczowe: macierze migracji, tancuchy Markowa, *tancuchy
absorbujace, uogdlnione modele liniowe (GLMM), ryzyko kredytowe, SVD,
wartos$ci wlasne macierzy

WSTEP

Modele ryzyka kredytowego uzywane w bankach bazuja na modelach
zaktadajacych prawdopodobienstwo zajscia okreslonych zdarzen. Stosowane sa
systemy ratingowe mierzace ,zdolno$¢ kredytowa klienta” i procesy zmian
ratingdbw w czasie na podstawie danych historycznych. W ramach systemow
ratingowych kredytobiorca jest przyporzadkowany do jednej z klas ratingowych, w
zaleznosci od oceny zdolnosci kredytowej. W bankach stosowanych jest od 8 do 18
klas ratingowych klasyfikujacych klientow. W szczegoélnosci zaklasyfikowanie
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klienta do klasy ,,default” oznacza, ze oczekiwana jest strata, pozyczka $ciagalna
jest w zbyt niskim stopniu lub istnieja opoznienia w ptatnosciach powyzej 90 dni.
Szeroka klasa modeli wykorzystywanych obecnie w praktyce (np. CreditMetrics)
opiera si¢ na koncepcji intensywnos$ci zdarzen. W roku 1997 Jarrow [Jarrow i in.
1997] zastosowal do analizy intensywnosci podejscie tancuchow Markowa.
Macierze migracji mozna réwniez modelowaé przy pomocy statystycznych
uogoblnionych modeli liniowych dla badan longitudinalnych (GLMM), rozpatrujac
stany (klasy ratingowe) w dyskretnych punktach czasowych jako zdarzenia
powiazane. Stosowane miary matematyczne poréwnania macierzy migracji nie
odzwierciedlaja roznic istotnych z punktu widzenia wyliczenia wartosci klienta.
Modele prowadza do réznych wynikéow finansowych. W niniejszej pracy
porownujemy estymatory prawdopodobienstw uzyskanych z modeli Markowa oraz
modeli GLMM [Agresti 2002], [Diggle 2002]. Poréwnania oparto na miarach
odlegtosci pomigdzy macierzami migracji oraz na miarach ,biznesowych”
uwzgledniajacych  predkos¢ zbieznosci do defaultu. Zastosowano takze
poréwnywania macierzy oparte na teorii absorbujacych tancuchéw Markowa.

W pracy przedstawiamy elementy teorii tancuchéw Markowa oraz
omawiamy krétko miary stosowane do poréwnywania macierzy migracji.
Nastgpnie omawiamy dane, a takze uzyskane wyniki.

SKONCZONE EANCUCHY MARKOWA 1 ICH ZASTOSOWANIE

Niech E bedzie zbiorem skonczonym elementdéw, ktore nazywamy stanami.
Niech wektor p = [pl.]iE P = [p(i)]iE ; bedzie rozkltadem prawdopodobienstwa na
E. Atomy tego rozkladu nazywaja si¢ prawdopodobienstwami poczatkowymi, zas
wektor p rozkladem poczatkowym. Przez P =[p(i,j)]; ., = p; oznaczmy

macierz stochastyczna, ktorej elementy p; oznaczaja prawdopodobienstwa
przejscia ze stanu i do stanu j, p,; = P(X,, :j|Xn =1i). Macierz P=[p,]
nazywamy macierzg przejscia tancucha Markowa [Feller, 1966].

Jesli P jest macierza przejscia tfancucha Markowa w jednym kroku, to P*

oznacza macierz przej$cia w k krokach. Kazda macierz stochastyczna moze by¢
macierza przej$cia pewnego tancucha Markowa.

Wyznaczanie macierzy migracji w oparciu o Modele Lancuchéw Markowa

Pierwsza praca  dotyczaca  zastosowania  tancuchéw  Markowa
w modelowaniu optacalnosci kredytow ukazala si¢ w 1962 r. [Cyert i in. 1962].
Kolejno w latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych XX wieku ukazato sig
szereg publikacji dotyczacych zastosowania tancuchow Markowa w modelowaniu
ryzyka kredytowego. W spotykanych w literaturze tematu rozwazaniach oraz
w zastosowaniach modeli przyjmuje sig¢, Zze zmiany ratingdw mozna opisa¢ za
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pomoca skonczonego, jednorodnego, pochtaniajacego tancucha Markowa
o macierzy przejscia P =] pij] , Wyznaczonej na podstawie danych empirycznych

jednym z kilku sposobow. Modelowanie ryzyka kredytowego w oparciu o teorig
fancuchéw Markowa jest uzasadnione tylko dla stosunkowo krotkich okresow
czasowych. Zatozenie jednorodnosci lub inaczej niezmienniczo$ci w czasie nie jest
zazwyczaj spelnione. Brak niezmienniczos$ci w czasie, zauwazony juz w [Frydman
1984, Frydman i in. 1985], spowodowany jest najczesciej czynnikami
zewngetrznymi (np. okresy cyklu gospodarczego). Modele zmiany czynnikow
zewnetrznych rzadko stosowane sa w praktyce. Zaproponowany w [Hése i in.
2002] test niezmienniczosci w czasie wymaga dostatecznie duzej proby dla
kazdego wyrazu macierzy, a jak wiadomo, migracje poza przekatna macierzy sa
stosunkowo nieliczne. Z tego tez powodu elementy lezace na przekatnej sa
szacowne z duza doktadno$cia, za$ elementy poza przekatna, z duzym biedem.
Szczegodlng uwage nalezy zwrdci¢ na zera wystgpujace w macierzach migracji.
Zero oznacza brak albo niemozliwo$¢ migracji, a to z punktu widzenia zastosowan
nie jest pozadane. Z punktu widzenia zastosowan w ocenie ryzyka kredytowego
bardzo wazna jest ostatnia kolumna macierzy migracji, ktora przedstawia
prawdopodobienstwa migracji do stanu niewyptacalnosci (default). Macierze
przejscia stosowane do opisu migracji klientow sa: diagonalnie dominujace,
nieujemne, stochastyczne (suma elementéw w wierszu wynosi 1), maja najwigksza
warto$¢ wlasna rowna 1. Ich pozostate wartosci wiasne sa bliskie 1, posiadaja stan
pochtaniajacy (stan default).

W naszej pracy bedziemy opieraé si¢ na ratingu zaproponowanym
w Moody’s Investors Service, obejmujacym 8 stanow: ,,Aaa”, ,,Aa”, ,,A”, ,Baa”,
»Ba”, ,B”, . Caa C” oraz stan pochtaniajacy ,,D”. Opis sposobu klasyfikacji
kredytobiorcy do jednej z klas ratingowych oraz specyfikacj¢ klas mozna znalez¢
w dyrektywach bazylejskich lub w [Saunders 2001].

Pochlaniajace lancuchy Markowa

Macierz przejscia pochlaniajacego tancucha Markowa ze stanami
absorbujacymi moze by¢ zapisana w postaci kanonicznej:

I 0
P:[R Q} gdzie: [ jest macierza jednostkowa, za§ macierz R jest
macierza przejscia ze standw nieabsorbujacych do stanéw absorbujacych,
amacierz () jest macierza przejScia ze standw nieabsorbujacych do stanow

nieabsorbujacych. Dla absorbujacych tancuchéw Markowa, korzystajac z postaci
kanonicznej macierzy przejscia, potrafimy wyznaczy¢ sredni czas do momentu
pochtonigcia, a takze $rednia liczbe pojawien si¢ w stanach niepochtaniajacych
przed absorpcja. Stuszne sa nastgpujace twierdzenia [losifoscul987]:
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Twierdzenie 1

Jezeli tancuch  Markowa jest ‘tancuchem  pochtaniajacym, to
prawdopodobienstwo osiagnigcia stanu pochlaniajacego wynosi 1.

Oznacza to, ze niezaleznie od tego, jaki jest stan poczatkowy, z czasem
dochodzimy do stanu absorbujacego.

WiasnoSci

e (O"—>0dlan— oo,

e Macierz (I - Q) jest odwracalna;
« (-o)'=20"
Definicja

Macierz N = ([ - Q)_1 nazywamy macierza fundamentalna pochlaniajacego
faficucha Markowa.

Stwierdzenie

Wyrazy macierzy N oznaczaja S$rednia liczbe pojawien sie w stanie
niepochlaniajacym przed pochtonigciem.

Wektor t =N -C, gdzie C = [l,...,l]T jest wektorem oczekiwanej (Sredniej)
liczby krokéw przed pochtonigciem dla kolejnych niepochtaniajacych stanow

poczatkowych.
Twierdzenie 2

Niech b, oznacza prawdopodobienstwo takie, ze pochtaniajacy tancuch
Markowa zostanie pochlonigty w stanie s, jezeli wyszedl ze stanu
niepochtaniajacego s,. Niech B = [bl.jJ bedzie macierza prawdopodobienstw.

Woéwczas B=N-R, gdzie N jest macierza fundamentalng tancucha Markowa,
za$ macierz R jest klatka z kanonicznej postaci macierzy przejscia,

. [1 0}
tj. P= .
R 0

Zauwazmy, ze w naszym przypadku macierz B jest wektorem jedynek, gdyz
z czasem, niezaleznie od stanu poczatkowego, prawdopodobienstwo pochlonigcia
wynosi 1.
SPOSOBY POROWNYWANIA MACIERZY MIGRACII

W pracy [Jafry 1 in. 2004] oméwiono kilka miar poréwnywania macierzy

migracji. Wszystkie miary oparte sa na miarach odleglosci. Niech P=|_p,-jJ

i P= [f? u] begda macierzami migracji. Definiujemy nastgpujace metryki:
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N

4 2‘% by (1)
DEV(P P)_l_/_z—N
. _ N N
M, (P,P)= N 1\/22(]9” _13@/)2 (2)
My (P, P) = max|p, - p,| (3)

W pracy [Jafry i in. 2004] wprowadzono nowa miar¢ oparta na rozktadzie
SVD. Niech P =P —1.Macierz P nazywa si¢ macierza mobilnosci. Niech:

ﬁ:w/ﬂi (P P)

M gyp (P) :="ZIT, gdzie A, sa wartoSciami wilasnymi macierzy

PP , warto§ciami szczegdlnymi macierzy P . Miara otrzymana przy pomocy
wartosci szczegolnych pozwala na rozroznienie macierzy przejscia wzgledem ich
mobilnosci, czyli réznic wynikajacych z sity migracji migdzy stanami. Dla celow
porownania macierzy definiujemy odleglos¢:

MSVD(PJS):‘MSVD(P)_MSVD(IS) 4)

Przedstawione powyzej miary (1), (2) i (3) pozwalaja pordwnaé macierze
migracji bazujac na ro6znicach migdzy wyrazami. Miara (4) mierzy sil¢ migracji
migdzy stanami. Dla celéw biznesowych istotne sa informacje wynikajace
z ostatniej kolumny macierzy migracji, kolumny prawdopodobienstw migracji do
stanu default. Niestety, matematyczne miary poréwnywania macierzy nie
odzwierciedlaja roznic miedzy macierzami wzglgdem ostatniej kolumny macierzy
[Jafry 1 in. 2004]. Stad zachodzi konieczno$¢ stosowania metod poréwnywania
macierzy uwzgledniajacych tlo biznesowe: szybko$¢ zbieznosci do stanu default
oraz prawdopodobienstwa przejscia do stanu default.

W pracy proponujemy poréwnanie oparte na podstawowych witasnosciach
absorbujacych tancuchow Markowa, a takze na pomiarze predkosci zbieznosci do
defaultu opisywanej przez druga warto$¢ wlasna macierzy migracji oraz badaniu
i porownywaniu kolejnych poteg macierzy migracji. Oznacza to, ze do badania
réznic migdzy macierzami wykorzystujemy ich wilasnosci dla dlugich okresow
czasowych.
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DANE

Do analizy porownawczej macierzy migracji wykorzystane zostaty dane
wygenerowane na podstawie rzeczywistej macierzy migracji (Tabela 1)".

Tabela 1. Macierz migracji

Aaa Aa A Baa Ba B Caa C |D
Aaa 0,8933 10,1018 {0,0036 |0 0,0012 |0 0 0
Aa 0,0086 |0,8781 |0,1065 |0,0029 |0,0019 |0 0 0,0019
A 0 0,0153 10,9027 | 0,0658 | 0,0126 |0,0027 |0 0,0009
Baa 0 0,0052 |0,0628 |0,8356 |0,0817 [0,0126 |0 0,0021
Ba 0,001 |0 0,0029 |0,0391 {0,8418 | 0,1035 | 0,0039 |0,0078
B 0 0,001 ]0,0019 |0,0038 | 0,0596 |0,8221 |0,0298 | 0,0817
Caa C [0 0 0 0,0138 10,0276 |0,0741 | 0,6034 | 0,281
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Zrédto: Moody’s Investors Service (2000)

Na jej podstawie wygenerowano 2000 hipotetycznych klientow
z jednakowym prawdopodobienstwem w kazdej klasie ratingowej (,,Aaa”, ,,Aa”,
»A”, ,,Baa”, ,,Ba”, ,,B”, ,,Caa C” oraz ,,D”) co miatlo odpowiada¢ schematowi
badania typu case-control. Nastgpnie przeliczone zostaly trajektorie 5 okresowe dla
kazdego klienta zgodnie z zadana macierza migracji. Dane te stanowily bazeg, na
ktorej szacowane byly modele migracji. Wykorzystujac r6zne metody estymacji
otrzymaliSmy 12 macierzy przejscia. Do dalszej analizy wykorzystaliSmy
10 macierzy: uzyskana metoda kohortowa dla kilku okreséw macierz PI 1 oraz
PI2, macierz uzyskana metoda Aalena-Nelsona, Al oraz A2, otrzymane przy
wykorzystaniu uogdlnionych modeli liniowych (GLMM) macierze B GLM
(brzegowy model GLM) oraz T GLM (model przejscia GLM), a takze macierze
uzyskane za pomoca generatorow (oznaczane litera G). Opis metod estymacji
macierzy przejscia mozna znalez¢ w [Jafry i in. 2004], [Israel i in. 200], [Jones
2005], [Rachev i in. 2009]. Sposdb wyznaczania generatordéw macierzy
przedstawiono w [Israel i in. 2001], [Rachev i in. 2009 ]*. Macierze Al i PI 1
uzyskano w oparciu o metode Bootstrap [Efron i in. 1993].

! Zastosowanie opisanych metod na danych rzeczywistych wymaga spetienia kilku warunkow
pozwalajacych na uznanie jako$ci danych za wystarczajaca. Bedzie to przedmiotem kolejnych badan.

2 Metody wyznaczania macierzy migracji oraz ich generatoréow opisali$my doktadnie w pracy
»~Przyktady i porownanie modeli macierzy migracji stosowanych w analizie ryzyka kredytowego”
przyjetej do druku w MPaR’11.
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WYNIKI

Dla otrzymanych macierzy wyznaczono macierze fundamentalne oraz
oczekiwane liczby krokoéw przed pochtonigciem dla kazdego stanu poczatkowego.
Otrzymane wyniki przedstawiono w Tabeli 2.

Tabela 2. Srednia liczba krokéw przed migracja do stanu ,,default” dla kolejnych stanow
poczatkowych

BGLM |BGLMG | Al TGLM |TGLMG |PI2 PI2G |A2 PI'1 PI1G

Aaa 69.09 | 68.12 |73.08| 48.03 | 45.19 |75.58| 74.61 |74.16|21.08 | 21.04

Aa 62.69 | 62.09 |64.66| 43.97 | 41.58 [66.85| 66.37 |65.77|19.37| 19.36

A 55.61 | 55.18 [57.32]40.95 | 38.87 |59.03| 58.84 |58.46|17.33| 17.33

Baa 45.04 | 44.67 [47.74|37.02 | 34.57 [49.20| 49.06 |48.40|13.81| 13.81

Ba 33.60 | 3342 [33.05]26.80 | 25.78 [33.90| 33.93 [32.99| 9.87 | 9.87

B 2493 | 24.84 [21.06| 2198 | 21.21 |20.80] 20.82 |20.31| 7.84 | 7.84

Caa C| 1190 | 11.86 |11.71] 10.67 | 10.47 [10.48| 10.57 [10.26| 4.24 | 4.28

Zrodto: obliczenia wlasne

W pracy [Jafry i in. 2004] opisano zalezno$¢ migdzy predkos$cia zbieznosci
do defaultu a wartosciami wlasnymi macierzy. Mianowicie, predkos¢ zbiezno$ci
do defaultu moze by¢ szacowana poprzez druga w kolejnosci warto§¢ wiasna
macierzy przejscia. W pracy [Jafry i in. 2004] podano wzory dla macierzy
stopnia 2.

Tabela 3. Porownanie drugich warto$ci whasnych macierzy migracji

B GLM B%LM Al T GLM T%M P12 PI2G A2 PI'1 PI1G

0.977 | 0976 |0.977 0.972 |0.970 |0.977 0.9771 |0.977 ]0.934 | 0.9335

Zrbdlo: obliczenia wlasne

WyznaczyliSmy wartosci wlasne otrzymanych macierzy. Uzyskane wyniki
potwierdzaja fakt, ze predkos$c¢ zbieznosci do defaultu jest determinowana przez
druga warto$¢ wlasna macierzy przej$cia. Mianowicie, widoczne w tabeli 2 roznice
migdzy pierwszymi 8 macierzami i ostatnimi 2, ilustrowane sa takze przez réznice
wielkosci drugich wartosci wlasnych macierzy z Tabeli 3. Niestety, druga wartos¢
wlasna nie pozwala na uwidocznienie r6znic migdzy pierwszymi o$mioma
macierzami. Stad nie moze by¢ ona wykorzystywana do poréwnywania macierzy
przejscia uzyskanych réznymi metodami.

W Tabelach 4a-4d poréwnano ostatnie kolumny poteg macierzy przej$cia
uzyskanych réznymi metodami oraz wyznaczono najwigksze i1 mnajmniejsze
warto$ci dla kazdego stanu. Analizujac wartosci z Tabeli 4a zauwazamy znaczne
rozproszenie najwigkszych i najmniejszych prawdopodobienstw migracji do stanu
default dla réznych stanow poczatkowych w przypadku macierzy migracji.
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Analizujac wartosci z kolejnych Tabel 4b-4d zauwazamy koncentracj¢
najmniejszych 1 najwigkszych wartosci. Najmniejsze prawdopodobienstwa
migracji do defaultu, z wyjatkiem ostatniego stanu, obserwujemy dla macierzy
otrzymanej bootstrapowa metoda PI. Najwicksze warto$ci prawdopodobienstw
migracji do stanu default, z wyjatkiem ostatniego i przedostatniego stanu,
otrzymali§my dla macierzy otrzymanych przy pomocy generatora dla modelu
przejscia GLM (T GLM G). W przypadku ostatniego stanu, Caa C,
i przedostatniego B, najwigksze prawdopodobienstwa migracji do defaultu
otrzymaliSmy dla macierzy A2, uzyskanej estymatorem Aalena-Nelsona,
a najmniejsze dla macierzy modelu przejscia GLM (T GLM G).

Aby zbadaé, czy powyzsze obserwacj¢ wynikajace z zastosowan
biznesowych znajduja odzwierciedlenie w miarach matematycznych, obliczyli§my
odlegtos$ci migdzy wybranymi parami macierzy. Otrzymalismy rezultaty, ktorych
czes$¢ przedstawiamy w Tabeli 5 1 Tabeli 6.

Tabela 5. Odleglos$ci migdzy wybranymi parami macierzy

Al Al PI1 PI1 PI1 PI2
Miara TGIM | MGIM | MGLM | TGIM |TGLMG| TGLM
1 0.0886 | 0.0531 0.0358 0.0523 0.0510 0.0690
2 0.1416 | 0.0796 0.0467 0.0691 0.0651 0.0854
3 0.3566 | 0.2139 0.0738 0.1439 0.1313 0.1799
4 0.1190 | 0.1650 0.0357 0.0103 0.0106 0.0457

Zrodto: obliczenia wilasne

Tabela 6. Odleglos$ci migdzy wybranymi macierzami i ich generatorami

P12 TGLM
PI2G | TGLMG
0.0010 0.0046
0.0016 0.0063
0.0027 0.0151
0.0002 0.0003

A WIN|—

Zrodto: obliczenia wilasne

Zauwazmy, ze najwicksze wartosci odleglosci (1), (2), (3) otrzymali$my dla
macierzy Al i T GLM. Oznacza to, ze z punktu widzenia miar matematycznych,
macierze te roznia si¢ najbardziej miedzy soba. Przeczy to obserwacjom
zwiazanym z miarami biznesowymi, z punktu widzenia, ktérych najwigksze
roéznice zaobserwowano migdzy macierzami PI 1 oraz T GLM G. Rozbiezno$¢ ta
wynika z faktu, ze miary matematyczne uwzgledniaja wszystkie kolumny macierzy
migracji, za§ biznesowe koncentruja si¢ na wartosciach ostatniej.
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Z drugiej strony najmniejsze rdéznice miedzy macierzami sa w takim samym
stopniu uwzgledniane przez wszystkie z omawianych przez nas metod
porownywania macierzy. W szczegdlnosci, otrzymane wyniki wskazujq na mate
roznice miedzy macierzami przejécia i ich odpowiednikami uzyskanymi przy
pomocy generatoréw.

Ciekawym wydaje si¢ bardzo mata wartos¢ odlegtosci (4) dla macierzy PI 1
oraz T GLM G. Oznacza to, ze pomimo znacznych réznic miedzy tymi macierzami
z punktu widzenia miar biznesowych, macierze te przedstawiaja stosunkowo
podobna sit¢ migracji migdzy stanami. Nalezy zwro6ci¢é uwagg, ze ostatnio
wprowadzone przepisy dotyczace monitorowania statusu klientow (tzw.
impairment) zmierzaja w kierunku wyznaczonym przez modele matematyczne.

WNIOSKI

Uzyskane wyniki wskazuja na znaczne roéznice migdzy wynikami
biznesowymi uzyskanymi przy uzyciu macierzy migracji wyznaczonych réznymi
metodami. W szczegolnosci metoda PI 1 wyraznie zbyt nisko szacuje
prawdopodobienstwa migracji do defaultu, za§ metoda T GLM przeszacowuje
prawdopodobienstwa migracji do defaultu. Stad tez wydaje nam si¢ uzasadnionym,
wykorzystywanie bezposredniej metody PI do celu estymacji macierzy migracji
(PI 2 Iub PI 2 G). Metoda ta jest najprostsza z wykorzystywanych metod.
Rezultaty, ktore nie wskazuja na przeszacowanie lub niedoszacowanie
prawdopodobienstw migracji do defaultu, otrzymujemy takze przy pomocy
macierzy brzegowej modelu GLM (B GLM oraz B GLM G). Dobra metoda jest
estymator Aalena — Nelsona (macierz Al). Metoda ta jednakze jest do$¢ trudna
w praktycznych zastosowaniach.
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APPLICATION OF MATHEMATICAL MEASURES AND BUSINESS
MEASURES TO COMPARE MIGRATION MATRICES
USED IN CREDIT RISK ANALYSIS

Abstract: Credit risk models used in banks are based on probability models
for occurrence of default. A vast class of these models is based on the notion
of intensity In this paper we compare results obtained within Markov chain
approach and with help of statistical longitudinal models (GLMM) in which
states (rating classes) in discrete time points are regarded as matched pairs.
The comparison of obtained migration matrices is based on various distance
measures, properties of absorbing Markov chains and convergence to default.
Various methods of matrix comparison reflect business based differences
between clients in a different way. Markov models give good business
estimators but are difficult to apply in practice.

Key words: migration matrices, Markov chains, absorbing Markov chains,
generalized longitudinal models (GLMM), credit risk, SVD, Eigenvalues
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