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Streszczenie: Metoda bootstrapowa polega na wtdrnym probkowaniu
pierwotnej proby losowej pobranej z populacji o nieznanym rozktadzie.
W artykule pokazano, ze wtorne probkowanie nie jest konieczne, jesli
rozmiar proby nie jest zbyt duzy. Mozliwe jest wowczas automatyczne
wygenerowanie wszystkich préb wtornych i obliczenie wszystkich realizacji
wybranego estymatora. Metode dokladnego bootstrapu zastosowano do
oszacowania S$redniej. Losowanie proby moze by¢ interpretowane jako
dyskretyzacja ciagtej zmiennej losowej. Biorac pod uwage postep w technice
komputerowej, mozna mie¢ nadziejg, ze znaczenie dyskretnych zmiennych
losowych w statystyce bedzie coraz wigkszy.

Stowa kluczowe: doktadna metoda bootstrapowa, nieparametryczna
estymacja $redniej

WPROWADZENIE

Jednym 2z podstawowych problemow statystyki matematycznej jest
estymacja parametrow. Zaktadamy, ze dana jest zmienna losowa X o rozkladzie
prawdopodobienstwa F. Chcemy okresli¢ parametr tego rozktadu, ktéry oznaczmy
jako &. Jezeli parametru nie mozna wyznaczy¢ nalezy pobra¢ probg losowa oraz
dobra¢ odpowiedni estymator. Proba losowa moze by¢ interpretowana jako ciag
zmiennych losowych o jednakowych rozktadach. Wprowadzmy oznaczenia:
X = (X1, Xp,... , Xy) - n elementowa proba losowa, x = (x1, X2, ... , X,) — pewna
realizacja proby losowej, za§ 0 = t(X) - estymator parametru 6. Zgodnie z tym
zapisem estymator jest statystyka okreslona na przestrzeni prob.

W pewnych przypadkach przyjmujac okre§lony rozklad F zmiennej X,
mozna wyznaczy¢ rozklad statystyki bedacej estymatorem parametru. Czgsto
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jednak rozktad F nie jest znany, badz znajomo$¢ jego nie wystarcza do
wyznaczenia rozkladu estymatora. Mozna wowczas zastosowa¢ metodg
bootstrapowa, zaproponowana przez Efrona [Efron 1979]. Metoda ta polega na
losowaniu z pierwotnej proby losowej x, prob wtérnych o liczebnosciach n. Proby
wtorne nazywamy probami bootstrapowymi. Losowanie proby wtornej odbywa sig
ze zwracaniem, przy zalozeniu jednakowego prawdopodobienstwa wylosowania
kazdego elementu proby pierwotnej. Dla proby n - elementowej
prawdopodobienstwo to jest rowne 1/n. Rozkltad w ten sposdb okreslony jest
rownowazny rozkladowi empirycznemu 1 nazywany jest rozkltadem

bootstrapowym oznaczanym jako F.

. * * ,
Wprowadzmy oznaczenie: X = (X 1, Xy, X n) - n elementowa wtorna
* * * * .. . .
proba bootstrapowa, X = (xl ,xz,---,xn) - dowolna jej realizacja oraz

6% = I(X *) - estymator 6 dla proby bootstrapowe;j.

Istota metody bootstrapowej jest aproksymacja rozktadu statystyki 6,
rozktadem statystyki 0 * . Metode bootstrapowq stosujemy bowiem wowczas, gdy

okreslenie rozktadu statystyki 0 nie jest mozliwe. Rozklad statystyki 0 *

natomiast moze by¢ wyznaczony np. metoda Monte Carlo (inne metody

przedstawiono np. w pracach [Efron, Tibshirani 1993], [Domanski, Pruska 2000]).
Oznaczmy liczbe Wylosowanych prob wtornych jako N. Ciag prob wtomych

*1

mozna zapisa¢ jako: X', X2, ... , X . Kazda z prob pozwala wyznaczy¢
pojedyncza realizacje statystyki 6 *. Dla okresSlonej proby pierwotnej realizacja

statystyki 6*dla b-tej proby wtdérnej moze by¢ zapisana jako:

é*(b)=t(x*b ) (1)
Oszacowaniem bootstrapowym parametru 6 bedzie wowczas:
1 &
=—>0 (b (2)
poXa0

Oszacowaniem standardowego btedu szacunku parametru 6 bedzie odchylenie
standardowe postaci:

s = \/%i(é*(b)—é*(d)z 3)

lub:

R @
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w zalezno$ci od tego, czy N obejmuje wszystkie mozliwe proby (3), czy jest
jedynie pewnym ich podzbiorem (4).

Liczba wszystkich mozliwych prob wtornych jest okre§lona liczba
sposobow, na ktére sposrdéd n wartosci (z proby pierwotnej) mozna wylosowac
takze n warto$ci (proby wtorne). Problem taki znany jest z kombinatoryki
i wiadomo, ze ze zbioru n — elementowego n warto$ci mozna wylosowac na B = n"
sposobow'. Wartos¢ B okre§la rozmiar przestrzeni prob  wtérnych.
Prawdopodobienstwa wylosowania pojedynczej wtérnej proby sa jednakowe
irowne 1/B.

Podkresli¢ nalezy, ze przestrzen prob wtornych jest przestrzenia skonczona
o rozmiarze B i taki jest rozmiar doktadnej (idealnej) proby bootstrapowej. Jezeli
nie jest on zbyt duzy, mozna wyznaczy¢ wszystkie realizacje estymatora. Jesli nie
jest mozliwe wygenerowanie calej przestrzeni prob wtornych poniewaz n" jest zbyt
duze, konieczne jest losowanie, czyli zastosowanie klasycznego bootstrapu. Warto
jednak zwroci¢ uwage, ze jezeli uzywany jest estymator postaci sumy n
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozkladach i skonczonej
sredniej i wariancji, z centralnego twierdzenia granicznego wynika, ze dla duzych
n estymator bedzie mial rozklad asymptotycznie normalny.

Metode bootstrapowa wykorzystujaca cata przestrzen prob wtornych nazwaé
mozna metoda doktadnego bootstrapu. Stwierdzenie, ze metoda jest doktadna
dotyczy jedynie probkowania wtornego. Jesli zas chodzi o probe pierwotng to jej
adekwatnos¢ wzgledem pierwotnej zmiennej X, opieramy na twierdzeniu
Gliwienki-Cantelliego.

DOKELADNA METODA BOOTSTRAPOWA

Niech z populacji opisanej zmienna losowa X o nieznanym rozkladzie
prawdopodobienstwa F wylosowana zostanie n elementowa proba (pierwotna)
X = (X1, X2, ... , xn). Jezeli dla niektorych i # j zachodzi x; = x;, mozliwe jest
zredukowanie® rozmiaru proby do k réznych wartosci. Prawdopodobienstwa p;
uzyskania realizacji x;, dla i=1, 2, ..., k nie musza by¢ wowczas jednakowe dla
wszystkich i. W przypadku klasycznego bootstrapu prawdopodobienstwa p; sa
jednakowe i rowne 1/n.

Zauwazmy, ze prob¢ pierwotna wraz z prawdopodobienstwami uzyskania
poszczegdlnych realizacji interpretowaé mozna jako pewna dyskretna zmienna
losowa o liczbie realizacji rownej k (lub n je$li w probie nie wystapity
powtorzenia). Zmienng ta nazwa¢ mozna zmienna losowa proby, poniewaz jej
zbidr realizacji oraz rozktad wynikaja bezposrednio z pobranej pierwotnej proby

! Warto¢ ta okresla liczbe n elementowych wariacji z powtorzeniami ze zbioru 7 -
elementowego.

? Redukgja ta nie jest konieczna, lecz wskazana, poniewaz pozwala na zmniejszenie
wymiaru problemu.



194 Joanna Kisielinska

losowej. Zmienna ta oznaczmy jako X", a jej rozktad prawdopodobienstwa jako
FP. Rozklad ten jest nastepujacy:

p =PXP =x;)=p;,dlai=1,2,... k. (5)
Rozktad zmiennej losowej X° jest rownowazny rozktadowi bootstrapowemu F.
Probe wtorna oznaczy¢ mozna jako xP = (X lD X ? oo X ,]l) ), statystyke 0" zas
jako 6P = t(XD). Rozktad statystyki 0 moze by¢ przyblizony rozktadem

A

statystyki 6P . Podkresli¢ nalezy, ze ewentualne obciazenie, problem zgodnosci
i efektywno$ci dotyczy estymatora €, poniewaz w dokladnej metodzie

bootstrapowej realizacje estymatora 6P sa obliczane dla catej populacji prob
wtornych, a nie szacowana na podstawie proby. Metoda nie moze wigc
wprowadza¢ zadnego dodatkowego obciazenia. Problem na tym etapie jest
problemem statystyki opisowej, a nie matematyczne;j.

Pojedyncza b-ta realizacje proby wtornej xD? =( 1D b,x? b,---,x,? b)

pozwala obliczy¢ warto$¢ éD(b):t(xDb) stanowiacej pojedyncza realizacj¢

estymatora 6P Prawdopodobienstwo wylosowania b-tej proby wtdrnej jest
rowne:

pP? = p(g” =9D(b))=ﬁpr 6)
i=1

gdzie plD b :P(X b :xlD b). Wymiar przestrzeni prob wtornych jest réwny

B
B=F', a wobec tego musi by¢ spetniony warunek: z pr =1.
b=l

Formuta (6) okresla rozklad estymatora éD, ktorym przyblizamy rozktad

estymatora €. Jest to rozklad dyskretny o skonczonej, choé¢ w niektorych

przypadkach bardzo duzej liczbie realizacji. Rozktad ten wykorzysta¢ mozna do

punktowej lub przedzialowej oceny parametru &, badz testowania hipotez.
Zauwazmy, ze metoda bootstrapowa w istocie polega na przyblizeniu

nieznanego ciaglego rozkladu pewnej zmiennej losowej 6, dyskretna zmienna

losowa 6P o rozktadzie, ktory mozna wygenerowac na podstawie proby. Losujac
probe przeprowadzamy tak naprawde dyskretyzacje pewnego ciagltego zjawiska.
Ciagla zmienna losowa X staramy si¢ przyblizy¢ ciagiem jej realizacji X = (x, xo,

, Xn). Dyskretyzacja probleméw ciaglych stosowana jest powszechnie
w naukach technicznych czy problemach numerycznych. Jako przyklad podaé
mozna problem optymalizacji dynamicznej, ktdrego szczegdlnym przypadkiem jest



Doktadna metoda bootstrapowa na przyktadzie ... 195

zadanie sterowania optymalnego. Jedynie w nielicznych przypadkach mozliwe jest
znalezienie funkcji czasu stanowiacej rozwiazanie, wobec czego zadania
rozwiazuje si¢ stosujac dyskretyzacje.

Wygenerowanie wszystkich prob wtéornych moze by¢ zrealizowane jako
rekurencyjne pobieranie kolejnych elementéw z n-elementowej proby. Jesli
wystapity powtorzenia, zbior z ktérego pobierane sa warto$ci redukuje si¢ do
wymiaru k. Okazuje si¢ jednak, ze liczb¢ generowanych realizacji préb
bootstrapowych mozna znacznie zredukowaé, poniewaz w probie wtornej czegsé
wartosci bedzie si¢ powtarzac - losowanie odbywa sig z powtdérzeniami. Algorytm
pozwalajacy wygenerowaé wszystkie proby wtorne przy zatozeniu jednakowych
prawdopodobienstw  wylosowania kazdego elementu proby pierwotnej
przedstawiony jest w pracy [Fisher and Hall 1991]. Na stronie
http://mors.sggw.waw.pl/~jkisielinska umieszczony zostat skompilowany program
napisany w jezyku C++ generujacy wszystkie realizacje estymatora $redniej, dla
n elementowej proby wtornej zredukowanej do k& roéznych wartoéci. Estymator
sredniej dany jest wzorem:

)?=le,- (7)

Jezeli proba jest duza (n > 30) uzyskany rozktad moze by¢ poréwnany z rozktadem
granicznym. Jezeli zalozymy, Zze proba zostata pobrana z populacji o dowolnym
rozkladzie o warto$ci oczekiwanej ¢ i odchyleniu standardowym o, estymator

sredniej X ma rozktad normalny z parametrami:
pe = ;0 = 0/\n (8)
Stosujac doktadna metode bootstrapowa rozklad zmiennej losowej X
przyblizamy rozktadem dyskretnej zmiennej losowa X", ktérej warto$é oczekiwana

1P oraz odchylenie standardowe ¢ obliczmy wedhug wzorow:

k k
IUD :in 'pibo-D :\/Z(xi_:uD)z'pi )

i=1

Wobec tego normalny, graniczny rozklad estymatora X (ktory oznaczymy jako

GA) jest nastgpujacy:
GAZN(,UD,O'D/\/;), (10)
WYNIKI OBLICZEN

Doktadna metoda bootstrapowa wykorzystana zostanie do estymacji $rednigej
dla przykladowej proby losowej przedstawionej w tabeli 1. Przyjgto, ze
prawdopodobienstwa wylosowania poszczegélnych realizacji nie sa jednakowe.
Takie podejscie w pewnym stopniu uzasadnia wykorzystanie rozktadu z tabeli 1
dla réznych liczebnos$ci proby - obliczenia wykonane zostana dla przyktadowych
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trzech rozmiarow: n=10, n=20 i »n=30. Podkresli¢ nalezy, ze w przypadku
stosowania metod bootstrapowych warto$§¢ n wynika bezposrednio z liczebnoS$ci
proby. Zalozenie roéznych wartosci dla n traktowa¢ nalezy jedynie jako
eksperyment symulacyjny.

Zaktadamy, ze dana jest n elementowa proba pobrana z nieznanego rozktadu
prawdopodobiefistwa F, ktora reprezentuje dyskretna zmienna losowa X°. Rozktad
prawdopodobiefistwa zmiennej X° przedstawiony jest w tabeli 1. Wartos¢
oczekiwana i odchylenie standardowe X" sa odpowiednio rowne 1° = 5,17400,
oraz o° = 1,99743.

Tabela 1. Rozktad zmiennej losowej X"

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pi 0,010 | 0,050 | 0,180 | 0,253 | 0,040 | 0,127 | 0,210 | 0,100 | 0,020 | 0,010

Zrodto: opracowanie wiasne

Na rysunku 1 przedstawiono rozklad estymatora $redniej wyznaczony
metoda doktadnego bootstrapu (oznaczony jako DBA) oraz rozktad graniczny GA
okreslony wzorem (10), w przedziale odleglym od $redniej o 4 odchylenia
standardowe. Doktadny rozktad bootstrapowy dla $redniej podany zostal jako
prawdopodobienstwo przyjecia przez nia poszczegdlnych wartosci (rozktad
estymatora $redniej jest rozkladem dyskretnym). W przypadku rozktadow
granicznych natomiast jest to prawdopodobienstwo przyjecia wartosci z przedziatu
(od potowy przedzialu migdzy warto$ciami z lewej, do potowy z prawej strony).
Dla trzech przyktadowych rozmiarow proby wykresy sa niemal identyczne.

W celu ilustracji rzedu podobienstwa, w tabeli 2 podano rozklady estymatora
sredniej DBA 1 GA dla trzech przykladowych rozmiaréw préby. Z uwagi na
ograniczong ilo$¢ miejsca wybrano po 21 realizacji skoncentrowanych wokot
sredniej. Wartosci prawdopodobienstw pokrywaja si¢ z doktadnoscia niemal do
trzeciego miejsca po przecinku (a co najmniej drugiego). Im wigksza proba, tym
roéznice migdzy rozktadami sa mniejsze. Mozna wigc wnioskowac, ze w przypadku
sredniej stosowanie rozkladow granicznych jest w petni uzasadnione, nawet jesli
liczebno§¢ proby jest mniejsza od 30. Fakt ten potwierdzony zostat
przeprowadzonymi eksperymentami symulacyjnymi dla innych rozkladow, niz
dany w tabeli 1. Wykorzystujac udostgpniony program czytelnik moze sam
przeprowadzi¢ podobne eksperymenty.

W tabeli 3 przedstawione zostaty parametry rozktadéw estymatora $redniej —
warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe, natomiast w tabeli 4 przedziaty
ufnos$ci wyznaczone na podstawie uzyskanych rozktadow.

Jesli chodzi o parametry rozktadow sa one niemal jednakowe
(z doktadno$cia do 5-ciu miejsc po przecinku dla trzech liczebnos$ci). Dla rozktadu
DBA parametry obliczone zostaly na podstawie wszystkich wygenerowanych
realizacji — sa to wigc warto$ci doktadne. Wartosci oczekiwane rozktadow
granicznych GA dla trzech liczebno$ci proby sa rdowne wartosci oczekiwanej dla
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proby (co wynika bezposrednio z teorii). W przypadku rozkladu DBA roéwniez
otrzymano warto$¢ oczekiwana roéwna warto$ci oczekiwanej dla proby. Rezultat
ten potwierdza poprawno$¢ uzytego algorytmu. Podkresli¢ nalezy, ze dokladna
metoda bootstrapowa nie wprowadza dodatkowego obciazenia estymatora
(w przeciwienstwie do metody bootstrapowej z losowaniem prob).

Rysunek 1. Rozklady estymatoréw s$redniej DBA i GA dla przyktadowych trzech
liczebnosci proby
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Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Tabela 2. Rozklady estymatorow sredniej DBA 1 GA dla przyktadowych trzech liczebnos$ci

proby
n=10 n=20 n=30
— prawdop. — prawdop. — prawdop.
X DBA GA X DBA GA X DBA GA

4,20 | 0,01993 | 0,01926 | 4,65 | 0,02288 | 0,02245 | 4,8333 | 0,02385 | 0,02357

4,30 | 0,02514 | 0,02427 | 4,70 | 0,02588 | 0,02543 | 4,8667 | 0,02584 | 0,02556

4,40 | 0,03083 | 0,02983 | 4,75 | 0,02891 | 0,02846 | 4,9000 | 0,02775 | 0,02749

4,50 | 0,03679 | 0,03575 | 4,80 | 0,03187 | 0,03145 | 4,9333 | 0,02954 | 0,02932

4,60 | 0,04275 | 0,04179 | 4,85 | 0,03468 | 0,03432 | 4,9667 | 0,03120 | 0,03102

4,70 | 0,04840 | 0,04764 | 4,90 | 0,03728 | 0,03699 | 5,0000 | 0,03267 | 0,03253

4,80 | 0,05343 | 0,05297 | 4,95 | 0,03956 | 0,03937 | 5,0333 | 0,03392 | 0,03384

4,90 | 0,05755 | 0,05744 | 5,00 | 0,04146 | 0,04138 | 5,0667 | 0,03493 | 0,03491

5,00 | 0,06048 | 0,06075 | 5,05 | 0,04292 | 0,04295 | 5,1000 | 0,03568 | 0,03571

5,10 | 0,06205 | 0,06266 | 5,10 | 0,04389 | 0,04403 | 5,1333 | 0,03614 | 0,03623

5,20 | 0,06217 | 0,06304 | 5,15 | 0,04433 | 0,04457 | 5,1667 | 0,03630 | 0,03645

5,30 | 0,06083 | 0,06185 | 5,20 | 0,04424 | 0,04456 | 5,2000 | 0,03617 | 0,03636

5,40 | 0,05813 | 0,05919 | 5,25 | 0,04360 | 0,04400 | 5,2333 | 0,03575 | 0,03597

5,50 | 0,05426 | 0,05524 | 5,30 | 0,04246 | 0,04290 | 5,2667 | 0,03504 | 0,03530

5,60 | 0,04948 | 0,05028 | 5,35 | 0,04086 | 0,04131 | 5,3000 | 0,03407 | 0,03434

5,70 | 0,04408 | 0,04464 | 5,40 | 0,03884 | 0,03928 | 5,3333 | 0,03286 | 0,03314

5,80 | 0,03834 | 0,03865 | 5,45 | 0,03648 | 0,03689 | 5,3667 | 0,03143 | 0,03171

5,90 | 0,03256 | 0,03264 | 5,50 | 0,03385 | 0,03421 | 5,4000 | 0,02982 | 0,03009

6,00 | 0,02700 | 0,02688 | 5,55 | 0,03103 | 0,03133 | 5,4333 | 0,02807 | 0,02831

6,10 | 0,02185 | 0,02159 | 5,60 | 0,02811 | 0,02834 | 5,4667 | 0,02620 | 0,02642

6,20 | 0,01725 | 0,01691 | 5,65 | 0,02516 | 0,02531 | 5,5000 | 0,02427 | 0,02445

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Tabela 3. Warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe rozkladoéw estymatora sredniej

rozmiar proby n=10 n=20 n=30
rozktad estymatora DBA GA DBA GA DBA GA
$rednia 5,17400 | 5,17400 | 5,17400 | 5,17400 | 5,17400 | 5,17400
odchylenie standardowe | 0,63164 | 0,63164 | 0,44664 | 0,44664 | 0,36468 | 0,36468

Zrodto: obliczenia wlasne

W przypadku przedziatow ufnosci dla rozkladow DBA i GA wystepuja
pewne réznice - najwigksze dla n=10, zarowno dla poziomu ufnosci 0,95 jak i 0,99.
Przedziaty obliczone z rozkladu granicznego sa zwykle nieco wezsze, niz
wyznaczone metoda doktadnego bootstrapu. Podkresli¢ nalezy, ze dla ustalonego
rozmiaru proby n nie jest mozliwe uzyskanie dowolnie duzej doktadnosci
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oszacowania przedziatow ufnosci, poniewaz doktadny rozktad bootstrapowy DBA
jest rozktadem dyskretnym, a wobec tego cechuje go pewna ziarnisto$¢. Wraz ze
wzrostem rozmiaru proby rdznice sa coraz mniejsze. Dla n = 20 granice
przedzialdow ufnosci rozktadow DBA 1 GA roznig si¢ na drugim miejscu
po przecinku, dla #» = 30 na trzecim.

Tabela 4. Przedziaty ufnosci dla $redniej wyznaczone na podstawie uzyskanych rozktadow

estymatora
rozmiar proby n=10 n=20 n=30
rozktad estymatora DBA GA DBA GA DBA GA
canice 3,9000 3,9360 4,2750 4,2986 4,4500 4,4592
1-o0=0,95 8 6,5000 6,4120 6,0750 6,0494 5,9000 5,8888

rozstep | 2,6000 | 24760 | 1,8000 | 1,7508 | 14500 | 14295

"~ [ 3.6000 | 35470 | 40500 | 40235 | 42333 | 42346
1-a=099 | 60000 | 68010 | 63500 | 63245 | 6,1333 | 6,1134
rozstep | 33000 | 32540 | 2,3000 | 2,3009 | 1,9000 | 1,8787

Zrodto: obliczenia wlasne

WNIOSKI

W artykule zwrécono uwageg, ze ze wzgledu na postgp w technice
komputerowej metoda bootstrapowa polegajaca na wtornym probkowaniu
pierwotnej proby losowej moze by¢ zastapiona doktadng metode bootstrapowa.
W przypadku metody doktadnego bootstrapu generowane sa wszystkie mozliwe
préby wtorne, co pozwala wyznaczy¢ wszystkie realizacje statystyki stanowiacej
estymator poszukiwanego parametru. W klasyczne] metodzie boostrapowe;j
realizacje estymatora sa losowane, czego skutkiem moze by¢ wylosowanie tej
same] proby wtornej (rozktad estymatora bootstrapowego jest bowiem rozktadem
dyskretnym). Podkresli¢ nalezy, ze probe losujemy jesli nie mozemy zbadaé catej
populacji lub badanie calej populacji jest zbyt klopotliwe badz kosztowne. Jesli
mozliwe jest wygenerowanie calej przestrzeni prob wtérnych nie ma potrzeby
wtérnego losowania.

Poniewaz czas niezbedny do wygenerowania calej przestrzeni prob
wtornych zalezy nie tylko od rozmiaru proby, ale rowniez rodzaju estymatora,
trudno poda¢ warto$¢ n, ktéora stanowita by warto§¢ graniczna (aktualnie
maksymalng) dla metody doktadnej. Orientacyjnie mozna przyja¢, ze jest to
w przypadku k& = n mniej wigcej 20. Dla wigkszych prob czas obliczen jest
aktualnie zbyt dilugi, co nie oznacza, ze w przyszlosci tak bedzie. Moc
obliczeniowa komputerow ro$nie bardzo szybko i to co dzi$ zajmuje wiele godzin,
w przysztosci trwa¢ moze utamek sekundy.
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Metode¢ doktadnego bootstrapu wykorzystano do estymacji S$redniej.
Pokazano, ze wartosci oczekiwane estymatoréOw sa réwne doktadnie $redniej.
Metoda nie wprowadza wigc obciazenia wynikajacego z wtornego probkowania
jak moze to mie¢ miejsce w klasycznym bootstrapie. Rozktady estymatoréw
wyznaczonych dokladna metoda bootstrapowa porownano z rozktadami
granicznymi. Podobienstwo rozktadow wskazuje, na mozliwo§¢ przyblizenia
rozktadu ,,doktadnego” rozktadem granicznym.

Jakie sa konsekwencje przedstawionej w artykule mozliwosci
wygenerowania petnej informacji zawartej w probie? Kwestia podstawowa to
znacznie wigksza swoboda w konstrukcji estymatoréw. Nie ma bowiem potrzeby
zaktadania postaci rozkladu, aby mozliwe bylo okreslenie rozkladu estymatora.
Dazy¢ nalezy, aby estymator byt nieobciazony, zgodny i efektywny. Do badania
tych kwestii metoda doktadnego boostrapu moze by¢ roéwniez przydatna.

Podkresli¢ nalezy, ze pobranie proby losowej moze by¢ traktowane jako
zastapienie ciaglej zmiennej losowej o nieznanym rozkladzie zmienna dyskretng
o rozktadzie znanym - rozktadzie bootstrapowym (rownowaznym rozktadowi
empirycznemu). Przeksztalcenia zmiennych dyskretnych sa prostsze od
przeksztatcen zmiennych ciaglych, poniewaz rozktady statystyk zmiennych
dyskretnych moga by¢ obliczane automatycznie. W rzeczywistosci ze wzgledu na
skonczona doktadno$¢ wszelkich pomiarow mozemy obserwowac i tak jedynie
zmienne dyskretne. Mozna przypuszczac, ze wraz z rosnaca moca komputerdéw ich
znaczenie w statystyce bedzie coraz wigkszy.
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THE EXACT BOOTSTRAP METHOD
ON THE EXAMPLE OF THE MEAN

Abstract: The bootstrap method is based on resampling of the original
random sample drawn from a population with an unknown distribution. In the
article it was shown that resampling is unnecessary if the sample size is not
too large. It is possible to automatically generate all possible resamples and
calculate all realizations of the required estimator. The method was used to
estimate mean. Random sampling may be interpreted as discretization
of a continuous variable. Because of the progress in computer technology we
may hope that the role of discrete variables in statistics will increase.

Key words: exact bootstrap method, nonparametric mean estimation
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