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Streszczenie: Wprowadzone przez Tukey’a [Tukey 1975] pojecie zanurzania
obserwacji w probach wielowymiarowych stato si¢ narzedziem shizacym
analizie danych. Dzigki wykorzystaniu miary zanurzania obserwacji w probie
przezwycieza si¢ trudnoSci zwiazane z porzadkowaniem obserwacji
wielowymiarowych. Pojecie zanurzania danych bylo intensywnie rozwijane
przez wielu badaczy z punktu jego przydatnos$ci do opisu statystycznego
danych jedno i wielowymiarowych W literaturze przedmiotu spotka¢ mozna
rozne kryteria oraz metody wyznaczania miary zanurzania obserwacji
w probie. W pracy podano okreSlenie zanurzenia obserwacji w probie oraz
pojecia z nim zwiazane. Przedstawiono wykorzystanie zanurzania w regresji
liniowej dla przypadku dwuwymiarowego.

Stowa kluczowe: zanurzanie obserwacji w probie, funkcja regresji liniowej

WPROWADZENIE

Praca Tukey’a [Tukey 1975] stata si¢ inspiracja do wprowadzenia wielu
poje¢ zwiazanych z analiza eksploratywna danych liczbowych. Jednym z nich jest
zanurzanie danych, bedace relatywna miara obserwacji w danym zbiorze danych.

W 1998 roku Rousseeuw i Huber wprowadzili pojecie zanurzania funkcji
regresji liniowej w zbiorze dwuwymiarowym. Warto$¢ zanurzania regresji jest
liczba caltkowita nalezaca do przedziatu od zera do n i moze by¢ wykorzystywana
do badania dopasowania rownania regresji liniowej do danych empirycznych, przy
czym wyzsze warto$ci zanurzania odpowiadaja funkcjom lepiej dopasowanym do
tych danych.

W pracy przedstawione zostanie okreslenie zanurzania obserwacji w probie
oraz pojecia z nim zwiazane. Zanurzanie w probie dwuwymiarowej rozwazane
bedzie, jako pewna wlasno$¢ dopasowania regresji liniowej] do danych
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empirycznych dla przypadku dwuwymiarowego. Metoda wyznaczania zanurzania
regresji liniowej zilustrowana bgdzie na przyktadzie liczbowym. Zaprezentowany
zostanie algorytm umozliwiajacy wyznaczenie zanurzania funkcji regresji
w zbiorze dwuwymiarowym.

OKRESLENIE ZANURZANIA OBSERWACJI W PROBIE

Niech P’ ={x1,x2,...,xn} bedzie uktadem obserwowalnych wektoréw
wyrazajacych probe p-wymiarowa o liczebno$ci n pochodzaca z pewnego
p-wymiarowego rozktadu okreslonego dystrybuanta F, oraz niech € R’ bedzie
pewnym punktem z przestrzeni rzeczywistej R”. W szczegdlnosci moze nalezed

on do uktadu punktow z proby P’ . Wowczas kazdy punkt X; jest rozpatrywany
jako p-wymiarowy wektor kolumnowy X, = [xl.l,xiz,...,xlp ]T, gdzie X jest
wartoscia j-tej zmiennej (czyli zmiennej X ;) zaobserwowang dla i-tego obicektu
przy i=12,...,n oraz j=12,...,p. Jezeli nie wigcej niz p obserwacji nalezy do

jakiejkolwiek (p-I)-wymiarowej podprzestrzeni, to probe P’ nazywany zbiorem
punktéw ogolnie pozytywnym, wedlug nazewnictwa wprowadzonego przez

Donoho 1 Gasko [Donoho i Gasko 1992].
Dla okreslenia zanurzania obserwacji w probie nalezy zauwazy¢, iz wektory

proby x, € P” moga by¢ uporzadkowane, gdy zostana one przeksztatcone do
wielkosci skalarnych uTxi dla zadanego wektora u € R”. Wowczas ciag
wektorow X5 Xy, X, € PP przechodzi W ciag skalarow
uTxl,usz,...,uTanR, ktory moze by¢ uporzadkowany monotonicznie.
Wektor #€ R” sprowadza sie do skalara u"0eRr. Wazna kwestig jest
zlokalizowanie u'6 w ciagu uTxl,usz,...,uTxn. Zanurzanie wektora €
w probie P’ sprowadza sie¢ do badania odlegtosci u'@ od kohcow préby
uporzadkowane;j niemalejaco {uTx(l.) = l,2,...,n}, gdzie
urx(l)SuTx(z)S...SuTx(n). Na podanej koncepcji okreslona jest definicja
zanurzania Tukey’a obserwacji w probie p-wymiarowej.

Definicja 1. Zanurzaniem punktu & w probie P’ nazywamy funkcje

proby zan , (6, P,) o nastepujacej postaci
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zan, (0,P7) =min#{i:u"0>u"x,}, ()

Ju=1
gdzie u jest wektorem kolumnowym z przestrzeni R” o dhugosci 1, czyli o normie

euklidesowej ||u|| =1, natomiast # {} oznacza liczebno$¢ rozwazanego zbioru.
Przez zan,(6,FP) rozumiemy probkowa wersje zanurzania obserwacji
w probie P” pochodzacej z rozktadu okreslonego dystrybuantg F' b

Intuicyjnie zanurzanie punktu € w probie P” wyraza najmniejsza liczba
punktow z tej proby, potozonych po jednej stronie wektora €. Pozwala to na

dokonanie porzadkowania elementow proby P’ w ciag wektorow

n

X(1)»X(2),X(n) taki, ze  spelniony  bedzie ciag  nierdwnosci

zan,(x,,: B)2zan, (x,, : B/)2 .. 2zan,(x, :PB), czyli ciag wartosci

nierosnacych. Obserwacje, ktorym odpowiadaja wyzsze warto$ci zanurzania
zlokalizowane sa bardziej centralnie w badanej probie, te ktérym odpowiadaja
najnizsze wartos$ci tej miary sa znacznie oddalone od centralnego skupienia proby.

W literaturze przedmiotu spotka¢é mozna rozne kryteria wyznaczania
zanurzania obserwacji w probie m. in. kryterium Mahalanobisa, kryterium Oja
lub kryterium Barnetta [patrz np. Liu i in. 1999 a takze Kobylinska 2003]. Nalezy
zaznaczy¢, ze zagadnienia zwiazane z wyznaczaniem zanurzania obserwacji
w probie sa bezposrednio zwiazane z pojeciem konturow zanurzania, ktore
stanowia ich graficzne uzupehienie. Okreslenie konturéw zanurzania oraz metoda
ich wyznaczania przedstawione zostalty m. in w pracy Ruts i Rousseeuw [1996].

WYKORZYSTANIE ZANURZANIA W REGRESJI LINIOWE]J

Analiza regresji zajmuje si¢ opisywaniem zalezno$ci pomigdzy zmiennymi.
Konstruowane sa modele, ktore ilosciowo opisuja zwiazki pomigdzy tymi
zmiennymi. Pozwalaja one na analizg struktury zalezno$ci, znaczenia czynnika
losowego oraz umozliwia prognozowanie. Réwnaniem regresji nazywamy
robwnanie opisujace zwiazek pomigdzy zmiennymi z uwzglednieniem
wystepowania sktadnika losowego.

Rozpatrzymy zbior dwuwymiarowy ze wzgledu na dwie zmienne X 1 Y,
o ktorych wiadomo, ze zmienna X wywiera trwaly wplyw na zmienng Y.
Szacujemy rownanie regresji liniowej dla zaobserwowanych w probie warto$ci
badanych zmiennych. Oszacowanie funkcji regresji liniowej Y wzgledem X
przedstawia rownanie

v, =ax,+b,

gdzie:
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¥, - teoretyczne wartosci funkcji regresji odpowiadajace danemu poziomowi
realizacji zmiennej X,

X; - zaobserwowane w probie realizacje zmiennej objasniajacej X,

a,b - oceny parametrow funkcji regresji Y od X, przy czym a jest ocena
wspodtczynnika regresji liniowej, b - ocena wyrazu wolnego.

Reszty modelu réwnania regresji bedace rdznica pomigdzy rzeczywistymi
warto§ciami y, i odpowiadajacymi im warto$ciami teoretycznymi p, wyznaczane
sa wedhug wzoru

&=y~

Niech P’ ={(x,,», )i =12,..,n}C R* bedzie proba dwuwymiarowa
o liczebnosci n oraz niech p, =ax,+b bedzie roéwnaniem regresji dwoch

1 ] 2 . ..
zmiennych, oszacowanym dla zaobserwowanych w probie P~ realizacji

zmiennych X 1Y.

Estymacja parametréw rownania regresji jest postgpowaniem majacym na
celu znalezienie ocen parametréw strukturalnych na podstawie danych z proby. Do
tego celu wykorzystuje si¢ zazwyczaj Klasyczna Metode Najmniejszych
Kwadratow, ktora pozwala na znalezienie takich ocen tych parametréw, ze suma
kwadratow odchylen pomigdzy rzeczywistymi i teoretycznymi warto$ciami
zmiennej objasnianej jest najmniejsza. Estymacja parametrow liniowej funkcji
regresji polega na znalezieniu takich wartosci dla ich ocen, zeby model regresji byt
jak najlepiej dopasowany do danych empirycznych. W celu okreslenia jakosci
dopasowania funkcji regresji do tych danych wykorzysta¢ mozna na przyktad takie
miary jak: wariancj¢ resztowa, odchylenie standardowe reszt, wspotczynnik
zmienno$ci losowej lub wspdlczynnik determinacji. Do oceny jakosci ocen
parametrow strukturalnych ~ stuza ~ odpowiednie  testy statystyczne.
W analizie liniowej funkcji regresji reszty tworza rozktad empiryczny, ktérego
rozpoznanie jest mozliwe po oszacowaniu parametréw strukturalnych tej funkcji.
Poprawnie skonstruowany model funkcji regresji, poza wysokim stopniem
odzwierciedlania warto$ci empirycznych, powinien réwniez charakteryzowac sig
pewnymi pozadanymi wilasno$ciami rozktadu reszt (np. statoscia wariancji lub
zgodnoscia z rozktadem normalnym sktadnika losowego). Badanie losowosci reszt
ma na celu weryfikacj¢ hipotezy o trafnosci doboru postaci analitycznej rownania
regresji. Nalezy zatem sprawdzi¢, czy funkcja regresji liniowej trafnie opisuje
zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi X i Y. Idea testu serii, ktéry moze by¢
wykorzystywany w tym celu, uwzglednia znaki reszt réwnania regresji. Jezeli
kolejno wedhug rosnacych wartos$ci zmiennej objasniajacej nastepuja dos¢ diugie
ciagi reszt, zlozone wylacznie z warto$ci o tych samych znakach (serie reszt),
oznacza to, ze reszty maja charakter nielosowy. Mala liczba serii odpowiada



206 Malgorzata Kobylinska

sytuaciji, w ktorej punkty empiryczne nie uktadaja si¢
w sposob losowy ponizej i powyzej prostej regresji [patrz np. Goryl i in. 2007 lub
Luszniewicz i Staby 2008].

Jezeli ocena dopasowania funkcji regresji do danych empirycznych budzi
watpliwosci, nalezy zbada¢ przyczyny tego stanu rzeczy. Powodem moze by¢ na
przyktad wystgpowanie obserwacji nietypowych w danym zbiorze danych lub
niewtasciwa posta¢ analityczna réwnania regresji.

W pracy zaproponowana zostanie metoda wyznaczania zanurzania
rownania regresji w probie dwuwymiarowej, ktora moze by¢ wykorzystywana
w celu zbadania poprawnosci doboru liniowej funkcji regresji do danych
empirycznych.

Okreslenie funkcji, ktéra jest niedopasowana do danych empirycznych
zbioru dwuwymiarowego podaje definicja.

Definicja 2. Funkcje liniowa y =ax+b nazywamy niedopasowana do
danych empirycznych zbioru dwuwymiarowego, jezeli dla kazdego x; istnieje
liczba rzeczywista U, =0 taka, ze dla kazdego x; # ¥ zachodzi

e <0

X <v.e>0 >0

dla kazdego dla kazdego i

lub

e >0 <viq<0 >0

dla kazdego i dla kazdego i
Definicja 3. Zanurzaniem funkcji regresji rzan($,,P’) w zbiorze
dwuwymiarowym Pn2 nazywamy najmniejsza liczbg obserwacji tego zbioru, ktore

nalezy z niego usunaé, zeby prosta regresji stala si¢ niedopasowana do danych
empirycznych.

Zgodnie z definicja 2 zanurzanie regresji liniowej nie uwzglednia warto$ci
reszty tylko jej znak.

Dla zbioru P maksymalna warto$¢ zanurzania funkcji regresji spetnia

nieroOwnos¢

max rzan($,, P’) > (g—l , 2

gdzie ’_A—‘ jest czgscia catkowita liczby 4. Warto$¢ zanurzania bedzie réwna n,

jezeli wszystkie punkty Ef beda lezaty na tej prostej. Mozna przyjaé, ze jezeli
wartos¢ zanurzania funkcji regresji liniowej w Pn2 bedzie wigksza lub réwna (%—l ,

to funkcja liniowa trafnie opisuje zalezno$¢ pomigdzy badanymi zmiennymi. Jezeli
zbior Pn2 spetnia warunek zbioru ogdlnie pozytywnego, to maksymalna wartos¢
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o S n+2 L. . .
zanurzania jest nie wigksza od IVT—I Wiasnosci dotyczace zanurzania funkcji

regresji w zbiorach dwuwymiarowych i wielowymiarowych zostaly szczegoétowo
oméwione miedzy innymi w pracy Rousseeuw i Hubert 1998.

Algorytm obliczania zanurzania funkcji regresji liniowej w zbiorze
dwuwymiarowym obejmuje nastgpujace kroki [Huber i Rousseeuw 1998]:

Krok 1. Dokonujemy porzadkowania obserwacji zbioru dwuwymiarowego

P} wzgledem wartoéci x, takich, ze x,<x,<..<x _ <x , dla
kazdegoi =1,2,...,n.
Krok 2. Wyznaczamy liczebnoéci zbioréw L™ (v), L (v), R*(v), R™ (V)
jako
L'() =#{i;x, <vir >0}, L' (v)=#{i;x, <vir <0}
R*(v)=#{i;x, >vir >0}, R (v)=#{i;x, >vir <0}
gdzie U jest pewna liczba rzeczywista,
Krok 3. Obliczamy warto$¢ zanurzania regresji liniowej w zbiorze Pn2

zgodnie z wzorem
rzan(3$,,P?) = min(min{L (0) + R"(v), L’ (0) + R () )
v

Na wykresie korelacyjnym (Rys.1) umieszczono dwie funkcje liniowe

Y,, Y,oraz prosta regresji ), oszacowang dla danych zbioru dwuwymiarowego
2

B

Zauwazy¢ mozna, ze funkcje ), oraz y, sa niedopasowane do danych
empirycznych Plf) . Istnieja liczby rzeczywiste X =), ; X =, takie, ze w wyniku

obrotu tych funkcji do pozycji pionowej wzgledem osi X, odpowiednio dookota
punktow A i B, proste te nie przejda przez zaden punkt Pl(z) Spostrzec mozna, ze

poprzez usuniecie obserwacji 5, 6 i 10 funkcja regresji y, stanie si¢ funkcja
niedopasowana do danych empirycznych zbioru, czyli 7zan( y3,P£) = 3. Zgodnie

z wzorem (2), maksymalna warto$¢ zanurzania funkcji regresji w zbiorze Plf, jest
wigksza lub rowna 3, czyli posta¢ liniowa funkcji regresji zostala dobrana
poprawnie Badajac losowo$¢ reszt testem serii otrzymujemy liczbe serii rowna 4,
wartoéci krytyczne odczytane z tablic rozktadu serii dla « =0,05 wynosza

odpowiednio 2 i 7. Nie ma wigc podstaw do odrzucenia hipotezy gloszacej, ze
reszty modelu funkcji regresji liniowej maja charakter losowy.
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Rysunek 1. Wykres korelacyjny Plé z dwiema funkcja niedopasowanymi do tego zbioru

oraz funkcja regresji oszacowana dla obserwacji Plf)

40

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie [Hubert i Rousseeuw, 1998]
PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono metod¢ wyznaczania zanurzania regresji liniowej
w probie dwuwymiarowej. Moze by¢ ona wykorzystywana w celu zbadania
dopasowania tej funkcji do danych empirycznych, przy czym wyzsze wartosci
zanurzania $wiadcza o lepszym jej dopasowaniu. Przyporzadkowanie danym
funkcjom liniowym odpowiadajacych im wartosci zanurzania pozwala na
dokonanie rangowania tych funkcji wzgledem ich dopasowania do rozwazanych
danych. Linia niedopasowana do danych empirycznych nigdy nie przechodzi przez
zadna obserwacj¢ danego zbioru, poniewaz zgodnie z definicja 2 wszystkie
sktadniki resztowe sa S$cisle dodatnie lub $cisle ujemne. Funkcja liniowa
przechodzaca przez k obserwacji zbioru dwuwymiarowego ma warto$¢ zanurzania
co najmniej k.

Zanurzanie regresji liniowej, jak wynika z definicji 2, uwzglednia tylko znak
reszty. Mozna oczekiwaé, ze wysoka warto$§¢ zanurzania moze wystapi¢ przy
niskiej warto$ci wspolczynnika determinacji. Gorsze dopasowanie funkcji regresji
do danych empirycznych moze by¢ konsekwencja wykorzystania do budowy tej
funkcji danych zawierajacych obserwacje nietypowe. Obserwacje te zmieniaja
1 wypaczaja charakter zalezno$ci miedzy badanymi zmiennymi, dlatego waznym
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zagadnieniem badawczym jest ich wykrycie i eliminacja we wstgpnej analizie
danych [patrz.np. Pawelek i Zelias 1996].

Zakres tego dziatu statystyki jest dos¢ szeroki, w zwiazku z tym trudno byto
omowic¢ wigcej problemow natury metodologicznej jak i empirycznej. Zasadnicza
kwestia jest opracowanie efektywnego algorytmu numerycznego wyznaczania
zanurzania funkcji regresji w zbiorach dwumiarowych i wielowymiarowych.
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DEPTH IN LINEAR REGRESSION

Abstract: The notion of observation depth in multidimensional samples
introduced by Tukey [Tukey 1975] has become a new tool for data analysis.
Applying the measure of observation depth in the sample the difficulties
related to organisation of multidimensional observation are overcome. The
notion of data depth has been developed extensively by many researchers
from the perspective of its suitability for statistical description of single-
dimensional and multidimensional data. In the subject literature different
criteria and methods for determining the observation depth in the sample can
be found. The paper presents the definition of the observation depth in the
sample and the related notions. The application of depth in linear regression
for a two-dimensional case was presented.

Key words: depth of the observation in a sample, linear regression function
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