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Streszczenie: Zjawiska okresowe — w szczegodlnosci sezonowe, proponuje si¢
opisywa¢ pierwszymi wyrazami rozwinigcia funkcji okresowej w szereg
Fouriera. Bedziemy si¢ zajmowac takimi zjawiskami, ktorych liczby je
opisujace y, daje si¢ rozlozy¢ na trzy skfadowe: tendencjg rozwojowa f(¢),
sktadnik okresowy (w szczeg6lnosci sezonowy) z(f) i sktadnik losowy E,.

Zapisujemy ten fakt nastgpujaco:
y=fO+z(O)+E, dla t=12,..n

Parametry trendu f(f) mogacego mieé rdzna posta¢ analityczna,
wyznaczamy metoda Srednich. Uzyskane nowe punkty empiryczne (z,z,)
opisujemy modelem wahan okresowych w postaci sumy harmonik

J
z, =8+ Z A sin(rwt+6.)—-E,, gdzie w=2x/T. Oszacowanie
r=1

parametrow tego modelu metoda najmniejszych kwadratow ma postaé:

§= 1 z,; 67, = arctg[z z, cos(rwt) /Z z, sin(rwt)];
t=1 t=1
A = —(cos 6. -Zzt sin(rwt) +sin 6. -Zz, cos(rwt)j dla r=12,...,;<T/2.
n =1 =1

Beda przytoczone przyktady zastosowan.

Stowa kluczowe: szereg Fouriera, harmoniki, metoda najmniejszych
kwadratow.



Estymacja parametréw szeregu Fouriera ... 323

WSTEP

Badajac pewne zjawisko, dysponujemy zwykle ciagiem obserwacji (z,y,)
dla r=1,2,...,n. Nie znamy jednak funkcji f(#) opisujacej to zjawisko. Zalézmy
przy tym, ze zjawisko jest ciagle, a wigc funkcje¢ f(¢) nieskonczona ilo§¢ razy

(n
rézniczkowalna mozemy rozwina¢ w szereg Maclaurina: f(¢) = Z J (0)
i n!
opisu tego zjawiska mozemy wykorzysta¢ wielomian odpowiedniego stopnia.
Estymacje parametrow wielomianu metoda najmniejszych kwadratow opanowano,
podaje si¢ bledy poszczegdlnych parametrow i dopasowanie modelu do danych
empirycznych. Ten najprostszy model opisu jest dopracowany do konca. Niestety,
tak jak wiele innych modeli monotonicznych, nie rozwiazuje zjawisk okresowych
w szczegdlnosci sezonowych. Funkcje okresowe proponujemy rozwijaé w szereg
Fouriera, oszacowac jego pierwsze parametry metoda najmniejszych kwadratow
1 do aproksymacji punktow (¢,y,) bra¢ taki wielomian trygonometryczny, ktory
zapewni dobre dopasowanie modelu — podobnie jak przy wielomianach
algebraicznych. Podstawy teoretyczne tego postepowania sa nastgpujace.

ESTYMACJA PARAMETROW SUMY HARMONIK

Jezeli funkcja f(¢) spelnia w przedziale <0;7 > warunki Dirichleta,
aponadto jest okresowa f(¢)=f(+T) to jest rozwijalna w szereg

trygonometryczny Fouriera f(¢)= % + Z (a, cosnwt +b, sinnwt) dla kazdego ¢.

n=1
Szeregowi Fouriera nadamy wygodniejsza w estymacji posta¢ analityczna
(wygodniejsza w postugiwaniu si¢ nim):

(t)—s+zwla +b, \/7cosnwt+%sinnwt =
a, +b;

=s+ iAn (sin@, - cosnwt + cos 6, -sinnwt ) =

n=1
=s+iAn sin (6, + nwt), gdzie w=27z/T.
n=1

Bedziemy zajmowac si¢ takimi procesami, ktorych liczby je opisujace y,
daje si¢ roztozy¢ na trzy sktadowe: tendencje rozwojowa (trend) f'(¢), sktadnik
okresowy (w szczegolnosci sezonowy) z(¢) 1 sktadnik losowy E,. Zapiszemy ten

fakt nastepujaco:
y,=f®+z@)+E dla t=12,...,n. (1)
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Nalezy podkresli¢, ze ten sposdb interpretowania opiera si¢ na zatozeniu, ze
wymienione sktadowe szeregu czasowego sa wynikiem dzialania trzech r6znych
kompleksow przyczyn dziatajacych niezaleznie. Majac ciag punktow
empirycznych (¢,y,) dla t=12,...,n obrazujacych przebieg badanego zjawiska
potrafimy wyznaczy¢ tendencje rozwojowa f(¢) . Najwygodniej jest estymowac
jej parametry metoda $rednich. Te zerowa sumg liczb dodatnich i ujemnych

z,=y, - f()-E )
opiszemy modelem wahan okresowych w postaci sumy harmonik:

J
z,=s+ ) Asin(wi+6,)-E, dla 1=12,.,n (3)
r=1
Parametry harmonik estymujemy klasyczna metoda najmniejszych kwadratow, z
(3) otrzymujemy:

. 2

n n J

G(s,4,,6,,w)=Y E' = Z[z, —s— Y A sin(rwt + er)} = (min) 4)
t=1 t=1 r=1

Warunkiem koniecznym istnienia minimum funkcji G (wlasciwie najmniejszej jej

wartosci) jest zerowanie si¢ jej pochodnych czastkowych. Dlatego

JG = 22{2, —-5— iAr sin(rwt + Br)}(—l) =0;

0s t=1

n J
96 Z[ ZAr sin(rwt+6r)][—sin(rwt+9r)] =0 dlar=12,...,J;

=2> 1z —s~—
t=1 r=1
n J
EY R ZZ{zt —S—ZAV sin(rwt+6’y)][—Ar cos(rwt +6,)]=0 dlar=12,...,;
t=1 r=

1
F 23|z, —s— A sin(lwt +6,) — A, sin(Qwt +6,) == 4, sin(jwt +6,) |
w =1 !
[ =4, cos(lrwt +6,) -1 = 4, cos(2wt +6,)- 2t —---= A, cos(jwt +6,)- jt | = 0.
Wykonujac uproszczenia, mnozenia, uwzgledniajac wszystkie interesujace nas

zmienne, otrzymujemy tzw. uklad réwnan normalnych odpowiadajacy
wprowadzonemu modelowi (3):
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(©)

1=t =i 1=1

(g +10)s00'n P+ o+ (g + 116)500 2T - e + (g +2g)s00 ' - o+

=1 =7 1=
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Uktad rownan (5) jest bardzo skomplikowany. Jego rozwiazywanie rozpoczniemy
od przeksztalcen 1 uproszczen wystepujacych w nim sum, oraz zakladamy
znajomos$¢ T bedaca liczba naturalna. Korzystamy z J.M. Ryzyk i J.S. Gradsztejn
— Tablice catek, sum, szeregow i iloczynow. PWN Warszawa 1964, s. 39 wzor
1.342.

o3 .on+l . z +1
1°Zs1nkx=smn xsm%cosecf; 2° Zcoskxzcosn
k=1 k=0
Obliczamy
S, = Zsin(kwt +6,)=cosb, - Zsinkwt +sing, - Zcoskwt =
t=1 t=1 t=1

n+l

. NXx X
xsin—-cosec—+1.
2 2

=cos6, -(sin kw-sin%kw-cosec%]+

+sin 6, -(cosnTka-singkw-cosec%j: (6)

fw (sinM -cos @, +cos

. n
=sin——-cosec—
2 2

M-sin@j=
2

=sin%-cosec%-sin{@+ﬁk} dla £=12,...,;.

Nie tylko obliczylismy warto$¢ tego typu sum, ale widzimy, ze przy n=mT (tzn.,
gdy liczba wyrazoéw szeregu czasowego wykorzystywana przy estymacji modelu
jest wielokrotno$cia znanego okresu opisywanego procesu), wtedy

nkw mT -k -27

sin =sin =sin(mkr)=0 7
5 7 (mk) (7)
kw 1 1
oraz  cosec— = T or - & #oo dla k<T. (8)
sin—— sin—zx
2-T T

Wnhioskujemy z tych rozwazan, ze przy n=mT idla j<T sumy S, sa rowne
zeru. Podobnie przy n=mT

S, = ZCos(kwt +6,)=cos0, - Zcoskwl —sing, - Zsinkwt =
t=1 t=1

)
. nkw kw (n+Dkw
=sin——-cosec—-cos| ————+ 0,
2 2
i przy restrykcji k < T sa rowniez rowne zeru.
Wiemy, ze sina+sinf=2sin a;'gcos a;ﬂ . Jezeli a;ﬂ =kwt+6, 1

a-p

E P rwt+6, to
2
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a=kwt+rwt+6, +6. =(k+rywt+(6,+6.); f=(k-r)wt+(6,-6.).

S, =Y sin(kwt +6,)-cos(rwt +6,) = %Zsin[(k +rywt+(0, +6,)]+
t=1 t=1
+12sin[(k —r)wt+(0, —6.)]= %cos(@k +6) -%ZSin(k +r)wt +
1 t=1 ) 1 nt:l (10)
+5sin(<9k +6.)- Zcos(k +rywt + Ecos(ﬁk -6)- Zsin(k —rywt+
t=1

t=1

+%sin(¢9k —6,)- Y cos(k —rywt.
t=1
Korzystajac ze wzoru (1.342) w pracy przytoczonej wczesniej, otrzymujemy:
(n+Dwk+r) . nwlk+7r) w(k+r)
-sin -cosec +

S, = %cos(ﬁk +6.)-sin

(n+ l)v;/(k +r) sin nw(k +r) . cosec w(k+7r) N
(n+Dwk—r) sin nw(k —r) - cosec wlk—r) N

+%sin(l9k +6.)-cos

+%cos(0k —-6))-sin

+%sin(19k —-6.)-cos (n+ Dw(k = r) -sin nwik —r) -Co ecM =

! .n—nw(k ) -cosec wik+r) 'sin[(n * l)v;(k *r) +(6, + 6’)} +

+lsinM -cosec wk=r), sin (n +Dwik = r) +(6,-06) |

2 2 2
Gdy n=mT, tzn. liczebno§¢ punktdw empirycznych jest naturalng
wielokrotnoscia okresu procesu, wtedy:

sin nw(k +r) =sin mT(k+r) 270 =sin(k+rymr =0, podobnie

innw(k—}")zsian(k_r) 2_7[:Sin(k_r)m7[=0,

s
Jesliponadto k<T/2 1 r<T/21ik#r,to

sinM=sin¥7z¢0, oraz sinw(k_r):sin(k;r) 2”:sink_r

Dlatego przy wprowadzonych restrykcjach (j <7 /2) sumy S, =0.

#0.

Przy k =r otrzymujemy:
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S, Zsm(rwt +0.)cos(rwt +6,) = Zsm(2rwt +20)) =

t=1 tl

1 . 1.
= Ecos 20, - 251n2rwt + Esm 20, - Z cos2rwt =
t=1 t=1
= lcos 20, -sin (n+ 2w -sin nan cosec 2 +
2 2 2 2

+%sin 20, -cos (nt ;)%W -sin n2n cosec 2;W =

1. .
= sinnrw: sin[(n+1)rw+26,]-cosecrw=0—S,, =0.
Z rdznicy cosinusow wnioskujemy:

S, Zs1n(kwt+l9)sm(rwt+t9)— Zcos (k—rywt+(6, —6,)]+

t=1 tl

——Zcos (k+rywt + (6, +0)]=—cos(0 -0)- ZCOS(k rywt +

(1D
——sm(e -0)- Zsm(k rywt —%cos(ﬁ +6.)- Zcos(k +r)wt +
t=1
—sm(H +6)- Zsm(k + rywt.
t=1
Korzystajac ze wzoru (1.342) w pracy [2] otrzymujemy:
S, = lcos(ﬁk —0.)-cos (nt Dw(k=r), sin n(k—rw, cosec (k= rjw +
2 2 2
—lsm(ﬁ ~0)-s (n+1)(k r)w . n(k_r)w-cosec (k—r)w+
2 2 2
—%cos(ﬁk +6.)-cos (n + D(k + r)w -sin n(k ; ryw -COS ecM +
(12)

+;sm(¢9 +6.)s
lein—n(k—r)w cose c( — )W {(n+1)(k—r)w+(0k —Hr)}-
2 2 2

1 i nk+ryw cosec (k+rw cos[(n + 1)(2k +rw

(n +1)(k+ r)w . n(k +r)w cosec (k+rw _
2

+(49k+'9r)}.

Gdy n=mT; k,r,me N 1 k#r,wtedy:
sin n(k;r)w —sin mT(lzc -r) 2w

=sin(k—r)mz =0 oraz
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inn(k+r)w:Sian(k+r)2_7[

s T =sin(k+r)ymr=0. JeSli ponadto k<T/2

2
1r<T/2 to sin(k_r)w=sin(k;r)2%=sinmﬂ;ﬁ0 1
sin(k-‘r—r)vvzsinmz_ﬂ-:sinMﬂ'¢o.

2
Udowodniono wigc, ze przy wprowadzonych zatozeniach S, =0.
Przy k =r otrzymujemy:

S, =Y sin’ (rwi +6,) =3 ‘COS(z’;W’ +26,) _
t=1 t=1

= % - %Z cos(2rwt +26.) = g - %Ecos 20 - Zcos2rwt —sin26. - Z sianWtJ =
t=1

t=1 t=1

+1)2 . n2 :
(n )rW~smn2rW~cosec ;W—sm26r~

_n_1 cos20. -cos
2 2

. (m+D2rw . n2rw 2rw) n 1 .
-sin -sin -cosec— | =———sin(nrw)-cosec(rw)-
2 2 2 2 2

-cos[(n +1Drw+ 20},] = %

Udowodniono, ze przy n=mT i k,r<T/2 (czyli j<T/2)
0 dla k=#r,
4:{;1/2 dla  k=r. (13)
Uklad réwnan normalnych (5) dla sumy harmonik przy znanym 7, gdy
w=2x/T, n=mT, r=12,...,j<T/2 przyjmuje postac:

§on+A-0+4,-044-04..+4,-0=)z

t=1

“>
(=)
+
N
S
+
N
S
+
o

n n
0+...+4;,-0=cos, ~Zzl coslwrt —sing, -Zz, sin Lt
t=1 t=1

©>
(=)
+

'

[ 0+4,-0+4,-0+...+4,-0=cos6, - > z,cos2ibt —sin6, - > z,sin 21t
t=1

t=1

(14)

1-0+A2-0+A3~0+...+1aj-0=c0s91-Zz,cosjﬁ/t—sinﬂl-Zz,sinjﬁ/t
t=1 t=1

©>
(=)
+
N
\
+
o
(=)
+
S

n n
0+...+4;-0=cos, 'ZZ[ sinlwt + sin 6, -Zz, cos 1wt
1=1 t=1
~ n n
+4;-0+...+ 4,-0=cos6, ~ZZ, sin2wt +sin 6, -ZZ, cos 2wt
t=1 t=1

o o o noon N PN . N LA
- L-0+...+ j-Ezcosﬁj-ZZ,sm]wt+s1nﬁj-Zz,cospvt
t=1

©>
(=)
+
S
S
+
LN
S
+
N

t=1
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Przy obecnej sprawozdawczosci, te dodatkowe restrykcje na dane empiryczne
upraszajace zasadniczo uktad rownan normalnych (5) nie sa bardzo uciazliwe.
Z uktadu (14) wyznaczamy oszacowanie poszukiwanych parametréw modelu (3):

§= %Zz,; 0 = arctg(zllzt cos(n‘vz)/ Z z, sin(mﬁn‘)j (15)
= = =

~ 2 AN . . \ .
A =—(cost9r 'ZZ; sin(rwt) +sin 6, 'ZZ[ cos(rwt)] dla r=12,...,j<T/2.
n

t=1 t=1
Wzory (15) sa przydatne szczegoélnie przy opisie zmienno$ci sezonowej, znamy
bowiem wtedy 7. Dla obserwacji miesigcznych w=27z/T =27/12=7/6, dla

kwartalnych w=27z/4=7x/2. W przypadku jednej harmoniki zastosowano je
w pracy [Smolik, 1995].

Przyklad

Wartos$ci kwartalnych przychodow operacyjnych (w tys. zl) pewnego biura
turystycznego w latach 1995-2000 ksztaltowaly si¢ nastgpujaco:

Kwartal
Rok 1 2 3 4 z
1995 82 98 120 114 414
1996 99 109 127 121 456
1997 110 121 140 134 505
1998 120 135 159 147 561
1999 132 142 162 149 585
2000 140 156 176 154 626
3 683 761 884 819 3147

Przyktad ten rozwiazano w ksiazce [Zelias, 2004] s. 104.
My opracujemy go inaczej, stosujac wprowadzona wczesniej teorig. Wyznaczymy
trend liniowy i sezonowos$¢ opiszemy harmonika.

. -7 _12.5.

ffzbo_i_bl_t_l_gf%bl=c0v(t,y)=zfy,2 _Zy,=42609 12,5:3147 o
var(fy  .P=7-)t  4900-12,5-300

by =y —b T =131,125-2,845-12,5=95,56. Czyli

f(t)=2,845-1+95,56; z(t)=y,— f(¥). (16)
Na wyznaczonych punktach (7,z,) dla ¢=1,2,...,24 opisujemy harmonike

z, =s+ Asin(wt + 0) + ¢, zgodnie z wzorami (15), przyjmujac

w=2xm/T=2r/4=m/2 (dane kwartalne). §=lZZ, =-0,795/24=-0,033=0;
n

A

0= arczg(Zz, cos ot/ D zsin mj = arctg[23,86/(~166,005)] = 0,143 ;
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A =%(cosé-22t sinv"vt+siné'22t cosv?/t) =-13,98 =-14,0.
n

Ostatecznie przyjmujemy model:

$(t) = 2,845-t+95,6—14,0sin(§t—0,143j wtys. zl, dla r=12,... (17)
Jego dopasowanie do danych empirycznych jest nastgpujace: wspodtczynnik
zbieznosci ¢ =) (y, - )3,)2/ D (y,—¥)* =324,3507/11998,625=0,027 .  Wspdtczynnik
determinacji R* =1- ¢’ =0,973 — wyznaczony model thumaczy 97,3% zmiennosci
Y ; jest to dobry model. Prognoza kwartalnych przychodéw operacyjnych w
2001 r. (w tys. zt) ma postaé: p(25)=152,87; p(26)=167,57; $(27)=186,27;
y(28)=177,26 . Rozni sig od podanej w ksiazce [Zelias, 2004] s. 107.

Graficzny obraz tego zdarzenia zamieszczono na rys. 1.

Rys. 1. Wartosci kwartalnych przychodow operacyjnych w latach 1995-2000

FIEY = 2,845 5 + 55,5 ~ 1usm{§: - 0,143)
- Model =z, = s+ Asinlwet+68)+E, dla (5,3 proy w=2WT , gdzie T jest ckxesan, whedy:
B = aret [%z‘_coam i aim'u:l
ar ¢ =4 /1?: e n
t==1 g dnwt inf.> = cuswt:l
Goa = Ty & + 8 E £

o MaysxT

, przy n= kP,

20
I3
Hr P
o 121

w0l
1888 120 1135 159 147
n 1559 132 12 1BE 149
2000 150 156 176 154

20 || Frognozs

1955 1996 1997 | 1398 . 1999 | 2000 |
[ L i ] 1 1 i 1 1 1 1 2 1 1
1 2 i 5 [ F 8 3 1 M 412 1% M 15 6 17 16 A% 20 2% 2: i3 A &

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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HOW TO ESTIMATE FOURIER SERIES PARAMETERS
AND TO USE THEM IN PRACTICE

Abstract: Proposed is identification of a periodical phenomenon - that
of seasonal character in particular - by means of the first terms of its
periodical function expanded into Fourier series. We will operate over those

phenomena where values y, employed to identify them can be factorised
into three components: a development trend f(¢), a periodical component
(that of seasonal character in particular) z(#) and a random component E,.
Such an event can be identified in the following way:

yv=f®O+z®)+E dla t=12,...,n.

The parameters of the trend f(¢#) of any analytical form can be determined
by using the mean value theorem. The determined new analytical points
(¢,z,) we identify by means of a periodical variation model in its harmonic
sum form

J
z, =5+ A sin(wt+6,)-E,, gdzie w=27x/T.

r=1

Estimation of the model parameters made with the use of the method of least
squares has the following form:

1 A

§==) z,; 6 = arctg[z z, cos(rwt) /z z, sin(rwt)];
=1 (=1

A :g(cosér ~Zzl sin(rwt)+siné, 'ZZ, cos(rwt)j dla r=12,...,j<T/2.
n =1

t=1

Application examples are presented.

Key words: Fourier series, harmonics, method of least squares.
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