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Streszczenie: Artykul przedstawia podstawowe pojgcia teoretyczne
i sformutowania lezace upodstaw wielowymiarowej metody Newtona
konstruowania przyblizonych rozwigzan uktadu réwnan nieliniowych,
auzytej w pracach [Strasburger i inni (2009), Strasburger i inni (2011)] dla
modelowania pewnych aspektow teorii konsumpcji. Metoda ta korzysta
ze stosunkowo prostych poje¢ matematycznych i stanowi bardzo elastyczne
narzedzie zaré6wno do rozwazan teoretycznych jak i obliczen numerycznych.
Metoda ta z pewnoS$cia zastuguje na to, by by¢ lepiej znana w spotecznosci
ekonomistow matematycznych.

Stowa Kkluczowe: wielowymiarowa metoda Newtona, metoda kolejnych
przyblizen, aproksymacja numeryczna.

WSTEP

W opublikowanych niedawno dwoch pracach [Strasburger i in. 2009,
Strasburger i in. 2011] jeden z autoréw (A.S.) razem z A.Zembrzuskim
przedstawili numeryczne symulacje pewnych zagadnien teorii konsumpcji, oparte
na wykorzystaniu wielowymiarowej metody Newtona rozwigzywania réwnan
nieliniowych. Jednakze w pracach tych nacisk byl potozony na procedure
obliczeniowa, natomiast teoretyczne podstawy samej metody Newtona nie zostaly
tam omowione. Obecny artykul ma charakter przegladowy i jego zamierzeniem
jest opisanie podstaw tej metody i przedstawienie warunkéw umozliwiajacych jej
zastosowanie.
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Metoda Newtona (nazywana czasami metoda Newtona-Raphsona) polega na
konstruowaniu przyblizonych rozwiazan rownania f(x) =0, gdzie f(x) jest
zadana funkcja jednej zmiennej, algebraiczna lub nawet transcendentna. Metoda ta
jest podawana w wigkszo$ci podrecznikéw analizy matematycznej. Pomimo ze jest
ona wzglednie prostym zastosowaniem podstawowych idei analizy, jest ona
jednoczesnie metoda bardzo skuteczna i majaca wiele zastosowan. Mowiac

w skrocie, metoda polega na iteracyjnej konstrukcji ciagu (x,) przyblizen tego
pierwiastka za pomoca nastgpujacej procedury: w kazdym kroku konstrukcji
funkcje f(x) zastgpujemy przez jej liniowe przyblizenie / (x)=a,x+b, ze
srodkiem w punkciex, bedacym aktualnym przyblizeniem, a jako nastgpne
przyblizenie x,,, pierwiastka rownania f(x) =0, obieramy pierwiastek rownania
[ (x)=0.

Mowiac doktadniej, przypomnijmy, ze dla rézniczkowalnej funkcji f(x) jej

n+l

liniowe przyblizenie ze Srodkiem w punkcie x, dane jest wzorem
L(x)= 1)+ f'(x)(x—x,) Q)
gdzie f' oznacza pochodna funkcji f . Ciag kolejnych przyblizen rozwiazania
zadany jest przez wybor poczatkowej wartoSci x, za pomoca rekurencyjnej
formuty
1
X =X, —————f(x,) 2
' f'(x,)
Jest oczywiste, ze funkcja f musi spetnia¢ odpowiednie warunki, aby ciag iteracji
byt okreslony i zbiezny do pierwiastka rownania f(x) = 0. Mozliwych jest wiele
wyborow warunkow zapewniajacych t¢ zbiezno$¢ — podamy sformutowanie
zaczerpnigte z podrecznika [Walter 1992].

Twierdzenie 1 [Walter (1992)] Zalozmy, zZe funkcja [ jest okreslona
i trzykrotnie rozniczkowalna w sposob ciqgly na przedziale [a,b] osi rzeczywistej.

Jezeli pochodna f'(x) nie znika na przedziale [a,b] i pierwiastek & rownania
f(x)=0 jest zawarty wewnqtrz przedzialu [a,b], to ciqg iteracji (x,) jest
zbiezny do pierwiastka & niezaleznie od wyboru punktu poczqtkowego X,

z pewnego otoczenia punktu &.

Kwestig szczegolnej wagi, nie wspomniana w tym sformutowaniu, jest
wybor dopuszczalnej iteracji poczatkowej, gwarantujacy zbiezno$¢ ciagu iteracji.
Pézniej odniesiemy si¢ do tego problemu nieco szerze;j.
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Na zakonczenie tych wstepnych rozwazan dodajmy uwage o szybkiej
zbieznosci metody Newtona w poréwnaniu z innymi metodami przyblizonymi. Jest
to konsekwencja kwadratowego oszacowania dla btedu przyblizenia,

| E—x,., < const-| E~x,
ktore wynika po nieskomplikowanych rachunkach ze wzoru (2). Doktadnos¢,
o ktérej mowa, mozna zaobserwowaé na zataczonym rysunku, ktory przedstawia
kilka poczatkowych przyblizen pierwiastka rownania x° —2x —5 =0, ktore bylo
rozpatrywane przez samego Newtona w nieopublikowanym r¢kopisie datowanym
na 1669 r.

Rysunek 1 Ilustracja kolejnych przyblizen pierwiastka réwnania x° —2x—5=0

12

10

Zrédto: obliczenia wiasne w programie Mathematica ver. 5.0
WIELOWYMIAROWA METODA NEWTONA

Samo sformutowanie problemu w przypadku wielowymiarowym niewiele si¢ r6zni
od przypadku jednowymiarowego. Przy danym ukladzie & funkcji zaleznych
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od k zmiennych, @(xl,xz,...,xk), i=1,...,k, poszukiwany jest taki punkt
(X,X,,...,X; ), ze kazda z funkcji przyjmuje w tym punkcie wartosc 0,

(X, %y, %, )=0, i=12,...,k 3)

Uzycie w tym miejscu odpowiedniej terminologii, bazujacej na pojeciu

funkcji przyjmujacej wartosci w przestrzeni ¥, pozwala sformutowaé problem

w sposob  formalnie  identyczny, co wprzypadku jednowymiarowym.
Wprowadzmy w tym celu odwzorowanie (funkcj¢ o wartosciach wektorowych)

® : ¥ — ¥ zdefiniowane wzorem
¢1(x13x2a~--=xk) @ (x)
(I)(xl,xz,...,xk): : =l |,

¢k(xlix2""5xk) ¢k(x)

gdzie x =(x,,X,,..X,)

Wowcezas powiedzie¢, ze (X,X,,...,X;) jest wspolnym miejscem zerowym
uktadu réwnan (3) oznacza dokladnie tyle, co powiedzie¢, ze w tym punkcie
funkcja @ przyjmuje wartos¢ 0 (oczywiscie, tutaj 0 e ),

Szuka¢ pierwiastka czy punktu stalego?

Praktyczne zastosowania, szczegodlnie w problemach ekonomicznych,
prowadza czegsciej do zagadnienia wyznaczenia punktu statego odwzorowania niz
do problemu wyznaczenia pierwiastka réwnania. Z tego wzgledu Kkorzystniej
zastapi¢ problem poszukiwania pierwiastka roéwnania (uktadu réwnan) przez
rownowazny mu problem wyznaczania punktu stalego odpowiedniego
odwzorowania, tym bardziej, ze to podejscie stawia do dyspozycji pokazny zapas
efektywnych narzedzi wypracowanych w teorii punktow statych, w szczegdlnosci
tak dopasowanych do stosowania metod numerycznych, jak metoda kolejnych
przyblizen.

W dalszej dyskusji bedziemy uzywaé nastgpujacej terminologii
w odniesieniu do odwzorowania ® :U = U :

Punktem stalym @ nazywa sig taki punkt £€ U , ze ®(&)=¢.

Dla dowolnej liczby naturalnej n>1 n-krotne ztozenie @" =Podo..od
- -

odwzorowania @ nazywamy iteracja stopnia 7.

W teorii uktadow dynamicznych ciag x" o elementach okreSlonych
rekurencyjnie przez zadanie jakiego$ elementu poczatkowego x°€ U i przyjecie
x" =®(x"")=®"(x°) dla naturalnych n>1, nazywa si¢ orbita punktu x°—
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uzywana jest tez nazwa ciag iterowany o pierwszym elemencie (lub poczatkowe;j
iteracji) x°.
Bedziemy mowili, ze odwzorowanie® jest kontrakcja (odwzorowaniem
zblizajacym) ze wspotczynnikiem @, gdzie 1>a >0 jest stala, jesli dla
wszystkich punktéw x,y € U zachodzi nierownos¢

| @(x) - P(y) £ x—y]
Latwo zauwazy¢, ze dowolna kontrakcja nie moze mie¢ dwoch réznych punktéw
statych, a znane twierdzenie Banacha o odwzorowaniach zblizajacych podaje

warunek dostateczny istnienia punktu statego. Dla naszej analizy wystarczajacy
jest nastgpujacy szczegodlny przypadek tego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Niech U c ¥ bedzie zbiorem domknietym oraz
O :U — U kontrakcjq ze wspotczynnikiem o, 0 < a <1. W zbiorze U istnieje

doktadnie jeden punkt staty & odwzorowania ® i jest on granicq orbity dowolnego
punktu xeU, Inaczej mowiqc, dla dowolnego punktu eU ciqg iteracji
o elemencie poczqtkowym x° iwyrazach okreslonych zaleznosciq
n+l n
X" =d(x"), n=0l1,...

Jjest zbiezny do punktu statego & odwzorowania ® , limx" =& .

n—co
Szybkos¢ zbiegania ciqgu iteracji (x")do granicy mozna oszacowaé za pomocq
nierownosci
1
-

n+l

x"—x

x”—f‘s

S%‘xl - x'| &)

Wielowymiarowa metoda Newtona w pigulce

Przypomnijmy w tym miejscu elementy wspolczesnej notacji rachunku
rézniczkowego wielu zmiennych, ktéra sprawia, ze zapis metody Newtona
w przypadku wielowymiarowym prawie nie odbiega od sposobu zapisu
w przypadku jednowymiarowym.

Jesli  x=(x,x,,...,x,) jest wektorem przestrzeni k—wymiarowej,
(we wzorach zapisujemy wektory w postaci wektora kolumnowego) i @ :U — U
jest odwzorowaniem o ciagltych pochodnych czastkowych, to symbolem CI)'(x)
oznaczana jest pochodna (macierz Jacobiego pochodnych czastkowych
odwzorowania @ ). Stosujac dla pochodnych czastkowych skrotowe oznaczenie
99,
ox,

l

0,0,(x) ==L (x), gdzie i,j=12,....k,

zapisujemy pochodna odwzorowania @ w postaci nast¢pujacej macierzy
(macierzy Jacobiego)
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0, (x) ... 0,9,(x)
o= :

0,¢0,(x) ... 9,¢(x)

Dla oznaczenia iloczynu macierzy i wektora kolumnowego na ogdt nie
bedziemy uzywaé specjalnego symbolu, a jedynie w przypadkach watpliwych
bedziemy rozdziela¢ je kropka jako znakiem mnozenia. Je§li ®'(x) jest macierza

odwracalna, tj. det(®'(x))#0, to macierz do niej odwrotng oznaczamy
symbolem (®'(x))™".

Zatézmy teraz, ze pochodna @D'(x) jest odwracalna na zbiorze U .
Woéwczas odwzorowanie

¥ix x—(P'(x) " - D(x) (IN)

jest dobrze okreslone, a rownanie dla punktu stalego tego odwzorowania jest
rownowazne rownaniu ®(x) =0 dla pierwiastkow @D, czyli wspolnych miejsc
zerowych uktadu réwnan (3). W ten sposdb problem wyznaczenia pierwiastkow
uktadu nieliniowych rownan (3) zostaje sprowadzony do problemu wyznaczenia
punktow statych odwzorowania ¥ okreslonego powyze;.

Mozliwo$¢ zastosowania przedstawionego powyzej twierdzenia o punkcie
statym kontrakcji do rozwazanego problemu wyznaczenia pierwiastka rOwnania
®(x) =0 zalezy od dwoch czynnikow:

e wyboru niezmienniczej dziedziny dla odwzorowania ¥ ;

e wykazania dos$¢ przeciez restryktywnego zatozenia o zblizaniu dla ‘¥ .
Ten pierwszy wymaga okreslenia, dzigki umiejetnemu wyborowi lub odpowiedniej

konstrukcji, domknietego zbioru U C ¥ | takiego, ze¢ ¥ (U) < U, gdyz tylko
wtedy mozna uruchomi¢ procedur¢ rekurencyjng. Inaczej méwiac, przy takim
zatozeniu mozna w dowolnym kroku iteracji, wychodzac od skonstruowanego juz
n-tego elementu ciagu x", okre$li¢ nastepny element ciaggu wzorem
xn+l — \I;(xn) — xn _(q)'(xn))—l .CD(xn) )

Ten drugi warunek zalezy od analitycznych wlasno$ci odwzorowania @,
ktore sa niejako dane z gory w sformulowaniu zadania i ktorymi nie daje sig
manipulowa¢ — trzeba je przyja¢ ,,z dobrodziejstwem inwentarza”. W praktyce
rzadko si¢ zdarza, aby bez dodatkowych zabiegdw warunki te byly spetnione —
oba na raz, lub nawet jeden z nich. Dlatego dostgpne w literaturze przedmiotu
rezultaty dotyczace wielowymiarowej metody Newtona maja przewaznie lokalny
charakter 1 zapewniaja zbiezno$¢ ciagu Newtona jedynie pod warunkiem
odpowiedniego wyboru punktu poczatkowego ciagu iteracji. Dodatkowe
utrudnienie, szczegdlnie ze wzgledu na koszt numerycznych obliczen, przynosi

konieczno$¢ wyznaczania pochodnej ®'(x") przy kazdym kolejnym kroku
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iteracji. Dlatego czgsto stosuje si¢ tak zwana modyfikowanq metode Newtona,
w ktorej zastepuje sie we wzorze (IN) zalezna od punktu pochodng ®'(x) przez

stala macierz J = @'(X) rowna pochodnej obliczonej w odpowiednio dobranym

punkcie X . Przytoczymy tu sformulowanie oparte na dyskusji z monografii
[Walter 1992] i [Strang 1986].
Twierdzenie 3. Niech x€ U bedzie tak dobranym punktem, ze macierz

J =®'(X) jest odwracalna. Niech dalej odwzorowanie ¥ :x > x—J-®(x)

1
bedzie kontrakcjq ze wspotczynnikiem o = 5 w otwartej kuli K, (X)e U o Srodku

— . 1 _
w X i promieniu r. Jesli | J - ®(X)|< EI’, to odwzorowanie ® ma w kuli K, (X)

doktadnie Jeden pierwiastek £, Ciqg iteracyjny Newtona
M =Y(x")=x"-J - d(x"), n=01.2,...
Jjest dobrze okreslony dla dowolnego punktu poczqtkowego x° € K (X) izbiega do

pierwiastka & réwnania ®(x)=0, limx" =¢.
n—seo
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ON THEORETICAL FOUNDATIONS OF NEWTON’S METHOD
OF SOLVING NONLINEAR EQUATIONS

Abstract: The paper surveys basic theoretical concepts and formulations
underlying the multidimensional Newton’s method of constructing
approximate solutions to systems of nonlinear equations., which was used
in the papers [Strasburger et al. (2009), Strasburger et al. (2011)] for
modeling certain aspects of consumer’s theory. This method is based
on relatively simple mathematical concepts and is a very flexible tool for
both theoretical arguments as well as for numerical computations. It certainly
deserves to be better known in the community of mathematical economists.

Key words: multidimensional Newton’s method, method of successive
approximations, numerical approximations
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