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Streszczenie: Teoria regresji obejmuje zespot metod i narzedzi $cislego
opisu zalezno$ci wystepujacych migdzy rdéznego rodzaju zjawiskami.
Od wielu lat jest wykorzystywana do formutowania modeli ekonomicznych
i ekonometrycznych, jakkolwiek regresja jest tu rozumiana w roznoraki
sposob. Przedmiotem niniejszej pracy sa rozwazania na temat zastosowania
metod  ilosciowych ~w  modelowaniu  proceséw  ekonomicznych,
ze szczegdlnym uwzglednieniem zaleznos$ci zachodzacych migdzy nimi,
wyrazonymi zwigzkami regresyjnymi.

Stowa kluczowe: teoria regresji, regresja uogélniona

WSTEP

Jedna z wielu definicji ekonomii mowi, ze jest ona nauka obejmujaca
odkrywanie i formulowanie spotecznych praw dotyczacych dziatalnosci
gospodarczej i stosunkéw ekonomicznych'. Oznacza to, ze przedmiotem
zainteresowania ekonomii sg procesy, m.in.: produkcji, wymiany, podzialu
i spozycia. Aby moc je naukowo opisywac, bada¢ i analizowac potrzebne sa
definicje, narzedzia i odpowiednie metody.” Podstawowymi narzedziami

' Grudzewski W. M., Rostanowska-Plichcinska K. (1984) Mierzenie wielkosci i
wymiarowe modelowanie zjawisk oraz proceséw ekonomicznych, Zaktad Narodowy im.
Ossolinskich, Wydawnictwo Polskiej Akademii Nauk, Wroctaw - Warszawa - ... - £6dzZ,
str. 9.

? Falda B. (2010) Modelowanie dynamiczne proceséw ekonomicznych, Wydawnictwo
KUL, Lublin, str. 15-16.
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wykorzystywanymi w tym celu sa réoznego typu modele. W$rdd nich zasadnicza
grupg stanowia modele matematyczne i statystyczne, w tym modele regres;ji.

Termin ,,regresja” pojawit si¢ po raz pierwszy w XIX wieku. Zostat on uzyty
przez F. Galtona (1822 - 1911) do opisu zwigzkéw zachodzacych w procesie
dziedziczenia.> Z czasem metody i techniki regresji znalazly zastosowanie
w roznych dziedzinach nauki, w tym w ekonomii, do opisu ksztattowania sig
poziomu pewnego zjawiska w czasie lub do opisu zaleznos$ci zachodzacych migdzy
badanymi wielko$ciami. Analiza regresji skupila si¢ na estymacji parametrow
robwnania teoretycznego regresji, ktore w sposob dokladny potrafi odwzorowac
istniejacy zwiazek miedzy rozwazanymi procesami lub zjawiskami. Na gruncie
ekonomii rozw6j metod regresyjnych dokonat si¢ w obrgbie ekonometrii, gdzie
zasadniczy kierunek badan dotyczy stochastycznego charakteru modelowanych
proceséw ekonomicznych.

Przedmiotem niniejszej pracy sa rozwazania na temat zastosowania metod
ilosciowych w modelowaniu zjawisk i proceséw ekonomicznych, ze szczegdlnym
uwzglednieniem zalezno$ci zachodzacych migdzy nimi, wyrazonymi zwigzkami
regresyjnymi. Oprocz charakterystyki klasycznego podejscia do problemu regresji,
zaprezentowano mozliwo§¢ wykorzystania na gruncie ekonomicznym modelu
regresji uogdlnionej, wprowadzonego w pracy [Zajac 2010].

METODY ILOSCIOWE W NAUKACH EKONOMICZNYCH

Za prekursora stosowania metod ilosciowych w ekonomii, a przede
wszystkim statystyki, uznaje si¢ W. Petty'ego (1623 - 1687). Wedlug niego
statystyka byla metoda rozumowania na podstawie liczb, umozliwiajaca wykrycie
okreslonych prawidlowosci wsrod chaotycznych zjawisk masowych. Na uwage
zastuguja rowniez badania prowadzone przez G. Kinga (1648 - 1712), ktéry jako
pierwszy podjal probe ilosciowego opisu zaleznosci pomigdzy zmiana cen
kukurydzy a wielkoscia jej zbioréw przy pomocy funkcji liniowej. Z kolei
G. U. Yule (1871 - 1951), w swoich pracach pochodzacych z 1895 i 1896 roku,
proponowat zastosowanie analizy korelacji w ekonomii do badania zwiazku
pomigdzy ubostwem a przeciwdziataniem temu zjawisku. R. H. Hooker
(1867 - 1944) w 1901 roku wykorzystat t¢ sama technike badania zwiazku migdzy
zmiennymi, analizujac korelacje pomigdzy wspolczynnikiem matzenstw i stanem
koniunktury w Wielkiej Brytanii. Prowadzac swoje badania byt jednak $wiadomy
ograniczen jakie niesie za soba wykorzystanie analizy korelacji, szczegélnie
w przypadku jej stosowania do badania danych w postaci szeregéw czasowych.
W 1907 roku R. Benini (1862 - 1956) jako pierwszy wykorzystat w ekonomii
metode regresji wielorakiej, zas w 1914 roku H. L. Moore (1869 - 1958) zastynat
wprowadzeniem na grunt ekonomii statystycznej estymacji parametrow

3 Sen A. K., Srivastava M. S. (1990) Regression analysis: theory, methods and applications,
Springer-Verlag, New York, str. 1.
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ekonomicznych. W 1900 roku L. Bachelier (1870 - 1946), wykorzystujac szeregi
czasowe cen akcji na paryskiej gieldzie, zauwazyt losowy charakter tych cen, co
stalo si¢ w poOzniejszym okresie podstawa do rozwazan na temat efektywnoSci
rynku.*

Wykorzystanie narzgdzi i metod matematycznych oraz statystycznych
w ekonomii zaowocowalo rozkwitem dwoch, wzajemnie uzupehiajacych sig
nurtow zastosowan metod ilosciowych: ekonomii matematycznej i ekonometrii.
O ile ekonomia matematyczna zostata nakierowana na formulowanie analitycznych
i jakosciowych modeli teorii ekonomii, o tyle ekonometria, bazujaca na
osiagnigciach rachunku prawdopodobienstwa i statystyki, ma charakter empiryczny
i ilosciowy.’

Obserwujac proces matematyzacji ekonomii trudno jednoznacznie
stwierdzi¢, ktory z nurtow byt pierwszy. Chociaz ekonometria ze swoim wybitnie
praktycznym zabarwieniem interesowala ludzi od dawna, jednak jej faktyczny
rozwoj jest datowany na lata trzydzieste XX wieku.’

Analiza prowadzonych badan ekonometrycznych pokazuje jednak,
ze pomimo licznych sporéw na tle zastosowania réznych metodologii, podstawa
ekonometrii jest teoria regresji, modyfikowana i uzupeliana przez wybitnych
ekonometrykow, m.in T. Haavelmo (1911 - 1999). Jego prace badawcze, dotyczace
probabilistycznego podejscia w ekonometrii, zostaly docenione Nagroda Nobla
w 1989 roku. Zwracajac uwage, iz modele ekonometryczne sa konstruowane
w oparciu o statystyke¢ 1 dane statystyczne, ktore bazuja na teorii
prawdopodobienstwa, uwazat, iz nalezy pogodzi¢ si¢ z faktem, Ze otrzymane
wyniki beda miaty charakter probabilistyczny, a nie deterministyczny. Tym samym
przeniost cigzar analiz ekonomiczno - matematycznych z szacowania parametrow
oraz problemu jakosci danych statystycznych na testowanie teorii.”

ANALIZA REGRESIJI

Klasyczny model matematyczno - ekonomiczny rozpatrywany jest na
gruncie ekonomii matematycznej, gdzie analiza zjawisk ekonomicznych nie opiera
si¢ na badaniu wynikéw obserwacji empirycznych za pomoca statystycznych
metod estymacji 1 testowania hipotez, lecz odnosi si¢ do teoretycznych rozwazan
ekonomicznych.  Wigkszo$¢  wspomnianych modeli, po odpowiednim
zmodyfikowaniu, moze by¢ podstawa analiz ekonometrycznych, w ktérych

* Geweke J. F., Horowitz J. L., Pesaran M. H. (2006) Econometrics: A Bird's Eye View,
IZA, Discussion Paper Series No. 2458, str. 3-4.

> Falda B. (2010), Modelowanie dynamiczne proceséw ekonomicznych, Wydawnictwo
KUL, Lublin, str. 126.

¢ Stankiewicz W. (2000) Historia mysli ekonomicznej, Panstwowe Wydawnictwo
Ekonomiczne, Warszawa, str. 401.

7 Gruszecki T. (2001) Nagrody Nobla w ekonomii, Verba, Lublin, str. 48-49.
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punktem wyjscia jest teoria regresji. W literaturze ekonometrycznej mozna spotkaé
dwa, wzajemnie uzupelniajace si¢, podejscia charakteryzujace model
ekonometryczny: deterministyczne i stochastyczne.®

Pomimo, wydawaloby si¢, klarownego rozroznienia koncepcji regresji
wystepujacych na gruncie ekonomii analiza literatury przedmiotu, zaprezentowana
w pracy [Czerwinski 2002], wskazuje na niejednoznacznos¢ tego pojecia oraz
btedy interpretacyjne. Ponizej przedstawiono uwagi zawarte w cytowanej pracy w
odniesiegliu do wspomnianego problemu wraz z prezentacja réoznych podej$¢ do
regres;ji.

Regresja jako dopasowanie funkcji okreslonej klasy do wynikow obserwacji

Zatozmy, ze poszukujemy funkcji regresji w postaci y = f,(x), gdzie f,
jest pewna funkcja zmiennej rzeczywistej x, nalezaca do ustalonej klasy funkcji
® i taka, ze dla kazdej funkcji f € @ warto$¢ pewnego funkcjonatu H ( f; ﬁ,fc)
spetnia nierdwnos¢:

H(fy;:9.2)< H(f35,%) (1)
Funkcjonat H jest miarg okreSlona na przestrzeni ®. Przy jego pomocy
dokonujemy pomiaru odchylenia ciagu warto§ci mierzonych od wartosci
przyjmowanych przez funkcje f w punktach pomiarowych X = {xl.}.

W stosunku do miary H zakladamy, ze:

H(fy;9,%)< hy, )
co oznacza kryterium stosowania funkcji H.

Jezeli istnieje funkcja spelniajaca warunki (1)-(2) to mozemy powiedzieé, ze

problem znalezienia funkcji regresji f, € @ jest poprawnie sformutowany.

Procedura wyznaczenia takiej funkcji, przy zatozeniu liniowosci i zupetosci
przestrzeni funkcyjnej @, wymaga jednak umiejetnosci zastosowania teorii
punktéw statych i umiejetnosci konstrukcji ciagu przyblizajacego.

Pomijajac zatozenie zupetno$ci przestrzeni @ nalezy przyja¢ dodatkowy
warunek, pozwalajacy na to, aby - nie szukajac funkcji f, spetiajacej (1) -

zadowoli¢ sie funkcja fo* ,»Zblizona” do f;.
Regresja - wariant 1

Przyjmujemy, iz wyniki obserwacji ( Vis )@) powstaty w nastepujacy sposob:

¥ Czerwinski Z. (1982) Matematyczne modelowanie proceséw ekonomicznych, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa, str. 81

? Czerwinski Z. (2002) Moje zmagania z ekonomia, Wydawnictwo Akademii
Ekonomicznej w Poznaniu, Poznan, str. 420-428.
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1. warto$ci X,, i =1,2,...,n, zostaly z gory ustalone,

2. warto$ci ¥, 1 =1,2,....,n, sa realizacjami zmiennej losowej 77, ktora przy
danym x jest pewna funkcja gzmiennej losowej & o skonczonej, cho¢
nieznanej wariancji i znanej warto$ci oczekiwanej, co zapisujemy w postaci

7, = glxe) (3)
Szczegdlnym i najczgsciej wystepujacym przypadkiem warunku 2, jest
zalozenie, ze istniejq state rzeczywiste a,,q, takie, iz dla dowolnego x
n.=a,tax+e, 4)
przy czym E(E) =0.
Ze wzoru (3) wynika, ze dystrybuanta zmiennej losowej 77, jest przy danym
X jednoznacznie wyznaczona przez dystrybuantg¢ zmiennej losowej &£ W
przypadku warunku (4) dystrybuanta zmiennej losowej 77, jest zwiazana, przy
dowolnie ustalonym X, z dystrybuanta zmiennej losowej &€, wzorem
F”(y)=Fg(y—a0—a1x). )
Ze wzoru (3) wynika, ze zaobserwowane w punktach X, realizacje J, sa
okreslone rownaniem:
¥ =glx.e) (6)
gdzie e, i =1,2,...,n, jest realizacja zmiennej losowej €. W przypadku liniowym
mamy zatem
Vi =a,+tax +e,. (7
Roéwnanie (6) wnosi jednak mniej informacji niz rownanie (3), za$ rownanie

(7) - mniej informacji niz réwnanie (4), gdyz warunki (6) i (7) mowia tylko o

okreslonych realizacjach.

Roéwnaniem regresji w przedstawionej konstrukcji nazywamy réwnanie (3),
ktore w szczegdlnym przypadku wystepuje w postaci (4).

Regresja - wariant 2
Przyjmujemy, iz wyniki obserwacji ( Vis )21.) powstaty w nastepujacy sposob:

1. warto$ci X,, i =1,2,...,n, zostaly z gory ustalone,

2. ciag wartosci p,, i =1,2,...,n, jest realizacja zmiennej losowej 1 -wymiarowej
(771,...,77n ), ktora przy danym wektorze x = (xl,...,xn) jest pewna funkcja g
tego wektora oraz n-wymiarowej zmiennej losowej & = (61,...,€n). Zmienne
losowe &, i=12,...,n, maja rozktady brzegowe o skonczonej wariancji i

zerowej wartosci oczekiwane;.
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Szczegdlnym przypadkiem zatoZenia 2 jest istnienie liczb rzeczywistych a,
i a, takich, ze dla wektora x zachodzi zaleznos¢
n,=a,+tadx+g, (®)
przy czym E(é‘) =0.
Symbol d; oznacza tutaj i -ty n-wymiarowy wektor jednostkowy, za§ d,x
jest iloczynem skalarnym wektorow d, oraz x. Zatdézmy teraz dodatkowo, ze 7,
zalezy tylko od x;. Wynika stad, ze realizacje poszczegélnych sktadowych tych
zmiennych spetniaja rownanie
y,=a,+ax +e,. )
gdzie e, i=1,2,...,n, jest nieznana realizacja i-tej sktadowej n-wymiarowe;
zmiennej losowe] &£ = (81,...,6”). Réwnaniem regresji w tej konstrukcji jest
réwnanie (8), ktére wymaga umieje¢tnosci wyznaczania parametrow a, 1 4, .
Regresja I rodzaju
Przyjmijmy, ze wyniki obserwacji (J,,%,) sa realizacjami dwuwymiarowej
zmienne] losowej (ﬂ,g) o rozktadzie normalnym. Funkcja regresji I rodzaju jest
okres$lona rownaniem y = £ (77 ¢ = x).
W przypadku dwuwymiarowego rozkladu normalnego przyjmuje ono
posta¢ y = a, + a,x, gdzie parametry a, i a, sa wyznaczone jednoznacznie.

Rozwazana koncepcja regresji jest rzadko stosowana w mnaukach
ekonomicznych, poniewaz analizowane zjawiska lub procesy nie podlegaja
najczesciej opisowi, w ktorym rozwazane zmienne maja taczny rozktad normalny.

Regresja Il rodzaju
Przyjmujemy teraz, ze wyniki obserwacji (j/l.,fci) sa realizacjami
dwuwymiarowej zmiennej losowej (77,5‘) o rozktadzie normalnym. Pod pojeciem
regresji rozumiemy tutaj funkcjg¢ liniowa postaci y = a, +a,x, ktorej parametry
a, i a, spehiaja nier6wnos¢
E(n-q-ps) 2EM-a,-ag) (10)
dla dowolnych rzeczywistych p , g.

Pomimo powszechnosci sadow, ta koncepcja regresji rzadko znajduje
uzasadnienie do stosowania w ekonomii.

Poniewaz w modelach ekonometrycznych sktadnikowi losowemu
przypisuje si¢ dos¢ istotna role rozwazmy go jako zmienna losowa postaci
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8(p,q) =17 —p—q¢ 1 postawmy problem znalezienia takiej pary liczb p, ¢,
przy ktdrej zmienna ta osiaga minimalng wariancjg. Jezeli liczbami tymi beda a, i
a,, za$ {f/i,)%i} sa realizacjami dwuwymiarowej zmiennej losowe;j (n,g) 0
rozktadzie normalnym, to zadanie oszacowania parametréw, przy ktérych zmienna
losowa 8( p,q) ma minimalng wariancjg, jest dobrze postawione i metoda
najmniejszych kwadratow daje oceny parametrow a, 1 a, o pozadanych
wlasnos$ciach.

Niestety tak zdefiniowana zmienna losowa S(ao,al) nie moze by¢
uwazana za skladnik losowy, wywierajacy wpltyw na ksztaltowanie si¢ zmiennej
objasnianej.

Jezeli € = S(ao,al ), za$ e, jest nieznang realizacja zmiennej losowej €, to
roéwnanie

y.=a,+ax +e (11
jest tozsamoscia. Mimo formalnego podobienstwa réwnan (7) oraz (9), nie oznacza
to, aby wartosci J, powstawaly jako liniowa funkcja wartosci X; powigkszonych o
nieznane wartosci e;. Jezeli wyniki obserwacji obydwu zmiennych sa realizacjami

dwuwymiarowej zmiennej losowej o rozkladzie normalnym, to czgsto spotykany
komentarz, ze ,zmienna objasniana ksztaltuje si¢ pod wplywem zmiennej
objasniajacej oraz sktadnika losowego” traci sens, gdyz sktadnik losowy jest tu
wartoscia resztowa.

Regresja z losowymi zmiennymi objasniajacymi
Przyjmujemy, ze wyniki obserwacji (ﬁ[,fci) spetniaja nastepujace warunki:
1. wartosci X,, i =1,2,...,n, sarealizacjami pewnej zmiennej losowej &,
2. warto§ci y,, i =1,2,...,n, spelniaja warunek J, =a,+a,X, +¢;, gdzie e, jest
realizacja pewnej zmiennej losowej €, niezaleznej od ¢, a ponadto E (8) =0.
Wynika stad, ze P, sa realizacjami pewnej zmiennej losowej 77 postaci
n=a,tag+e, ktora jest funkcja liniowa dwoch zmiennych losowych ¢ 1 €.
Stad
y,=a,+ax +e,. (12)
Rownanie (12) rozni si¢ od rownania (7) tym, ze zalozenia dotyczace X,
mowia, iz wartodci P, zostaly wylosowane a nie z gory ustalone. Natomiast

rownanie (12) rozni si¢ od (11) tym, ze brak jest tutaj zalozenia o jednoczesnym
losowaniu liczb , oraz X,. Liczby J, sa realizacjami zmiennej losowej, ktore na
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mocy zatozenia powstaja jako wartosci liniowego przeksztalcenia realizacji dwoch
innych zmiennych losowych.

KONCEPCJA REGRESJI UOGOLNIONEIJ I JE] ZASTOSOWANIE
W EKONOMII

Model regresji uogolnionej nalezy do modeli regresji o charakterze
deterministycznym. W modelu tym funkcje regresji powstaja jako rozwiazanie
pewnego problemu ekstremalnego, okreslonego w s$rodowisku skonczenie lub
nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta. Konstrukcja tego modelu pozwala
na wyznaczenie ciagu regresji, ,aproksymujacego” dane doswiadczalne lub
notowania ciagte, w $cisle okreslonym sensie.

Rozwazmy nastepujaca strukture R = (A, B,o;x, y), gdzie:
e A, Bsadanymi niepustymi zbiorami,
e dane otrzymane w drodze eksperymentu x:Q, — A4 oraz y:Q, = B
zachodza dla pewnych niepustych zbiorow €, i Q,,
e O: (91 — B )>< (Qz — B)—)i_}jest kryterium odchylenia funkcji teoretycznej
od funkcji empirycznej, ktora nazywaé bedziemy struktura regresji.'

Celem teorii regresji uogolnionej jest wyznaczenie takich funkcji f, € F,
ktore speiniaja warunek najlepszego dopasowania do danych empirycznych.
Funkcje te minimalizuja funkcjonat dopasowania F(f).=0 ( fox, y) czyli
spetniaja nierowno$¢ F(f) = F ( fo) dla kazdego fe F. Zbior tych funkcji
oznaczamy symbolem M (F ,%), za$ kazda funkcj¢ ze zbioru rozwiazan
nazywamy funkcja regresji rodziny F z uwagi na strukture R .

Uogolnienie klasycznego odchylenia kwadratowego, liczonego wzgledem
dowolnej miary i , jest okreslone formuta O (u,v) = I |u(t1 )—v(t2 )|2d/,t(t1 .t )

QxQ,

Przechodzac do pomiarow dyskretnych i przyjmujac ¢, — k oraz t, =1
widzimy, ze miara u: B — [0;+<><>] redukuje sie do wyrazenia ,u({(k,l )}): Ois
gdzie o, jest dowolna nieujemna funkcja rzeczywista. =~ Wtedy

Su) =33 oy k) vkl

k=0 1=0
Przyjmujac dalej, ze m = n, za$

19 Zajac J. (2010) Regresja uogolniona, ,,Miscellanea mikroekonometrii”, Uniwersytet
Szczecinski, Szczecin, str. 170-171.
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1 da k=1, )
Pt =0 dla k2l

otrzymujemy  klasyczna ~ miar¢  Gaussa  odchylenia  kwadratowego
n P
= lu(k)—v(k)[".
k=0
Stosujac podstawienia u ;= f o x oraz v .=y widzimy, ze
2 n
F():=8(f ox.y)= Z|fox =y} =21 () -y
=0

gdzie x, oraz y, sa danyrm emplrycznyrni. Prezentowane uogolnienie klasycznie

’ (14)

rozumianej regresji polega na tym, ze zamiast funkcji specjalnych f,
wystepujacych w roznych znanych typach regresji rozwazamy dowolna rodzing
L (%) ful’lkc_]l f:A— B, takich ze f o x( ) jest funkcja B - mierzalna i taka
“ fox(t d,u(tl,t )< +oo, jak rowniez zbior L,(R), skladajacy sie ze
Q;xQ,
wszystkich funkcji g:€, — B, takich ze g(tz) jest funkcja B - mierzalna, a
ponadto _“g(z‘2 )|2 dult, t,) < +oe.
Q,xQ,
Zatem funkcjonat
Ll(Cﬁ)3 u— g*(”) = j” ° x(tl)g ° y(tz)d/u(tntz) (15)

QxQ,

jest liniowy i1 ograniczony w dowolnej przestrzeni Hilberta, za§ jego norma
supremum spetnia nierOwnos¢

P
supﬂ "(f): fe L )/\”f”ﬁl}ﬁ{ “g (1, d,utl,t )} . (16)

QxQ,
Stosujac nierownos¢ Schwarza widzimy, ze

»
\gw{ j|goy<f2>|2du<rl,zz>j

QxQ,

(17

gdzie || f || jestnorma f w przestrzeni L, (fﬁ)

Zatem problem regresji uogolnionej, rozumiany jako okreslony powyzej
problem ekstremalny, polega na znalezieniu wszystkich funkcji f, € F, ktore

minimalizuja funkcjonat



Zagadnienie regresji w naukach ekonomicznych 91

2
Fg(f)z 5(fox,goy)= J.|fox(l‘1)—goy(tzx d/u(tlstz)= (18)
QxQ,
gdzie fe F,zas ge L,(R).

Podstawowym wynikiem dotyczacym funkcji regresji jest informacja
mowiaca, ze jest to zbior liniowy, ktory sktada si¢ z funkcji bedacych kombinacja
liniowa dowolnie wybranych, unormowanych funkcji bazowych.

Jezeli pe £ U{OO} jest wymiarem poszukiwanego ciagu regresji, niech
h, e L, (%), gdzie k=1,2,..., p, bedzie ciagiem funkcji liniowo niezaleznych,
za§ F przestrzenia liniowa rozpigta na wektorach /,. Wykorzystujac metodg

'

ortogonalizacji Gramma-Schmidta z ciagiem tym laczymy ciag {hk}, ktorego

elementy okreslone sa wzorem

h,:=h oraz h, =h, —SM@, dla n=2.3..,p. (19)
i)
Wtedy
Reg(F,cﬁg)=Zp:g h’z‘ h,, (20)
bl
gdy p jest skonczong liczba naturalna, oraz Reg(F R g)zig* :h’;:hk, gdy
k=1

i
p=o.

Dwuwymiarowy przyklad funkcji regresji otrzymujemy w nastgpujacy
sposob. Zalozmy, ze dana jest dowolna funkcja g€ L,(R), zas F =lin({h,h, })
jest przestrzenia liniowa rozpigta na liniowo niezaleznych funkcjach

h,hye L,(R). Wtedy Reg(F,EKg): 22: j;:}ul’;: h,, gdzie h,:=h oraz
k=1 "

Mh'—h <h2|hl>h

2 2 2 1 2 2 1
a 7]

" Partyka D., Zajac J. (2010) Generalized problem of regression, Bulletin De La Societe
Des Sciences Et Des Lettres De 1.6dz, vol. LX, no. 1, str. 86-87.
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Przyjmujac

a, = i j oraz a,—j_‘) h |h (21)
Hh [ b

widzimy, ze

Reg(F,R)=a,h, +a,h,, (22)
gdzie
a,= g*(hz mzhl ”2 Z_g*(hl )<h2 2’ h1> oraz a, = g*(hl )_<h22 | Iy >a2 . 23)
”hz” ||h1|| _Khz | >‘ ||h1||

Jezeli dodatkowo przyjmiemy, ze A, (t): t, za$ h, (l‘)z 1, a ponadto
g(t):t dla t € ¥ to wyrazenia okre$lajace @, i a, przyjmuja znana postac

(n+1)zxkyk_zxkzyk zyk aZZxk

a, = = =20 I=L— oraz a, = (24)
n n n +1
(n +I)Zx,f —(Zxkj
k=0 k=0

wspotczynnikow regresji liniowej drugiego rodzaju postaci f, (t) =a,t+a,.

Ponizej przedstawiona zostanie ilustracja funkcjonowania teorii regresji
uogodlnionej w opisie przebiegu zmian przecigtnego miesi¢gcznego wynagrodzenia
nominalnego w Polsce w sektorze przedsigbiorstw.

W analizie wykorzystano dane za okres 01.1998-12.2011 dostgpne na

www.money.pl. Ciag funkcji regresji {rk} dla k£ =0,1,2,3,4,5,6,7 wyznaczony
zostanie w o§miowymiarowej przestrzeni liniowej, z wektorami bazowymi postaci:

hy(x)=1, h(x)=x, hz(x):cos%, ig(x)zsin%,

1

h,(x)=x", h(x)=x, h6(x)=T, h(x)=x*.

Wybor wektoréow bazowych zostal podyktowany niestabilnym charakterem
rozwazanych danych.
Stosownie do przyjetej bazy otrzymujemy:

7, (x) = 2574,60,
7 (x) = 41496,61+12,75x,

1 (x) =1497,37 +12,74x + 42,48 cos%,

ry(x) = 1498,1 1+12,73x + 42,49 cos% ~10,93 sin%,
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r,(x)=1519,9+11,97x+0,0045x> +42,43 cos%—lo,% sin%,

r(x) = 1314,97 +26,27x —0,20x> +0,00083x" + 40,09 cos% -2,23 sin%,

1137,95

r.(x)=1536,72+18,57x —0,12x> +0,00055x° — |
+Xx

+44,42 cos% +

+3,09 sin%,

2505,56
=4

r,(x) =1962,63-0,007x +0,1x* —0,00022x° —=9,35-10 x* — |
+X

+50,89 cos% +4,32 sin%.
W celu sprawdzenia jakosci powyzszych modeli regresji zostaty obliczone
miary dopasowania &, (x):
5,(x)=8246,38, 5,(x)=1922,74, 6,(x)=1882,9, &,(x)=1880,24,
5,(x)=1876,14, 6,(x)=1610,6, &,(x)=1538,04, &,(x)=1740,38.

Z przedstawionych danych wynika, Ze najlepsze dopasowanie do danych
empirycznych realizuje funkcja 7, (x) Wykres wskazanej funkcji przedstawiono

na rysunku ponize;j.

Rysunek 1. Funkcja regresji 7 (x)

«««««««

3500
2500

1500

vvvvv

Zrédto: Opracowanie whasne na podstawie danych www.money.pl, przy wykorzystaniu
programu Wolfram Mathematica 6.0
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PODSUMOWANIE

Teoria regresji stanowi podstawe wielu analiz prowadzonych na gruncie
ekonomii. Jak zaprezentowano w niniejszej pracy pojecie to nie ma charakteru
jednoznacznego, jednak, co warto podkresli¢, zawsze ma na celu przedstawienie
zwiazkow migdzy badanymi wielko$ciami.

Uzupehieniem klasycznej teorii regresji jest teoria regresji uogolnionej. Juz
teraz wiele analiz wskazuje, iz moze by¢ ona wykorzystywana w modelowaniu
procesow 1 zjawisk ekonomicznych. Jej niewatpliwym atutem jest mozliwos¢
elastycznego doboru bazy w rozwazanej przestrzeni wektorowej pozwala na
uwypuklenie tych cech przedmiotu analiz, ktére sa wedlug badacza najbardziej
istotne.
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THE REGRESSION PROBLEM IN ECONOMIC SCIENCES

Abstract: The regression theory involves methods and tools of exact
description of relations between various types of phenomena. Since many
years, it is used for the economic and econometric models formulation,
however, as the analyze of literature indicates, regression is understood
in different ways. This article is a reflection on the application of quantitative
methods in economics processes modeling, with particular emphasis
on the relations between them, expressed by regression.

Key words: regression theory, generalized regression
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