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Streszczenie: Problemy rachunku wariacyjnego oraz  sterowania
optymalnego to z jednej strony dwie intensywnie rozwijane teorie
matematyczne, z drugiej strony obie sprowadzaja si¢ do badania
warunkowych zagadnien extremalnych. Zasada Lagrange'a pozwala zamieni¢
poszukiwanie ekstremum warunkowego na poszukiwanie punktow
stacjonarnych funkcji Lagrange'a. Idea ta moze mie¢ zastosowania jeszcze
w wielu zagadnieniach wychodzacych poza pierwotne rozwazanie jej tworcy.

Stowa Kkluczowe: rachunek wariacyjny, sterowanie optymalne, problemy
ekstremalne, ekstrema warunkowe, mnozniki Lagrange'a, rownanie Eulera-
Lagrange'a, zasada maksimum Pontriagina

WSTEP

Wzmianki o poszukiwaniach miniméw i maksiméw mozna juz znalez¢
w pracach Euklidesa, Apoloniusza i Archimedesa. Potrzeba rozwiazywania
zagadnien extremalnych w decydujacy sposéb motywowata rozwéj analizy
matematycznej i rachunku wariacyjnego w okresie XVII i XVIII w. Na okres ten
przypada odkrycie praw optyki i mechaniki. Rachunek wariacyjny stat si¢ w tym
okresie jezykiem, w ktorym byly formulowane najwazniejsze zasady z zakresu
nauk przyrodniczych.

Poczawszy od lat 50-tych ubiegtego stulecia w zwiazku z pojawieniem si¢
nowych zastosowan gltownie z zakresu technologii przemystowych, lotow
kosmicznych oraz ekonomii, obserwujemy ponowny wzrost zainteresowania
zagadnieniami ekstremalnymi. W szczegélno$ci pojawia si¢ nowa teoria
sterowania optymalnego.

Przedmiotem naszego artykulu jest przedstawienie wspolnego podej$cia do
zagadnien rachunku wariacyjnego oraz teorii sterowania optymalnego. W tym celu,
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rozwazmy funkcjonat J : X — R, okreslony na przestrzeni Banacha X oraz niech
AcC X bedzie zbiorem domknigtym. Interesuje nas problem ekstremalny
W postaci:

J(x) — inf;

D(x) =0,

[i(x)<0,iel,

xe A.

(1)

Jezeli zatozymy, ze dc > 0 takie, ze
—co<c<J(x)<eodlaxe 4,

wowczas istnieje kres dolny
d =inf J(x).
xeA
Pojawiaja sig¢ trzy istotne pytania dla matematyki i zastosowan:
1. Czy istnieje rozwiazanie x : J(x)=d problemu (1)?
2. Czy xjestjedyne?
3. Jak znalez¢ x ?

EKSTREMA FUNKCJONALOW NA PRZESTRZENIACH BANACHA

Metoda mnoznikow Lagrange'a

Rozpocznijmy od ilustracji przyktadu z analizy funkcji dwoch zmiennych,
rozwazmy problem:
F(x,y)— min
) (x, 7)€ R
O(x,y)=0
W metodzie mnoznikow Lagrange'a warunek koniczny dla ekstremum funkcji
F:R* >R przy warunku®(x,y)=0 w punkcie(x,,,)jest nastepujace]
postaci:
Fo(x0,30) + 4@ (x9, 19) =0,
/1 _ q)(xwyo)zo (2)
Fy(xmyo) + q)y(xmyo) - 05

Metoda mnoznikow Lagrange’a wykorzystuje fakt, ze ekstremum warunkowe
funkcji F' moze lezeé¢ tylko w tych punktach, w ktorych lezy punkt stacjonarny
zmodyfikowanej funkcji celu

L=F+ A0,
zwanej funkcjq Lagrangea.

Operatory na przestrzeniach Banacha

Zajmiemy si¢ znalezieniem odpowiednika warunku (2) w przypadku, gdy
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X,Y sa przestrzeniami Banacha. Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha jest

przestrzenia unormowana, zupetna tzn. kazdy ciag Cauchy'ego jej elementow jest
zbiezny do pewnego jej elementu, w szczegolnosci jest przestrzenia nieskonczenie

wymiarowa. Niech beda dane funkcjonat oraz operator:
F:X—>R, ®:X->Y.

Poszukujemy rozwiazania nastgpujacego problemu ekstremum warunkowego:
F(x)— inf;
{(I)(x)zo, xe X.
Przypomnijmy jeszcze definicje operatora sprzezonego oraz pochodnej na
przestrzeniach. Banacha. Niech bedzie dany operator liniowy i ograniczony
A: X ->Y.
Definicja operatora sprz¢zonego

X',Y" —przestrzenie sprzezone do przestrzeni Banacha XY :

3)

X"~ zbiér funkcjonatéow liniowych ograniczonych okreslonych w X
feX & f:X >R liniowy, ograniczony;
Y'- zbior funkcjonatow liniowych ograniczonych okreslonych w Y
geY & g:Y - R liniowy, ograniczony;
Niech dany bedzie y €Y,y :Y — R- funkcjonal liniowy, ograniczony.
Zdefiniujmy funkcjonal f : X — R -liniowy ograniczony wzorem:
f(x)=y"(4x).
Dzigki operatorowi 4 mozemy zdefiniowa¢ nowy operator:
Y3y ' = f=(od)e X .
Tym operatorem jest wlasnie operator sprzezony dla danego operatora liniowego,
ograniczonego A.

4:X ->Y
yoAd=Ay czyli y’(Ax)=(4y )(x)
Dla oznaczenia wartosci funkcjonalu na argumencie powszechnie uzywa si¢
symbolu <-,->, tzn. mamy:

< y*,Ax >=< A*y*,x >,

<Ax,y >=<x, Ay >.
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Definicja Pochodnej
Niech ®: X =Y . Moéwimy, ze ® jest rozniczkowalne w x,€ X w sensie

Frecheta, jezeli istnieje operator liniowy ograniczony A(x,): X — Y taki, ze
1RO, + ) = @(xy) = AC) B _
0 2]]

wtedy operator A(x,) nazwiemy pochodna ® w punkcie x,ioznaczamy ®'(x,)

A(xy) =D'(x,)e LXY).

0,

Extrema funkcjonaléw, réwnanie Eulera-Lagrange'a

Obecnie znajdziemy odpowiednik zasady mnoznikéw Lagrange'a (2) czyli
tzw. rownanie Eulera-Lagrange'a dla warunkowych ekstremow rachunku
wariacyjnego. ROwnania te s3 naturalnym uogdlnieniem metody mnoznikéw
Lagrange'a i stoi ona u podstaw ich uzyskania. Zdefiniujmy nastepujaca funkcje
Lagrange'a dla problemu (3)

L(x, A,y )=AF(x)+<y ,®(x)>, (4)
gdzie A € R, y € Y " nazwiemy mnoznikami Lagrange'a.
Twierdzenie 1 Zatozmy, ze funkcje F i ®sa klasy C'w otoczeniu punktu
X, € X, D(x,)=0 oraz niech obraz X poprzez
odwzorowanie: { x = ®'(x,)x} bedzie domknigty. Jezeli funkcjonat F osiaga na
zbiorze {x€ X :®P(x)=0}minimum lokalne wx,wowczas istnieja mnozniki
Lagrange’a (A , ") #(0,0) takie, ze zachodzi réwnanie Eulera Lagrange'a:

L (x,4,") = AF"(x,) +[®'(x,)] ¥ =0, (tozsamos¢ w X )
czyli
ALF' (x)](x) +[@'(x)] (¥ )(x) =0 Vxe X,

powyzej L oznacza pochodna czastkowa L wzgledem x, zn.

£X(x,/1,y*) :i£(x,/1,y*).
ox

Twierdzeniel mowi, ze poszukiwanie rozwiazania problemu ekstremalnego (3)
z warunkami mozemy ograniczy¢ do punktéw stacjonarnych odpowiedniej funkcji
Lagrange'a (4). Jest to zasadnicza korzy$¢, gdyz np. w sytuacji przestrzeni

skonczenie wymiarowych X =R",Y = R" wystarczy zadanie sprowadza si¢
do rozwiazania uktadu m+n rownan z m+n niewiadomymi.



122 Wiestaw Grygierzec

Abstrakcyjny problem sterowania, rownanie Eulera-Lagrange'a.

Niech beda dane przestrzenie Banacha: Y,U,V, bedziemy rozwazaé
szczegblna postaé przestrzen X:
X =YXxU,
gdzie Y -przestrzen standéw, U-przestrzen sterowan. Zakladamy, ze dane sa
funkcjonat J i operator @ :
J:YxU —> R,

O:YxU -V,
dodatkowo U, cU- podzbior wypukly, niepusty. Rozwazamy problem
ekstremalny:
J(y,u) — inf;

{d)(y,u)zo, ueU,. ®)

Zdefiniujemy nastgpujaca funkcj¢ Lagrange'a:
Lyu,Ay") = A (y,u)+< p,®(y,u)>,

A€R,, peV .
Twierdzenie 1 begdzie miatlo teraz nastgpujaca wypowiedz: jezeli para
(p,u)e Y x U jest rozwigzaniem problemu (5) wodwczas przy pewnych

dodatkowych zatozeniach regularnosciowych (ze wzgledu na ich techniczny
charakter nie podajemy ich tutaj w catosci)

(A, p)e R, xV "\ {0} takie, ze
<Ll (3,4,4,p),h> =0dla dowolnegohe Y,
<L',(p,u,4,p),u—u> =0dladowolnegoue U,.

WARUNEK KONIECZNY EKSTREMUM W RACHUNKU
WARIACYINYM I STEROWANIU OPTYMALNYM

Problem rachunku wariacyjnego i sterowania optymalnego.

W dalszych rozwazaniach zmienna ¢€ [0,7'] bedzie reprezentowata czas.
Dodatkowo bgdziemy rozwazali dwie grupy zmiennych
x=(x,...x,)€ R" zmiennestanu,
u=(u,..u,)e R" sterowanie.

Zdefiniujmy funkcjonat

J(x,u)= JT.f(t,x(t),u(t))dt +¥(x(T)).
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Bedziemy rozwazali nastepujacy problem.

Problem Lagrange'a dla rachunku wariacyjnego.

JGOu() = [ £, x(0),u(@)dt — inf;

X =@(t,x,u), (6)
hy(x(0)) =0, 4, (x(T)) =0,

gdzie
fiRXR"XR" >R, @:RXR"XR"—R",
h:R"—>R", i=0].
O funkcjach zakladamy, ze sa rozniczkowalne w sposob ciagly. Zdefiniujmy
Lagrangian:
L(t,x,x,u, p,A) = Af (t,x,u)+(p | x — @(t,x.u)), (7)
oraz funkcje Lagrange'a L= L(x(-),u(-), p(-),1,,1,, ).

L = JT'L(t,x(t),x(t), u(t), p(t),A)dt +
+(ly [y (x(0)+ (4 | Iy (x(T),

gdzie przez (-|-)oznaczamy iloczyn skalammy w R", m=n,s;, i=12

(7)

w zaleznosci od kontekstu.
Twierdzenie 2. Jezeli para (x.(-), . (+))jest rozwigzaniem problemu (6) wowczas

istnieja mnozniki Lagrange'a: 4 >0,/,€ R",i=0,1 oraz p(-)e C/'(0,T), nie

wszystkie rowne zero oraz spetniajace:
a) réwnanie Eulera wzgledem zmiennej x

d

(4 1,0)
dt

z warunkami brzegowymi:

L (x(0),u+ (0)) — h(')*(x*(O))lo,
L; |(x*(T),u*(T)): hi*(x*(T))ll;

b) rownanie Eulera wzglgdem zmiennej u

L, |(x*(t),u*(t)) =0, (10)

=0, (8)
(v (D0.(1)

)
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Roéwnania (8), (10) sa kolejnymi odpowiednikami warunku (2) dla ekstremum
warunkowego. Biorac pod uwage (7) rownanie (8) z warunkami brzegowymi (8)
mozna zapisa¢ jako réwnanie rézniczkowe z warunkami brzegowymi.

= P(t) = @ (1 % (0),usn () p(0) + A (1, (), 1. (1));
plty) = hgx (o, % (2o )l
() = By (tw xo (0.

Natomiast rownanie (10) przyjmie postaé

@, (1% (D), (D) p = A, (1, 2:(0),u:(0)).

Rozwiazanie powyzszych rownan rézniczkowych oznacza znalezienie mnoznikow
Lagrange’a. W  szczegdlnosci mnoznik p(#) w przypadku zagadnien
ekonomicznych posiada dodatkowo interpretacje jako tzw. shadow price.

Twierdzenie 2 to kolejna posta¢ zasady Lagrange’a, w jej mysl
zdefiniowanie funkcji Lagrange’a (7’) pozwala nam sprowadzi¢ badanie problemu
warunkowego ekstremum (6) do badania ekstremum

L —inf,

bez dodatkowych warunkéw.

Zasada maksimum Pontriagina dla sterowania optymalnego.

J(x(),u()) = if(t,X(t),u(t))dt — inf]

x=@(t,x,u), (11)
uelUCR’,
hy(x(0)) =0, 2,(x(T)) = 0.

gdzie
fiRXR"XR" >R, @:RXR"XR"—R"
h:R"—R", i=0,1

O funkcjach zaktadamy, ze sa rozniczkowalne w sposob ciagly. Rozwazmy
funkcje:

H(t,x,u, p,A) = A (t,x,u) + (p | p(t, x.u)),
(peR", A€ R,)oraz definiujmy funkcje zwana Hamiltonianem:

#(t,x, p,A)=sup H(t,x,u, p,A).

uelU
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Twierdzenie 3 (Zasada maksimum Pontriagina)
Jezeli (x.(-),u.(:))jest rozwiazaniem problemu (11) okreslonym na przedziale

[tor,t;:JWOWCzas istnicja A20,/,€ R",i=0,1 oraz p(-)e C/(0,T), nie

wszystkie rowne zero, takie ze:
a) p(t)spetnia rbwnanie sprzezone

p=—H, ==, (t,x.(t),u()p + A, (t,x.(t),u. (1)),
z warunkami

p(to*) = h;x (to*: X (to* ))l()a
pts) = hl*x (Fpes Xu ()5
b) dlap.w. 1€ [ty 1]
H(t,x.(t),u.(2), p(t),A) = max H(t,x.(t),u, p(t),A) =
=#(t,x.(1), p(1), A);
¢) Hamiltonian #(z,x.(¢), p(t),A) jest ciagly na przedziale [¢y, 7]
oraz spetnia warunki brzegowe
P (tge, X (100)s D101 A) = (g (190,24 (800)) | 1),
(e, % (132, P(112), A) = iy, (e, (1)) | )5

Zasada maksimum Pontriagina to w pewnym sensie jeszcze jedna forma
uogolnienia zasady Lagrange'a na sytuacje sterowania optymalnego. W mysl tej
zasady warunek konieczny ekstremum warunkowego w problemie sterowania
optymalnego (11) pokrywa si¢ z warunkiem koniecznym ekstremum odpowiednio
zdefiniowanej funkcji Lgrange'a. Mozna zatem poszukiwaé rozwiazania problemu
sterowania optymalnego wsrod punktéw stacjonarnych tej funkcji.

Autor pragnie wyrazi¢ wdzigczno$¢ Profesorowi Bolestawowi Szafirskiemu
za inspiracje i wiele cennych i uwag przy redakcji niniejszego artykutu.

BIBLIOGRAFIA

Fleming W.H., Rishel R.W. (1975) Deterministic and Stochastic Optimal Control,
Springer-Verlag

Fursikov A.V. (2000) Optimal Control of Distributed Systems, Theory and Applications.
Americal Mathematical Society.

Ioffe A.D., Tihomirov V.M. (1979) Theory of Extremal Problems, North-Holland
Publishing Company.

Vinter R. (2000) Optimal Control, Birkhauser.

Szafirski B. (2012) Notatki z seminarium prowadzonym w IM Uniwersytetu
Jagiellonskiego, Materiaty nie publikowane.



126 Wiestaw Grygierzec

UNIFIED APPROACH TO CALCULS OF VARIATIONS
AND OPTIMAL CONTROL

Abstract: Calculus of variations and optimal control theory are on one hand
side intensively developing mathematical theories on the other at the center
of both of them lies investigating of extremal problems. In connection with
extremal problems there naturally arise questions important for mathematics
and applications: 1) does there exist a solution of the problem? 2) is the
solution unique? 3) how to really find the solution? For problems with
constrains, a general principle was proposed by Lagrange. This idea can be
generalized far beyond the limits of the problems that he considered.
In the paper we present unified formulation of problems of calculus
of variations and optimal control in connection with Lagrange principle.

Key words: calculus of variations, optimal control, extremal problems with
constrains, Lagrange multipliers, Euler-Lagrange equation, Pontryagin
maximum principle
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