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Streszczenie: W pracy sformulowano problem optymalizacji produkcji
ro§linnej jako nieliniowe zagadnienie rozdzialu. Jest to zadanie
programowania kwadratowego, dla ktdrego rozwiazania zaproponowano
uogo6lniona metodg¢ quasi-baz. Rozwazania zilustrowano przyktadem
liczbowym.

Stowa kluczowe: optymalizacja produkcji roslinnej, nieliniowe zagadnienie
rozdziatu, uogoélniona metoda quasi-baz.

WSTEP

Klasyczne zagadnienie rozdzialu, zwane czgsto uogoélnionym zagadnieniem
transportowym, rozwaza sytuacjg, kiedy pewien podstawowy $rodek produkeji,
znajdujacy si¢ w wielu miejscach, nalezy tak rozdzieli¢ migdzy rdzne dziatalnosci,
aby koszt uzyskania okres$lonej ilosci wyrob6éw byl minimalny.

Dobrym przyktadem zagadnienia rozdziatu jest sytuacja, w ktorej srodkiem
podstawowym jest ziemia, a dzialalno$ciami — uprawy poszczegdlnych roslin.
Kazda uprawa charakteryzuje si¢ dwoma parametrami: kosztem uprawy
(w tys. zl/ 1 ha) oraz wydajnos$cia uprawy (w tonach z 1 ha).

Poza klasycznym zagadnieniem rozdzialu, rozpatruje si¢ wiele innych
zagadnien tego typu (zob. np. [Golsztejn i in. 1969, Liqun Qi 1969, Sikora 2003,
Sikora 2004, Sikora 2008, Sikora 2010]). W pracy sformutujemy model
optymalizacji produkcji roslinnej jako nieliniowe zagadnienie rozdziahu,
przedstawimy ide¢ specjalnego algorytmu rozwiazywania takiego zagadnienia.
Rozwazania zilustrujemy niewielkim przyktadem liczbowym, pokazujacym jakie
dane sa niezbgdne oraz jakie informacje dostarcza optymalne rozwiazanie.
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Model ten moze by¢ wykorzystany jako narzedzie analizy
makroekonomicznej. Do analiz mikroekonomicznych bardziej zasadne jest
stosowanie liniowych zagadnien rozdziahu'.

MODEL MATEMATYCZNY ZAGADNIENIA OPTYMALIZACII
PRODUKCIJI ROSLINNE]

Rozwazmy nastepujaca sytuacje decyzyjna. W kraju wyrdézniamy m rejonow
uprawy, o zblizonych mozliwo$ciach produkcyjnych. Mozemy uprawiaé¢ n ro$lin.
Zaktadamy, ze kazda rosling mozna uprawia¢ w dowolnym rejonie, ale z rézng
wydajnoscia i kosztem uprawy. Znamy zasob ziemi w kazdym rejonie, ktora
mozna przeznaczy¢ pod uprawe roslin.

Przyjmujemy, ze cena ziemi w kazdym rejonie zalezy od wielkos$ci popytu
na nia (obszar uprawy). Roczny koszt uzytkowania 1 ha ziemi zalezy zatem od
ceny ziemi w rejonie i okresu jej amortyzacji. Koszt uzytkowania ziemi w rejonie
jest tym samym zalezny od wielko$ci uprawy w tym rejonie. Podobnie ceny
produktow ro$linnych zaleza od wielkosci podazy tych produktow (wielkosci
produkcji).

Mamy ustali¢ taki plan uprawy wszystkich ro$lin w poszczegolnych
rejonach, aby roczny dochod z produkcji roslinnej byt maksymalny. Przez dochod
rozumiemy roznicg migdzy przychodem ze sprzedazy produktow roslinnych,
a kosztami uprawy oraz kosztem uzytkowania ziemi.

Oznaczmy przez:

X; - obszar uprawy w i-tym rejonie (w ha),
k; - roczny koszt uzytkowania 1 ha w i-tym regionie (w tys. zt),
ki - minimalny roczny koszt uzytkowania 1 ha w i-tym regionie (w tys. zt),
h; - tempo wzrostu kosztu uzytkowania, jezeli obszar uprawy wzrasta o 1 ha.
gi(xi) - taczny koszt uzytkowania ziemi w i-tym rejonie, jezeli obszar uprawy
Wynosi Xi,
g (x)=kx = (ki* +hx;)x; (D
cj - cena sprzedazy 1 tony j-tego produktu (w tys. zt),
Cj* - tempo spadku ceny, jezeli podaz j-tego produktu wzrasta o 1 tong,
yj - wielko$¢ produkgji j-tego produktu w tonach,
fi(y;) - przychod ze sprzedazy j-tego produktu, jezeli wielko$¢ produkcji wynosi yj,
fj(yj):cjyj:(c;_cjyj)yj (2)
xjj - wielko$¢ uprawy j-tej rosliny w i-tym rejonie (w ha),
a; - podaz ziemi w i-tym rejonie (w ha),

" Wiecej o réznych modelach i metodach optymalizacji w rolnictwie zobacz np.
Marszatkowicz T. (1986) Metody programowania optymalnego w rolnictwie, PWE,
Warszawa.
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b; - popyt na j-ty produkt (w tonach),
wij - wydajnos$¢ uprawy j-tej rosliny w i-tym rejonie (w tonach z 1 ha),
kij - koszt uprawy 1 ha j-tej rosliny w i-tym rejonie (w tys. zt).

Model matematyczny nieliniowego zagadnienia rozdzialu produkcji
roslinnej mozna zapisa¢ nastgpujaco: znajdz takie wartosci zmiennych Xjj, Xi, yj,
aby:

f(X)=ij(yj)_ZZkgjxy_Zgi(x[)%max 3)
j=1 i=l j=1 i=1
dYx,=x,<a, (i=l..,m) (4)
=
ZWU.xU =y, Sbj (j=1,...,n) (5)
i=1
XXy, 20 (i=L..,m;j=L..,n) (6)

Model (3) — (6) oznaczamy jako zadanie W. Jest to zadanie programowania
kwadratowego. Mozna je rozwigza¢ ogélnymi metodami programowania
nieliniowego korzystajac np. z Solvera albo zastosowac algorytm specjalny oparty
na uogolnieniu metody potencjatow i metody quasi-baz (zob. [Sikora 1990, Sikora
1993)).

MODEL PRZEKSZTALCONY I ZADANIE DUALNE
Zadanie W mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci eliminujac zmienne X;

oraz yj, a wprowadzajac zmienne swobodne z; oraz vj. Mamy wigc ustali¢ takie
warto$ci zmiennych Xjj, z; oraz vj, aby:

g(X)ZZZuijxij - hiZi2 _Zejvjz' = max 7
=1 j=1 i=1 =1
inj +z,=a, (i=1,.,m) (8)
=1
sz/x;/ +v, = bj (j=1..,n) )
i=1
X;5Z,v; 20 ((=L..,m;j=1,..n) (10)

gdzie:
u;j - minimalny dochdd krancowy z uprawy w i-tym rejonie j-tej rosliny,

u, =(c;—2eb, w, —(k +2ha,)~k, (11)
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Miegdzy wartosciami funkcji celu modeli P i W zachodzi nastgpujaca zaleznos¢:

S(X)=g(X)+S (12)
S=3ha?+¥ e b’ (13)

Oznaczmy model (7) — (10) jako zadanie P. Dla zadania P mozna utworzy¢
zadanie dualne: znajdz takie warto$ci zmiennych z, vj, a;, B;, aby:

L(a,ﬂ,z,v)=2aiai+z,8jbj+Zhizf+2ejv? = min (14)
i=1 =1 i=1 =1

a;+wB,2u;, (i=L.,mj=1..n) (15)

a,2-2hz  (i=Ll..,m) (16)

B,2-2ev, (j=Ll..,n) (17)

Na podstawie zadania dualnego (14) — (17) tatwo sformutowaé kryterium
optymalnos$ci zadania P. Niech A;;, bedzie wskaznikiem optymalnosci zadania P dla
pola <i,j>, czyli obszaru uprawy j-tej rosliny w i-tym rejonie. Wskaznik ten
liczymy w nastgpujacy sposob:

u;, =, —w; 3, (i=L..,m;j=1,..,n)
A; = -2hz, -, (i=L...m;j=n+l) (18)
—2ev, - f, i=m+1;j=1,..,n)
Niech X bedzie rozszerzona macierza upraw o wymiarach (m+1)(n+1).
Woéwcezas mozna sformutowaé nastgpujace stwierdzenie.

Twierdzeniel. Jezeli X jest rozwiazaniem dopuszczalnym zadania P, dla
ktoérego:

A, =0 dlax,>0 (19)
A; <0 dlax; =0 (20)

to X jest optymalnym planem upraw.
UOGOLNIONA METODA QUASI-BAZ DLA ZADANIA P.

Ogolna idea tej metody sprowadza si¢ do realizacji nastepujacych krokow:
A. Utworz poczatkowa, rozszerzona tabliceg rozdziatu.
B. Wyznacz poczatkowe rozwiazanie dopuszczalne zadania P.
C. Sprawdz, czy aktualne rozwiazanie zadania spetlnia kryterium optymalnosci
(19) — (20).
Jezeli tak, to idz do kroku F.
Jezeli nie, 1dZ do kroku D.
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D. Ustal w tablicy rozdziatu pole centralne, schemat poprawy rozwigzania
i odpowiadajacy mu uktad koordynacyjny.

E. Wyznacz dopuszczalny optyw rozwiazujac uktad koordynacyjny i na jego
podstawie wyznacz nowe dopuszczalne rozwiazanie, nie gorsze od
poprzedniego i wré¢ do kroku C.

F. Koniec obliczen. Wyznaczono rozwigzanie optymalne.

Poczatkowa, rozszerzona tablica rozdzialu ma wymiar (m+1)(n+1). Kazde
rzeczywiste pole <i,j> charakteryzuje si¢ dwoma parametrami:

u;; — minimalny dochéd krancowy,

wij — wydajnos¢ z 1 ha uprawy.

Dla wiersza dodatkowego (m+1) i kolumny dodatkowej (n+1) dochdd krancowy

jest zmienny i ustalamy go w zaleznosci od wielkosci vj badz z; zgodnie z wzorem:

ey =2ev; (J=Len) 21)
ui,n+l :_2hizi (lzla,m) (22)

Dla pol fikcyjnych ze wzgledu na interpretacj¢ zmiennych xjj, wi=1.

Poczatkowe rozwiazanie dopuszczalne zadania P ustalamy metoda
maksymalnego elementu. W polu <k.I> o maksymalnym dochodzie krancowym
przydzielamy maksymalny obszar, na jaki pozwalaja dostepny jeszcze zasob ziemi
w k-tym rejonie i niezaspokojony popyt na I-ty produkt.

Aby wyznaczy¢ kryterium optymalnosci zgodnie z wzorem (18), ustalamy
najpierw warto$ci zmiennych dualnych a;, P, zwigzane z kazdym rejonem lub
produktem.

Oznaczmy przez Q zbidr wszystkich pol quasi-bazowych, dla ktorych
przydzial x;;>0, a przez N — zbior pozostatych pdl, na ktorych przydziat x;=0.

Przyjmujemy umownie, ze om+1= Bn:1=0, pozostate o; oraz B; wyznaczamy
rekurencyjnie, tak aby:

o +w,f,=u; <i,j>€Q. (23)

u

Dla pozostalych tras, nie quasi-bazowych, obliczamy wskazniki kryterium
optymalnosci nastgpujaco:

Ay:uij—a[—wyﬁj <i,j>€ N. (24)
Jezeli:
A; 0 <i,j>N (25)

to rozwiazanie X jest rozwigzaniem optymalnym zadania P.

Gdy rozwiazanie X nie jest optymalne, to szukamy pola centralnego <k,I>,
dla ktérego wskaznik optymalnosci jest maksymalny, czyli:

A, =max{A,|<i, j > N} 26)

Majac ustalone pole centralne, okre§lamy schemat poprawy rozwiazania.
Schemat ten, poza polem centralnym, przechodzi tylko przez pola quasi-bazowe.
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Wskazuje on, jakie nalezy dokona¢ zmiany na poszczegdlnych polach w obszarze
uprawy, jezeli zwigkszamy ten obszar na polu centralnym o jednostke (np. o 1 ha,
o 1 tys. ha), aby ograniczenia bilansowe dotyczace podazy i popytu zostaty
zachowane.

Schemat ten ma posta¢ 1 drzewka, jezeli liczba tras quasi-bazowych jest
rowna n+m lub kilka drzewek, gdy liczba tras quasi-bazowych jest wigksza od
n+m. Kazde drzewko ma jedna gatazke, jezeli trasa centralna, ktora tworzy korzen
drzewa, jest trasa fikcyjna lub dwie galazki, jezeli trasa centralna nie jest trasa
fikcyjna. Galazka jest galazka prosta, jezeli konczy si¢ na trasie fikcyjnej
lub tworzy cykl, jezeli nie ma takiego zakonczenia.

Na podstawie schematu poprawy ustalamy dopuszczalny optyw,
czyli wielko$¢ ostatecznej zmiany na polu centralnym, ktéra takze okresla zmiany
na innych polach tworzacych schemat poprawy. Aby ten oplyw wyznaczy¢,
tworzymy uktad koordynacyjny, sktadajacy si¢ z s rownan z s niewiadomymi,
gdzie s jest liczba drzewek tworzacych schemat poprawy. Rozwiazanie uktadu
koordynacyjnego jest ewentualnie korygowane, aby zmiany nie powodowaly
ujemnych przydziatow (x;<0).

Nowe rozwiazanie X’Z[Xij’] wyznaczamy zgodnie z wzorem:

xl_./.+s4./.2wr <i,j>€ S
X, = revy (27)
X, <i,j>¢ S

gdzie:

S — zbior pol tworzacych schemat poprawy,

Vij — zbior drzewek przechodzacych przez pole <i,j>,
sij — wspotczynnik zmiany jednostkowej dla pola <i,j>.
w; — warto$¢ optywu dla r-tego drzewka.

PRZYKLAD LICZBOWY

Rozwazmy przyktad liczbowy ilustrujacy sam problem i sposob jego
rozwiazywania. Dla prostoty rozwazan przyjmijmy, ze wyrdézniamy tylko dwa
rejony (R1,R2) oraz uprawe¢ dwoéch roslin (P1,P2). Znamy podaz ziemi w kazdym
rejonie (w ha), popyt na produkty (w tonach), koszt uprawy 1 ha kazdej rosliny,
w kazdym rejonie (w tys. zt) oraz wydajnos¢ (w tonach z lha). Przedstawiono je
w tabeli 1 (wielkosci te nie odpowiadaja realiom produkcji roslinnej).



190 Wojciech Sikora

Tabela 1. Warunki gospodarowania Tabela 2. Macierz minimalnych
dochodéw krancowych
P P2 a N2 16
RI | 82 | 4p 10 ’
30 -14 -2
R2 31 132 10
b, 18 24 25 | -l -6
Zrédto: dane whasne Zrodto: obliczenia wiasne

Oszacowano liniowe réwnania kosztu korzystania z lha ziemi w obu
rejonach, zalezne od obszaru uprawy:
k1:20+0,5X1 5 k2:15+0,5X2.
Podobnie dla obu roslin, oszacowano liniowe rownania ceny 1 tony kazdego
produktu, zaleznej od wielkosci produkc;ji:
C1:30-0,5yl , C2:40-0,SY2.
Na ich podstawie ustalono maksymalny koszt krancowy korzystania z ziemi
w i-tym rejonie (k; ) oraz minimalny przychéd krancowy z uprawy kazdej roéliny
(pj’) oraz minimalny dochéd krancowy dla kazdego pola uprawy (u;). Wielkosci te
podano w tabeli 2.
W tabeli 3 wyznaczono poczatkowy plan uprawy Xl1. Liczby podane
w kazdym polu charakteryzuja w zalezno$ci od potozenia nastepujace wielkosci:

U;; Wij
Ajj Xij
Tabela 3. Plan uprawy X1 Rysunek 1. Schemat poprawy planu X1
@ 51 18 24 0
o |42 |2 _Jon 2 +1* -1

8 [10]2
-16]1 | -6]2 o1
10 ’T ’T 6 -6 -1 +1

-1011 jopt
W 0 0 +1-2
Bi -10 0 0 Zr6dlo: obliczenia wiasne

Zrodto: obliczenia wlasne
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Plan X1 nie jest optymalny. Maksymalny wskaznik kryterium optymalnosci
A;1=8, co oznacza, ze pole <1,1> jest polem centralnym, generujacym schemat
poprawy rozwiazania podany na rysunku 1 (* oznacza pole centralne).

Na rysunku 1 jest jedno drzewko poprawy, z dwoma galazkami, wigc uktad
koordynacyjny ma postac:

1’w=8.
Poniewaz w=8<min{10, 8, 10}, wigc optyw nie ulega korekcie.

Wartos¢ funkceji celu g(X1)=-210, stala S=550. Tym samym dochdd dla
planu X1, czyli D(X1)=g(X1)+S=-210+550=340 tys. zi. Nowy dochod
D2=340+(8/2)8=372 tys. zt. Nowy plan upraw X2, wyznaczony na podstawie
schematu poprawy i warto$ci oplywu, zawiera tabela 4.

Tabela 4. Plan uprawy X2 Rysunek 2. Schemat poprawy planu X2
b 18 24 0
aj
-14)2 2|2 0|1
- - +
10 ‘ g ‘ > 110 10 1 1
-16]|1 -6[2 0|1 -1 +1*
0o [10 | 14 -4
211 o 2
2 |4 0
B; -2 -4 0 Zrodlo: obliczenia wlasne

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Plan X2 jest nieoptymalny. Kolejne pole centralne <2,3>. Schemat poprawy
zawiera rysunek 2. Rownanie koordynacyjne ma postac:
(2*+1%)w =14, czyli w=2,8.
Optyw nie ulega korekcie, gdyz w=2,8<min{10, 8}. Kolejny plan X3 zawiera
tabela 5. Nowy zwigkszony dochod D3=372+(14/2)2,8=391,6.

Tabela 5. Plan uprawy X3 Rysunek 3. Schemat poprawy planu X3

b 18 24 o
a
-1412 |22 0|1
10 ‘52 (2512 1,2 +12 | -12
161 [-62  [-2.8]1
- - +
10 5.2 | 72 28 2,8 12 172
-6l o)1 0 * *
7,6 1,6 -1 +1 +1
i 7,6 -1,6 0 Zr6dlo: obliczenia wiasne

Zrbdlo: obliczenia wlasne



192 Wojciech Sikora

Poniewaz schemat poprawy na rysunku 3 zawiera dwa drzewka, wigc uktad

koordynacyjny ma dwa réwnania o nast¢pujacej postaci:
(1415w +1°w=1,6
12w [ 1%+(1/2)*Tw>=1,6

Rozwiazaniem tego uktadu jest w;=4/15, w,=16/15. Obydwa oplywy sa
dopuszczalne. Nowy plan X4 zawiera tabela 6. Dla planu tego zwigkszony dochod
D4=391,6+(1,6/2)4/3=392,67 tys. zi. Jest to rozwiazanie optymalne, gdyz
wszystkie wskazniki optymalnosci sa ujemne. Charakterystyke rozwiazania
optymalnego podano obok tabeli 6.

Tabela 6. Plan uprawy X4 Obszar uprawy: x;=10ha, x,=20/3 ha.
b; Wielkos¢ produkc;ji:
a; 18 24 o y1=32/3 tony, y,=68/3 tony.
142 |22 01 Koszt korzystania z 1 ha ziemi:
10 ‘16/3 ‘14/3 2/3 2/3 k1:25 tyS. Z]f, k2:18,33 tys. z1.

-16]1 [-62 |10 Cena 1 tony produktow:

10 16/3 120/3 |10/3 -10/3 €1=24,66 tys. 71, cz=2§,66 tys. zt.
Przychody ze sprzedazy:
22/3|1 [ 4/3]1 - .
b2s3 |4/3 0 f1(y1)=263,11 tys. zi,
£(y2)=649,78 tys. zt.
’ ,Bj —22/3 . -4/3 0 Koszt uzytkowania ziemi:
Zrodlo: obliczenia wiasne. 21(x1)=250 tys. 71, g2(x,)=122,22 tys. 7

Koszt uprawy K,=148 tys. zt.

D=P-K,-K,=912,89-372,22-148=392,67 tys. zt

Dochody krancowe na polach, gdzie jest prowadzona uprawa, sa oczywiscie
zerowe (A;=0), natomiast na polu <2,1> dochod krancowy jest ujemny (A, =-16/3).
Na tym polu nie optaca si¢ uprawia¢ P1, mimo iz mamy tutaj najnizsze koszty
uprawy | ha, a takze koszt uzytkowania ziemi w tym rejonie jest nizszy niz
w rejonie R1.

Zwigkszenie popytu na produkty P1 i P2 nie zwigkszy dochodow, poniewaz
popyt ten jest aktualnie niewykorzystany. Podobnie jest z podaza ziemi w rejonie
R2. Natomiast zwigkszenie ziemi w rejonie R1 zwigksza dochdd o 2/3. Male
wykorzystanie mozliwosci produkcyjnych wynika z przyjetych rownan cen.

WNIOSKI

Przestawiona w pracy propozycja optymalizacji ma charakter teoretyczny.
Aby ja wykorzysta¢ do analiz makroekonomicznych lub regionalnych, potrzebne
sa odpowiednie dane. Musimy sensownie okresli¢ poszczegdlne regiony upraw,
ustali¢ podaz ziemi w tych rejonach, koszty uprawy poszczegoélnych roslin, ich
wydajno$¢ oraz popyt na poszczegodlne produkty ro§linne. Najtrudniejsze jest trafne
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oszacowanie roéwnan kosztu korzystania z 1 ha ziemi oraz rdwnania ceny kazdego
produktu.

Proponowana uogoélniona metoda quasi-baz daje rozwiazanie doktadne.
Jak pokazuje sam przyktad liczbowy, kolejne przyrosty dochodu sa coraz mniejsze,
a poprawy kolejnych rozwiazan — bardziej pracochtonne. Mozna skrocic
obliczenia, uzyskujac rozwiazanie suboptymalne, jezeli przerwiemy je
w momencie, gdy kolejny przyrost dochodu nie przekracza 1% dochodu juz
ustalonego.

Gdybysmy wyznaczyli rozwiazanie poczatkowe w inny sposob, przyjmujac
zerowy plan uprawy, to rozwiazanie optymalne w tym przypadku uzyskamy takze
po trzech poprawkach.
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THE OPTIMIZATION OF CROP PRODUCTION
AS NONLINEAR GENERALIZED TRANSPORTATION PROBLEM

Abstract: In this article, the problem of optimization of crop production was
formulated as nonlinear generalized transportation problem. As a solution the
author proposed generalized quasi-basis method. The illustrative example
completes the presentation.

Key words: optimization of crop production, nonlinear generalized
transportation problem, generalized quasi-basis method



	184-193_Sikora.pdf

