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Streszczenie: Praca poswigcona jest dyskusji o stosowaniu relatywnych
miernikow doktadnosci prognoz ex-post. Autorzy wykazali, ze sytuacji, gdy
zmienna charakteryzuje si¢ bardzo duza amplituda wskaznikow sezonowoSci
nie moze by¢ wykorzystywany Sredni absolutny btad prognozy (MAPE).
Rozwazania teoretyczne zostaly zilustrowane na przyktadzie produkcji
energii cieplne;j.

Stowa kluczowe: mierniki doktadnos$ci prognoz, wahania sezonowe

WPROWADZENIE

Cze$¢ teoretyczna pracy poswigcona jest rozwazaniom dotyczacym
stosowania absolutnych a zwtaszcza wzglednych miernikow doktadno$ci prognoz
ex-post w sytuacji, gdy zmienne prognozowane charakteryzuja si¢ bardzo duza
silnym natezeniem wahan sezonowych tzn. duzym rozstgpem ocen wskaznikow
$€Zonowosci.

Z doswiadczenia wynika i takie zloZenie przyjgto w pracy, ze z sytuacja
wystepowania silnych wahan sezonowych bedziemy mie¢ do czynienia wtedy, gdy
amplituda ocen wskaznikéw sezonowosci przekracza 60 punktéw procentowych.
Na duze wahania warto$ci zmiennej prognozowanej narazony jest zwlaszcza §redni
absolutny btad prognozy (MAPE) bedacy $rednia z ilorazéw bezwzglednych
wartosci roznic prognoz i realizacji oraz realizacji zmiennej prognozowane;.
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Rozwazania teoretyczne zostaly zilustrowane na przyktadzie produkcji energii
cieplne;j.

ROZWAZANIA TEORETYCZNE

W pracach' poswigconych analizie doktadnosci prognoz ex-post jako jeden
z celow jej przeprowadzania wymienia si¢ wybor najlepszej metody (najlepszego
predyktora) wyznaczania prognoz wygastych. Predyktor lub predyktory
charakteryzujace si¢ najnizszymi ocenami odpowiednich miernikéw doktadnosci
rekomenduje si¢ jako predyktory stuzace budowie prognoz ex ante.

W analizie bledow prognoz ex post stosowane sa zaro6wno mierniki
absolutne jak i wzgledne. Do najczegsciej stosowanych miernikow absolutnych
naleza(symbole miernikow skladaja si¢ z pierwszych liter ich nazw w jezyku
angielskim) :

e $redni blad predykcji ex post:

ME:%z(Y,-Ytp) (1)
t=1
e  Sredni btad absolutny:
MAE=12 Y,-Y, 2)
L

e pierwiastek bledu Sredniokwadratowego:

, 2
RMSE= [~ (v. -1, ) 3)
Vo=

Miedzy miernikami (1)-(3) zachodzi relacja:
|ME| < MAE < RMSE 4)

Relacja miedzy miernikami (2) i (3) wynika bezposrednio z relacji migdzy
srednia z sumy warto$ci bezwzglednych 1 pierwiastkiem ze S$redniej sumy
kwadratow.

Sposréd miernikow wzglednych nalezy wymieni¢ przede wszystkim dwa
powiazane z miernikami (2) i (3). Pierwszym z nich jest $redni absolutny btad
procentowy dany wzorem:

1x Yt -Y

MAPE = — z—“" (5)
ret Y,

! Por. np. Pawlowski Z. (1973), Przyczynek do teorii analizy predyktywnej informacji
ex post, Przeglad Statystyczny R. XXIII z.1 5.61-83
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Natomiast drugim jest pierwiastek ze wspdtczynnika Theila:

(6)

Ponad to w literaturze® spotka¢ mozna mierniki wzgledne begdace ilorazami
miernikdw absolutnych MAE oraz RMSE oraz $redniej wartoSci zmiennej
prognozowane;j:

RMSE
Viswe =—— (7
Yy
MAE
VMAE e (8)
Yy
T s
gdzie:y=-3Y, 9)
T t=1

W celu zbadania relacji migdzy Vgsyr a pierwiastkiem ze wspotczynnika
Theila () dokonamy przeksztalcenia wspotczynnika I°:

S(-v,f

I’=- (10)
LY
t
Mnozac licznik i mianownik przez % mamy:
(v, -y, )
IZ _It=1 ' ® _ MSE (11)
= > =—
“XY? y
I =l

* Liczba potencjalnych miernikow, ktore moga by¢ wykorzystane w analizie ex post
doktadnosci prognoz jest znacznie wigksza. W pracy Schwarze J. (Hrsg) (1981),
Ausgewahlte Prognosenverfahren, Verlag Neue Wirtschafts-Briefe, Herne/Berlin
w rozdziale pos§wigconym tym miernikom wymienia si¢ ich kilkadziesiat. W wigkszosci sa

one pochodnymi miernikoéw danych wzorami (1), (2), (4) i (5).
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Pierwiastkujac obie strony wzoru (11) i korzystajac ze wzoru (3)
otrzymujemy ostatecznie:

1= 000 (12)
y2
Relacje wspolczynnika I oraz Vigyz mozemy zapisaé nastepujaco:
RMSE _ RMSE
EF 1 (13)
¥ Y

Okreslenie znaku nier6wno$ci wynika z faktu, ze pierwiastek ze $redniej z
kwadratéw jest nie mniejszy od $redniej arytmetycznej.

Natomiast brak jest mozliwosci okreslenia relacji miernikow MAPE oraz [
(w odréznieniu od relacji MAE 1 RSME), poniewaz w odmienny sposob
definiowane sa ich mianowniki. W przypadku miernika / istnieje mozliwos¢
zapisania go jako ilorazu pierwiastkow licznika i mianownika:

i(Yt _Ytz )2
== — (14)

XY,
t=1
Takiej mozliwosci nie ma w przypadku miernika MAPE, ktory jest liczony
jako s$rednia z relatywnych réznic bezwzglednych odchylen wartosci prognoz
1 wartosci rzeczywistych podzielonych przez realizacj¢ zmiennej prognozowane;j.
Miernik ten jest bardzo wrazliwy na niskie wartosci realizacji zmiennej
prognozowanej. Przyktadowo dla tej samej wartosci bezwzglednej bledu prognozy
a pigciokrotnie nizszej realizacji blad wzgledny bedzie pigciokrotnie wyzszy.
Mozna zaproponowac zastapienie miernika MAPE danego wzorem (5)
miernikiem wazonym MAPE,, w ktorym indywidualne wartosci bezwzgledne
absolutnych btedéw prognoz wazone sa np. udziatami poszczegodlnych miesiecy
W sumie rocznej:

Y
w,=— (15)
v
Biorac pod uwage (15) wzor na MAPE,, mozemy zapisa¢ nastepujaco:
T Y - Y Y
MAPE, = zt—“"~ t (16)
=1 Y,

M'—:

Yt

t
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Po dokonaniu przeksztatcenia wzor (16) przyjmie postaé:

T Y _Y
MAPE :z‘—tp‘

t=1

(17)

M-

Yt

t=1

- ST . r
Nastgpnie po pomnozeniu mianownika przez— otrzymamy:
r

r Y, =Y,
MAPE :Zt—_tp‘
T

(18)

. . : 1
Z kolei wylaczajac przed znak sumy jako stale — mamy:
r

MAPE =i_i\Yt -Y,| (19)
Iy =l
Uwzgledniajac (2) otrzymujemy ostatecznie:

mape, = MAE_y (20)
y

Relacja migdzy MAPE 1 MAPE, moze by¢ rozna. Przy zatozeniu, ze wysokie
wzgledne bledy prognoz wystepowaé beda w okresach, w ktorych udzialy
realizacji w sumie rocznej beda niewielkie to Sredni wazony btad procentowy
MAPE,, bedzie nizszy od MAPE.

PRZYKLAD EMPIRYCZNY

Przeprowadzone wyzej rozwazania teoretyczne zostang zilustrowane
przyktadem modelowania i prognozowania produkcji niekonwencjonalnej energii
cieplnej w wybranym Zakladzie zajmujacym si¢ eksploatacja zt6z wod
geotermalnych. Dane statystyczne o jej ksztattowaniu si¢ pochodza z Banku
Danych Katedry Zastosowan Matematyki ZUT w Szczecinie.

Szacowany bedzie model szeregu czasowego z liniowym trendem
i periodycznym skladnikiem sezonowym (S), w ktorym sezonowo$¢ opisywana jest
za pomocg wielomianu trygonometrycznego:

m/2
Y, =oyt+o,+ Z(aoi sinm;t+b; cos(nit)+ u,, (21)
i=1

gdzie:wizz'ﬂ'1

, a m oznacza dlugos¢ cyklu wahan.
m

Ponadto oszacowany zostanie model przyczynowo opisowy (P) rézniacy si¢
od modelu (S) tym, ze zawiera¢ bedzie zmienna objasniajaca Xj oznaczajaca
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$rednig miesieczna temperature powietrza (w °C). Analityczny zapis tego modelu
bedzie nastgpujacy:

m/2
Y, =B,X, +ot+o, + 3 (ay sinw;t+by cosot)+ U, , (22)
i=1

Ksztaltowanie si¢ zmiennej prognozowanej w okresie estymacyjnym
przedstawione zostato na rysunku 1.

Rysunek 1 Ksztaltowanie si¢ produkcji geotermalnej energii cieplnej wedlug miesigey
(w GJ)
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Zrodto: opracowanie wiasne

Jak wynika z rysunku zmienna prognozowana charakteryzuje si¢ bardzo
silnymi wahaniami sezonowymi. W celu okreslenia skali wahan zostaty
oszacowane wskazniki sezonowosci. Ich oceny zostaty zestawione w tabeli 1.W
tabeli tej zestawiono takze udzialy poszczegolnych sktadowych harmonicznych
sinusoidalnych (S;=sin;t) oraz kosinusoidalmych (C,=cosw;t)w wyjasnianiu

sezonowej wariancji badanej zmienne;.
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Tabela 1.0ceny wskaznikow sezonowosci oraz udziaty sktadowych harmonicznych

Miesiac Oceny | Skladowa |y 04 (00
wsk. sez. | harmoniczna
I 235,1 Sy 30,26
11 189,0 S, 1,25
11T 172,0 S; 1,33
v 98,8 S4 0,21
A% 253 Ss 0,38
VI 16,9 C 65,96
VII 14,9 C, 0,00
VIII 16,5 Cs 0,05
IX 17,3 Cy 0,03
X 86,2 Cs 0,42
X1 154,9 Cs 0,12
XII 173,0 Suma 100,00

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Z informacji zawartych w tabeli wynika, ze maksymalna ocena wskaznika
sezonowosci wynoszaca 235,1 przypada na styczen a minimalna na lipiec-14,9.
Tak wiec amplituda skladnikow sezonowosci przekracza 220 punktow
procentowych a wspotczynnik zmienno$ci tych wskaznikow wynosi 81,7 %
Wynika z niej ponadto, ze oceny wskaznikow nie przekraczajace 25,3 procent
przypadaja na miesiagce od maja do wrzesnia wlacznie. Oznacza to, ze w tych
miesiacach nalezy liczy¢ si¢ z duzymi ocenami btedéw wzglednych prognoz..
Dane zawarte w ostatniej kolumnie wskazuja na zdecydowana dominacj¢ pierwszej
harmoniki (o cyklu dwunastomiesigcznym) w wyjasnianiu wariancji sezonowe;j
produkcji energii geotermalnej. Jej udziatl przekracza 96 procent. Wskazniki
udziatéw wyzsze od jednego procenta otrzymano jedynie dla dwoch sktadowych
sinusoidalnych o cyklach: szeécio- i czteromiesigcznym.

W tabeli 2 zestawione zostaly oceny parametrow strukturalnych
i syntetyczne oceny parametrOw struktury stochastycznej modeli danych
réwnaniami:(21) —-model S oraz(22)-model P.

Oceny statystyk t otrzymane dla réownania S wskazuja na statystyczna
istotno$¢ parametrow wystgpujacych przy trzech pierwszych sktadowych
sinusoidalnych i pierwszej sktadowej kosinusoidalnej a wigc tych sktadowych,
ktorych udzial w wyjasnianiu wariancji sezonowej zmiennej przekraczal jeden
procent. Ujemna ocena parametru przy zmiennej czasowej wskazuje na spadkowa
tendencje produkcji energii geotermalnej. W rownaniu przyczynowo-opisowym
statystycznie istotny okazatl si¢ parametr przy zmiennej Xi;. Sposrdd sktadowych
harmonicznych statycznie istotne oceny otrzymano dla czterech sktadowych
sinusoidalnych i dwodch sktadowych kosinusoidalnych. Zwraca uwage fakt,
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ze nieistotne okazaty si¢ parametry przy dwoch skltadowych o najwyzszych
udziatach w wyjasnianiu wariancji sezonowe;j.

Tabela 2. Oceny parametrow strukturalnych i struktury stochastycznej rownan S i P

Model S Model P
Zmienna Ocena par. t(35) Ocena par. t(34)
W. wolny 8775,60 13,78 17365,34 14,81
Sy 4886,27 11,08 731,40 1,22
S, 992,19 2,28 1226,59 4,60
S; -1023,71 -2,36 -797,00 -3,00
S4 409,28 0,95 893,38 3,30
Ss 544,06 1,26 593,09 2,25
C 7213,68 16,65 96,37 0,10
C, 13,65 0,03 471,14 1,74
Cs -198,59 -0,46 43,25 0,16
C, -162,04 -0,37 -106,26 -0,40
Cs -573,00 -1,32 -590,21 -2,24
Cs -215,17 -0,70 -266,57 -1,43
t -23,566 -1,03 1,938 0,14
Xt - - -835,44 -7,76
R’ 0,9241 0,9726
SE 2119 1291,4
y 8198,23 8198,23
Vs 0,2585 0,1575

Zrodto: obliczenia wilasne

Z ksztattowania si¢ ocen wspotczynnikow determinacji wynika, ze obydwa.
rownania w ponad 90 procentach wyjasniaja ksztalttowanie si¢ zmiennej
prognozowanej. Dla rownania przyczynowo-opisowego ocena ta jest o ponad pigé
punktéw procentowych wyzsza. Réwnanie to charakteryzuje si¢ ponad 10 punktow
procentowych nizsza ocena wspolczynnika zmiennosci losowe;.

Na podstawie oszacowanych réwnan na kolejne 12 miesigcy zostaly
zbudowane prognozy produkcji energii a nastgpnie zostata przeprowadzona analiza
ex post ich doktadnosci.

Ksztaltowanie si¢ prognoz otrzymanych na podstawie oszacowanych roéwnan
S i P oraz realizacji zmiennej prognozowanej przedstawione zostaly w tabeli 3.
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Tabela 3. Prognozy i realizacje produkcji geotermalnej energii cieplnej (GJ)

Nr okresu vt Pt St

prog.

1 19448,66 20996,43 17572,51
2 16653,45 16237,50 15240,54
3 14422,65 14855,31 14067,21
4 549927 6219,24 7145,89
5 1417,20 3193,70 1563,90
6 1518,00 4150,52 697,36
7 1446,00 1508,10 561,26
8 985,00 89,88 540,32
9 1191,00 1317,13 1017,76
10 8811,50 9162,11 6521,42
11 10923,20 10420,25 11526,51
12 16893,16 16544,52 13440,16

Zrodto: obliczenia whasne

Prezentacje graficzng informacji zawartych w powyzszej tabeli stanowi

rysunek 3.

Rysunek 3.Ksztaltowanie si¢ prognoz i realizacji produkcji energii cieplnej (w GJ)
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

Z rysunku wynika, ze warto$ci prognoz otrzymanych na podstawie modelu P
dla maja i czerwca do$¢ znacznie roéznia si¢ od realizacji. Przy niskich
wielko$ciach produkcji oznacza to wystgpowanie duzych wzglednych bledow
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prognoz. Najwigksza roéznicg prognozy i realizacji dla modelu S otrzymano dla
grudnia. Jednak wielko$¢ produkcji w tym miesiacu byta okoto 10 razy wyzsza niz
w miesiacach letnich-stad odpowiednio nizszy byt btad wzgledny.

Na podstawie danych zawartych w tabeli 3 obliczone zostaly absolutne
i relatywne mierniki doktadno$ci prognoz ex post otrzymanych na podstawie
modelu szeregu czasowego z liniowym trendem i periodycznym sktadnikiem
sezonowym (S) oraz modelu przyczynowo-opisowego, do ktorego jako zmienna
objasniajaca wprowadzono temperatur¢ (P). Ich oceny zostaly zestawione w tabeli
4. Sposrod ocen parametrow struktury stochastycznej zwraca uwage bardzo
wysoka warto$¢ wzglednego btedu prognoz otrzymanych na podstawie modelu P
wynoszaca 36,81 procent. Dla modelu S jest ona o ponad 12 punktow
procentowych nizsza. Tak, wigc oparcie si¢ na mierniku MAPE, szczegolnie
w przypadku modelu P stawia pod duzym znakiem zapytania w ogole mozliwos¢
wykorzystania go w procesie prognozowania. Wysoka jego ocena wynika z bardzo
duzych wzglednych btedéw prognoz dla miesigey przypadajcych na koniec wiosny
i lato (ich wartosci dla maja i czerwca przekraczaja 100 procent). Miesiace te
charakteryzuja si¢ bardzo niskim zapotrzebowaniem na energi¢ cieplna - jest ona
uzywana jedynie jako zrédto podgrzania wody zimnej. Wspotczynniki zmiennosci
wzglednych btedow prognoz przyjety wartosci wynoszace odpowiednio:

Tabela 4. Oceny absolutnych i wzglednych miernikéw btgdow prognoz (w %) produkcji
geotermalnej energii cieplnej (w GJ)

Miernik Jednostki Model
S P

ME GJ -776,19 457,13
MAE GJ 1175,62 817,57
RMSE GJ 1516,33 1175,62
MAPE % 23,98 36,81
MAPE, - % 14,22 9.89
7VMAE

1 % 14,11 10,29
Veuvse % 18,34 13,38

Zrbdlo: obliczenia wlasne

dla modelu S 82,6 a modelu P 160,1 procent. Wyklucza to w sposob jednoznaczny
uzycie srednich absolutnych bledow prognoz (MAPE) jako miernikéw oceny ich
doktadnosci.

Potwierdzeniem tego spostrzezenia jest bardzo duze zrdéznicowanie ocen
miernikbw MAPE w ujeciu  kwartalnym. Oceny btedow $rednich
w poszczegolnych kwartatach wynosity dla modelu S: 6,87, 31,45, 40,29 oraz
17,32 procent. W przypadku modelu P oceny te przyjety wartosci: 4,49, 103,96,
35,23 oraz 3,54 procent. Jednoczesnie w sposob odmienny ksztaltowaty si¢ udziaty
poszczegdlnych kwartaldéw w produkcji rocznej. Wynosity one odpowiednio:
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50,93, 8,51, 3,65 oraz 36,92 procent. Z tego wynika, ze taczny udzial kwartatow 11
i III byt jedynie nieznacznie wyzszy od 12,5 procent. Taka struktura produkcji
oznacza, ze wskazniki MAPE, przyjmuja znacznie nizsze warto$ci. Po
przeprowadzeniu  operacji  ,,wazenia”  bledow  wzglednych  udzialami
poszczegbélnych miesigcy w sumie rocznej jego ocena dla modelu P ulegla
zmniejszeniu do 9,89 procent. W przypadku modelu S miat miejsce spadek z 23,98
do 14,22 procent.

Oceny wspblczynnikow 1 przyjely wartoSci  znacznie nizsze od
odpowiednich $rednich wzglednych bledow prognoz(MAPE) i wynosity
odpowiednio: dla modelu S 14,11 procent a modelu P 10,29 procent. W pierwszym
przypadku ocena I jest o0 0,11 punktu procentowego nizsza od MAPE,, a w drugim
wyzsza o 0,40 punktu procentowego.

PODSUMOWANIE

Z przeprowadzonych w pracy rozwazan oraz przedstawionego przykladu
empirycznego wynika jednoznacznie, ze do oceny ,jako$ci” prognoz ex post
zmiennych charakteryzujacych sig¢ duza skala wahan sezonowych nie powinien by¢
wykorzystany przeci¢tny wzgledny blad prognozy (MAPE) a przecigtny wazony
wzgledny btad prognozy (MAPE,,) lub pierwiastek ze wspotczynnika rozbiezno$ci
Theila (/).
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ABOUT MEASURES OF EX-POST THE FORECASTS ACCURACY
USED TO VARIABLES WITH STRONG OF SEASONAL
FLUCTUATIONS

Abstract: This work is devoted to discussions on application of relative
measures of accuracy of the ex-post forecasts. The authors showed that when
the variable has a very large amplitude of seasonality indicators the average
absolute forecast error (MAPE) can not be used. Theoretical study are
illustrated on the example of thermal energy production.

Key words: measures of forecasts accuracy, seasonal fluctuations
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