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Streszczenie: Sterowanie procesem produkcyjnym wymaga monitorowania
obserwowanych odchylen zmiennych diagnostycznych od wartosci
celowych. Podstawowa rolg¢ w dziataniach sterowania jakoscia odgrywaja
karty kontrolne, ktore sa jednym z podstawowych narzgdzi statystycznej
kontroli jakosci. Naleza do biezacych metod kontroli, jakosci, a jednoczesnie
przy wlasciwym stosowaniu maja duze znaczenie przy poprawie jako$ci
produkcji. W 1975 roku zostalo wprowadzone, przez Tukey’a pojgcie
zanurzania obserwacji w probie wielowymiarowej. Miara zanurzania moze
by¢ wykorzystywana do klasyfikacji obserwacji wielowymiarowych
wzgledem ich oddalenia od centralnego skupienia oraz do wykrywania
i eliminacji obserwacji nietypowych. W pracy zaprezentowano
wykorzystanie miary zanurzania obserwacji w probie do konstrukcji kart
kontrolnych.

Stowa Kkluczowe: statystyczne sterowanie jakoscia procesow, Kkarty
kontrolne, zanurzania obserwacji w probie

WPROWADZENIE

Nowe technologie umozliwiaja wytwarzanie produktow charakteryzujacych
si¢ coraz wyzszym poziomem uzytecznosci. Wazna role¢ w funkcjonowaniu
nowoczesnego przedsigbiorstwa odgrywa sprawnie dziatajacy system zarzadzania
jakoscia ushug i wyrobow. Przedsigbiorstwo produkcyjne dazy do tego, zeby jak
najlepszej jakosci byty produkty, ktore wytwarza. Jakos¢ produktu decyduje o jego
przydatnosci dla klienta oraz satysfakcji klienta z produktu, ktory zostat przez
niego nabyty. Dobra jako$¢ wytwarzanych przez przedsigbiorstwo produktow lub
swiadczonych przez nie ustug pozwala na utrzymanie si¢ na rynku, na ktéorym
konkurencja jest bardzo duza. Na proces produkcyjny oddzialuja pewne czynniki,
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ktore sa przyczyna jego zmiennosci. Na podstawie kontroli przebiegu
charakterystyk wartosci zaobserwowanych parametrow danego procesu mozna
dokona¢ analizy jego zmiennoSci.

Chcac skutecznie zarzadzaé jakoscia przedsigbiorstwo powinno wyznaczy¢
stan ilosciowy jakosci produktu. W tym przypadku konieczne jest ustalenie zbioru
cech (wlasciwosci), wedtug ktorych bedzie przeprowadzana ocena produktu lub
ustugi. Wlasciwosci te moga by¢ wyrazone za pomoca wartosci liczbowych, lub
moga odpowiada¢ im pewne kategorie obrazujace dany stan rzeczy [Hamrol 2008].

Sterowanie jakoscia proceséw produkcyjnych obejmuje miedzy innymi:
opracowanie plandéw jakosci proceséw 1 wyrobow, zarzadzanie konfiguracja
1 ryzykiem w procesach produkcyjnych, nadzorowanie jakosci oraz oceng
zdolnosci proceséw produkceyjnych [Szkoda 2004].

Wazna rolg w sterowaniu jako$cia procesow produkcyjnych odgrywaja
metody statystyczne, wsrdd nich metody statystyki opisowej i matematycznej.
Statystyczne sterowanie procesem produkcyjnym (SPC) ma na celu poprawe jego
jakosci poprzez realizowana w rzeczywistym czasie kontrol¢ jego przebiegu,
w celu wykrycia ewentualnych rozregulowan. Zmienno$¢ procesu moze by¢
wywotana przez dwa rodzaje przyczyn: losowe lub specjalne. Pierwsze z nich sa
stale obecne w procesie, nieuniknione w danych warunkach oraz nie sa tatwo
rozpoznawalne, kolejne — pojawiaja si¢ nieregularnie i trudno przewidzie¢ ich
skutki, moga by¢ statym elementem procesu lub pojawia¢ si¢ w nim przypadkowo
[Wisniewska, Malinowska 2011].

Celem statystycznego testowania procesem  produkcyjnym  jest
doprowadzenie go do stabilnego poziomu, utrzymanie go na tym poziomie oraz
zapewnienie spelnienia zalozonych wymagan przez wyroby i uslugi. Proces
produkcyjny nazywamy stabilnym, jezeli czynniki wptywajace na jego przebieg
maja charakter wylacznie losowy [Satacinski 2009].

KARTY KONTROLNE JEDNOWYMIAROWE I WIELOWYMIAROWE

Karty kontrolne zostaty wprowadzone przez W. A. Shewharta w 1924 roku
i staly si¢ niezwykle uzyteczne zaré6wna w produkcji jak i ustugach. Ich
wykorzystanie do monitorowania procesoOw produkcyjnych umozliwia znaczna
redukcj¢ zmiennosci oraz prowadzi do wzrostu jakosci produkcji. Zadaniem kart
kontrolnych jest dostarczenie informacji, wykorzystujac metody graficzne,
o stabilnosci procesu, czyli czy wybrane do kontroli danych cech parametry
statystyczne ,,nie zmieniaja si¢” w czasie [Hamrol 2008].

W kartach kontrolnych Shewharta wykorzystywane sa prawa rachunku
prawdopodobienstwa 1 statystyki matematycznej. Jezeli jakiekolwiek sygnaty
swiadcza o rozregulowaniu procesu produkcji, mozna podja¢ decyzje o jego
przerwaniu i skorygowaniu jego przebiegu.

Karty kontrolne konstruowane dla zmiennych ilosciowych moga
monitorowa¢ informacje o pojedynczych witasciwosciach procesu (karty kontrolne
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jednowymiarowe) lub wielu jego  wlasciwosciach (karty  kontrolne
wielowymiarowe). Umozliwiaja monitorowanie zmian charakterystyk procesu
dotyczacych potozenia, rozproszenia lub jego stabilnosci [Ptaska 2000].

Klasyfikacji kart kontrolnych dokona¢ mozna ze wzgledu na liczbe
rozpatrywanych cech, rodzaj rozktadu analizowanej cechy lub jej charakter. Wsrdd
klasycznych kart kontrolnych wyrézniamy karty kontrolne dla cech dyskretnych
(zliczeniowych) oraz cech ciagtych (mierzalnych). Karty sekwencyjne (karta MA,
EWMA, IX-MR, CUSUM) wykorzystywane sa do wykrywania pojawiajacych si¢
trendow oraz niewielkich przesunig¢ wartosci $redniej procesu produkcyjnego.
Szczegdlowo typy kart kontrolnych zostaly omoéwione w pracy Salacinskiego
[Satacinski 2009].

Karta kontrolna jako narz¢dzie wspomagajace regulacje¢ procesow produkcji
jest wykresem przedstawiajacym statystyki np. warto$¢ s$rednia, odchylenie
standardowe w czasie lub wedlug numeru kolejnej prébki pobranej do badania.
Glownym elementem kazdej karty jest diagram kontrolny, na ktérym nanoszone
sa:

e Linia centralna (CL) — jest zwykle $rednia z rozwazanych danych procesu,

e Linie kontrolne - okreslane jako gdérna granica kontrolna (UCL) oraz dolna
granica kontrolna (LCL) (w zaleznosci od potrzeb badania stosuje si¢ jednostronny
lub dwustronny obszar krytyczny). W wielu przypadkach wyznacza si¢ takze
granice ostrzegawcze.

Rysunek 1. Karta kontrolna
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Zrodto: Aczel [2000]

Linie kontrolne wyznaczaja zakres zmienno$ci monitorowanej statystyki
procesu, tzn. zakres, ktorej przyczyna sa tylko czynniki losowe. Jezeli badana
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statystyka przekracza granice kontrolne lub gdy jej wykres wykazuje pewne state
zmiany, proces moze by¢ nieustabilizowany i powinien by¢ skorygowany
[Aczel 2000].

W rzeczywisto$ci cze¢sto mamy do czynienia z procesami produkcji, do
opisu ktorych wykorzystuje si¢ kilka wlasciwosci, ktore moga by¢ od siebie
niezalezne lub powiazane ze soba liniowo. W przypadku monitorowania dwoch
wlasciwosci procesu wykorzysta¢ mozna elipsy kontrolne. Jednak na ich wykresie
nie ma mozliwosci zaobserwowania trendow, wzorcow, tendencji procesu oraz
jego zmiennos$ci w czasie.

W celu monitorowania w czasie parametrow statystycznych wybranych do
kontroli wielu cech procesu mozna wykorzysta¢ kilka kart kontrolnych. Niesie to
za soba kilka wad np. konieczno$¢ konstrukcji i analizowania znacznej liczby kart
kontrolnych Iub pomijanie zalezno$ci pomigdzy cechami. Ocena procesu ze
wzgledu na kazda z wlasciwosci oddzielnie moze by¢ mylaca, w zwiazku
z wzajemnymi powiazania migdzy nimi [Demski 2010].

Pomocnym narzgdzie w celu monitorowania procesow wielowymiarowych
jest karta T* Hotellinga, na ktorej zamiast zaobserwowanych w czasie wartosci
przedstawiana jest przeksztalcona wartos¢, tzw. odleglosé T* Holettinga. Jest ona
wyznaczona, jako roznica pomigdzy S$rednia  wartoScia w  probce
i $rednia w populacji.

7*(p) = nl(=(p) - %)s™ (5(p) - %)) ()
gdzie
n - liczba jednostek w probcee,
X(p) - wektor $rednich w probee,
x - wektor §rednich uregulowanego procesu,
s - macierz odwrotna do macierzy kowariancji s [patrz np. Dembski
2010].

Warto$ci tej odleglosci sa nanoszone na karcie kontrolnej dla
poszczegdlnych grup pomiarowych odnotowanych na osi poziomej karty. Nalezy
zaznaczyC, ze na kartach kontrolnych Hotellinga dolna granica kontrolna nie
wystepuje. W przypadku zaobserwowania rozregulowania procesu konieczne jest
zidentyfikowanie cechy, ktéra byta tego przyczyna. W tym celu sporzadza si¢
wykresy jednowymiarowych kart kontrolnych np. X —R. Jak juz wcze$niej
wspomniano jest to dziatanie do$¢ pracochtonne, szczegdlnie gdy badanych jest
kilkanascie lub kilkadziesiat wtasciwos$ci procesu.

Uzytecznym narzg¢dziem kontrolowania procesu o wielu wilasciwosciach
moze by¢ analiza gléwnych skladowych. Umozliwia ona ze zbioru wszystkich
zmiennych charakteryzujacych dany proces uzyskanie zestawu nowych zmiennych,
nazywanych sktadowymi glownymi. Stosunkowo niewielka liczba sktadowych
gléwnych przenosi wigkszo§¢ informacji zawartych w duzej liczbie zmiennych
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wejsciowych. W przypadku nadzorowania procesu z wykorzystaniem tej metody
w pierwszym kroku przeprowadza si¢ analiz¢ sktadowych gtownych, a w kolejnym
konstruuje si¢ karty kontrolne Hotellinga dla wyodrgbnionych najwazniejszych
sktadowych.

W wigkszosci wykorzystywanych kart kontrolnych zaklada sig, ze zebrane
wyniki pomiardw maja rozktad normalny lub zblizony do normalnego. Zalozenie
to jest wymagane ze wzgledu na posta¢ wzordow, zgodnie z ktérymi wyznacza sig
granice kontrolne. W przypadku niespetnienia zalozenia dotyczacego zgodnosci z
rozkladem normalnym na karcie moga pojawia¢ si¢ falszywe sygnaly
o rozregulowaniu procesu produkcji lub nie bgda odnotowane wartosci swiadczace
0 jego niestabilnos$ci [Greber 2002].

Jednym z gltownych zalozen w metodach konstrukcji kart kontrolnych
Hotellinga oraz tych, w ktorych wykorzystuje si¢ sktadowe glowne jest, zeby
zalezno$¢ pomiedzy wlasciwosciami procesu byta liniowa [Demski 2010].

ZANURZANIE OBSERWACJI W PROBIE W KARTACH
KONTROLNYCH

Dokonujac analizy statystycznej zjawisk empirycznych czgsto napotyka si¢
na utrudnienia wynikajace z niespetnienia zatozen stawianych wykorzystywanym
metodom statystycznym. Wiele z tych metod wymaga spetnienia zatozen
dotyczacych zgodnosci z rozkladem normalnym lub co najmniej przyblizonego
rozktadu normalnego. W zwiazku z powyzszym zachodzi konieczno$¢ stosowania
metod statystycznych, ktore pomijaja klasyczne zalozenia stochastyczne.

W 1975 roku zostalo wprowadzone przez Tukey’a pojecie zanurzania
obserwacji w zbiorze danych. Pojgcie to bylo rozwijane przez wielu badaczy
z punktu widzenia jego przydatnosci w statystycznej analizie danych, szczeg6lnie
w analizie danych z obserwacjami nietypowymi. W literaturze przedmiotu szeroko
omoOwione zostaly rozne kryteria wyznaczania miary zanurzenia obserwacji
w probie m. in. kryterium Mahalanobisa, kryterium zanurzania sympleksowego Liu
lub kryterium Barnett’a [Liu i in. 1999, Rousseeuw i Ruts 1996].

Niech P’ = {xl » X, ,...,xn} bedzie uktadem wektorow wyrazajacych probe
p-wymiarowa o liczebnosci n pochodzaca z pewnego p-wymiarowego rozktadu
okre$lonego dystrybuanta F, oraz niech €€ R” bedzie pewnym punktem
z przestrzeni rzeczywistej R”. Punkt € moze byé punktem z proby P’ .

Koncepcja zanurzania obserwacji w probie Tukey’a oparta jest na nastgpujacej
definicji.
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Definicja 1. Zanurzaniem punktu € w probie P’ nazywamy funkcje

proby zan , (6, P,) o nastepujacej postaci

zanp(é?,PnP):r?in#{i:uTGZuTxi}, )

=1
gdzie u jest wektorem kolumnowym z przestrzeni R” o dhugosci 1, czyli o normie
euklidesowe;j ||u|| =1, natomiast # {} oznacza liczebno$¢ rozwazanego zbioru.

W pracy do konstrukcji kart kontrolnych wykorzystane zostato kryterium
zanurzania Mahalanobisa. Jest ono okreslone wedtug nastepujacej definicji.

Definicja 2. Miara zanurzania Mahalanobisa ( Mzan ,) punktu 6 w probie
P? nazywamy funkcjg

Mzan (6;P7) = [1+0(6,P")] ", 3)
gdzie Q(O,P")=(0-%)"S7(0-X) jest odlegloscia Mahalanobisa

61 xl
o 0, _ |%
wektora 6 od wektora srednich X, przy czym 6 = , X = ,
017 xP
n
X :—ij , S jest macierzq kowariancji miedzy rozwazanymi

p wektorami, natomiast S”' jest jej macierzq odwrotna.

W sensie matematycznym miara zanurzania Mzan, wyznaczona na
podstawie wzoru (3) bazuje na odlegtosci migdzy punktem przestrzeni
p wymiarowej i wektorem $rednich X , wedlug metryki wyznaczonej odwrotno$cia
macierzy S. Wlasnosci miary zanurzania Mzan , Wynikaja  bezposrednio
z podstawowych wiasnosci odlegtosci Mahalanobisa [patrz np. Mahalanobis1936,
Bartkowiak 1976].

Zatozmy, ze proces produkcyjny charakteryzowany jest za pomoca
p wihasciwosci (p>1). Niech G bedzie pewnym p-wymiarowym rozktadem
teoretycznym okreslonym dystrybuanta F, oraz niech ),,3,,...,», bedzie
uktadem  p-wymiarowych  wektorow  pochodzacych z  rozkladu G.
Pl = {yl, Vysers ym} o  liczebnosci m  jest proba  odniesienia
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w konteks$cie monitorowanego procesu produkcji. Niech Pn’(’ ) :{xl,xz,...,xn

bedzie ukladem obserwowalnych wektorow procesu produkcji wyrazajacym probe
p-wymiarowa o liczebnosci n pochodzaca w pewnego p-wymiarowego rozkladu
okres$lonego dystrybuanta F).. Zbadanie, czy proces produkcji ulegt

. . . L » .
rozregulowaniu sprowadza si¢ do sprawdzenia, czy obserwacje proby P, ) naleza

do rozktadu G. Karty kontrolne, ktore sa wykorzystywane w tym celu oparte sa na
mierze zanurzania obserwacji w probie. Miary zanurzania wyznaczone dla
obserwacji proby umozliwiaja ich uporzadkowanie wzgledem oddalenia od
centralnego skupienia, ktore jest wyznaczone przez obserwacje z najwyzszymi
warto§ciami miary zanurzania. Punkty, ktorym odpowiadaja najnizsze wartos$ci tej
miary leza na zewnatrz ,,chmury danych” i moga by¢ traktowane jako odstajace,
czyli nie nalezace do danego rozktadu.

Procedura sprawdzania czy dany proces ulegt rozregulowaniu sprowadza si¢
do konstrukeji kart kontrolnych z wykorzystaniem miary zanurzania obserwacji
oraz probie [Liu 1995]. W tym celu wyznaczane sa miary zanurzania obserwacji

prob Py i B, . Karta kontrolna oparta na miarach zanurzania jest wykresem
wartosci 7, (x;) w czasie z warto$cig CL=0,5 i liniq kontrolng ¢ . Jezeli warto$ci
7. (x;) sa mniejsze od zadanej warto$ci ¢, to wystapito rozregulowanie procesu.

Wartosci statystyki 7; (x;) wyznaczamy jako
1 (x)=# {yj lzang(y,) < zang(x,),i =1.2,...,n, j = 1,2,...,m}/m 4)

gdzie #{} oznacza liczebnos$¢ rozwazanego zbioru, zan.(-) jest wartosciag miary

zanurzania obserwacji w probie wyznaczona na podstawie wzoru 3.

W celu zilustrowania konstrukcji kart kontrolnych postuzono si¢ probami
dwuwymiarowymi, przyjmujac za kazdym razem inna konfiguracje badanych
prob:

e Proba PDI1 pochodzi ze standardowego dwuwymiarowego rozktadu
normalnego,

e Proba PD2 — pierwszych 250 obserwacji pochodzi ze standardowego
dwuwymiarowego rozkladu normalnego, kolejnych 100 z dwuwymiarowego
rozkladu normalnego z wektorem wartosci oczekiwanych [3,3] 1 macierza

1 0
kowariancji ,
0 1

e Proba PD8 - pierwszych 50 obserwacji pochodzi ze standardowego
dwuwymiarowego  rozktadu  normalnego, kolejnych 50  pochodzi
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z dwuwymiarowego rozkltadu normalnego z zerowym wektorem wartosci

05 0
oczekiwanych oraz macierza kowariancji { }

0,5

PD1 jest proba odniesienia w kontekScie monitorowanego procesu.

Rysunek 1. Karta kontrolna PD§
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Zrodto: opracowanie wilasne

Rysunek 2. Karta kontrolna PD2
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Zrédto: opracowanie whasne

Na rysunkach przedstawione zostaly procesy, w ktorych widoczne sa
rozregulowania. Na pierwszym nich (rys.l) od 51 probki wzrosla warto§¢
statystyki 7 (x;). Wysoka jej wartos¢ $wiadczy o tym, ze wigkszej czgsci
obserwacji proby PD1 odpowiadaja nizsze warto$ci miary zanurzania
w poréwnaniu z obserwacjami proby PD8. Oznacza to, ze w probie PD8 wystepuje

wigksze  skupienie  obserwacji  wokot  wektora  wartosci  $rednich
w poroéwnaniu z proba PD1. Na rysunku 2 zauwazy¢ mozna, ze od 251 probki

zmalaly  wartosci  statystyki 7, (x;). Moze to by¢ uwarunkowane

przesunigciem rozkladu lub zwigkszeniem jego zréznicowania.
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PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano wykorzystanie miary zanurzania obserwacji
w probie do konstrukcji kart kontrolnych. Klasyczne wielowymiarowe karty

kontrolne oparte na statystyce ;(2 lub na odlegtosci T> Hotellinga zakladaja zeby

dane pochodzace z pomiaréw dokonywanych przy sterowaniu procesem miaty
rozktad zgodny z rozktadem normalnym. Zalozenie to jest rowniez wymagane przy
konstrukcji elipsy kontrolnej dla przypadku dwuwymiarowego.

Konstrukcja kart kontrolnych opartych na miarach zanurzania obserwacji
w probie dla przypadku wielowymiarowego nie wymaga ztozonych przeksztalcen
danych oraz zawansowanych metod analizy statystycznej. Nie jest wymagane
rowniez spehnienia zatozen dotyczacych zgodnosci z rozktadem normalnym.

W literaturze dotyczacej zarzadzania jakoscia proceséw produkcji szeroko
omoéwione zostaly rdzne rodzaje kart kontrolnych. Ich wybor zalezy od specyfiki
procesu, ktory ma by¢ monitorowany. W pracy omowiona zostata karta kontrolna
oparta na statystyce r, ktéra podobnie jak karta X analizuje zmiany miar potozenia
oraz zmiennos$ci. W literaturze przedmiotu omoéwione zostaly inne karty kontrolne,
w ktorych wykorzystuje si¢ zanurzanie obserwacji w prébie [Liu 1995, Liu i in.
2004]. Beda one przedmiotem dalszych rozwazan.
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USING OBSERVATION DEPTH IN A SAMPLE
TO CONSTRUCT CONTROL CARDS

Abstract: Controlling a production process requires monitoring of the
observed deviations of diagnostic variables from target values.
The fundamental role in quality control is played by control cards, which are
one of the main tools of statistical quality control. They are one of ongoing
quality control methods and — when used properly —are very important
in improving production quality. In 1975, Tukey introduced the concept
of observation depth in a multi-dimensional sample. The depth measure can
be used to classify multi-dimensional observations in regard to the distance
from the central cluster and to detect and eliminate atypical observations.
This article presents the application of a measure of observation depth in
a sample in the construction of control cards.

Keywords: observation depth measure in a sample, control cards
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