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Streszczenie: W artykule scharakteryzowano opcje na akcje. Wyjasniono
podstawowe pojgcia, takie jak: termin wykonania, termin wygasnigcia, cena
wykonania, cena opcji. Do opisu ewolucji cen akcji wykorzystano
geometryczny ruch Browna. Sformutowano kilka probleméw dotyczacych
inwestowania w opcje na akcje otrzymujac zadania programowania
stochastycznego. Korzystajac z wlasnosci ruchu Browna pokazano, w jaki
sposob szacowa¢ prawdopodobienstwa zdarzen polegajacych na osiagnigciu
przez inwestora zyskow na zadanym poziomie lub przy ustalonym poziomie
ryzyka. Dla kazdego z zadan dokonano przyktadowych obliczen.

Stowa kluczowe: opcje na akcje, standardowy ruch Browna, geometryczny
ruch Browna

WSTEP

Opcje na akcje sa jednym z najpopularniejszych instrumentdéw pochodnych
na $wiecie. Umozliwiaja one inwestorom osiaga¢ zar6wno ponadprzecigtne zyski,
gdy cena wykonania opcji jest lepsza niz cena oferowana na wolnym rynku, jak
i zabezpiecza¢ si¢ przed nadmiernymi stratami zwigzanymi ze zmianami kursow
akcji. Celem niniejszej pracy jest pokazanie, w jaki sposéb mozna szacowac
prawdopodobienstwa osiagnigcia tych zyskow z uwzglednieniem oczekiwan
inwestora co do inwestycji w opcje.

CHARAKTERYSTYKA OPCIJI

Opcja kupna (ang. call) jest kontraktem, ktory daje nabywcy prawo do kupna
ustalonej ilosci instrumentu podstawowego, na ktory opcja zostata wystawiona, po
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okreslonej cenie i w ustalonym terminie. Opcja sprzedazy (ang. put) daje prawo do
sprzedazy instrumentu podstawowego po okreslonej cenie i w ustalonym terminie.
Dla nabywcy opcja jest prawem, a nie obowigzkiem. Skorzysta z tego prawa, gdy
bedzie mu si¢ to optacalo. Natomiast sprzedajacy (wystawiajacy) opcje ma
obowiazek, na zyczenie nabywcy opcji, odsprzedac (w przypadku opcji kupna) lub
odkupi¢ (w przypadku opcji sprzedazy) instrument podstawowy, na ktory opcja
jest wystawiona.

Z inwestycjami w opcje wiaze si¢ duze ryzyko. W zwiazku z tym wystawca
opcji musi ztozy¢ depozyt zabezpieczajacy (ang. margin), ktéory ma zagwarantowac
spetnienie jego ewentualnych zobowiazan [Luenberger 2003 ].

Termin, w ktérym posiadacz opcji wykorzystat swoje prawo nazywamy
terminem wykonania (ang. exercise date). Termin, po ktorym opcja traci swoja
waznos$¢ i nie moze by¢ wykonana nazywamy terminem wygasnigcia opcji (ang.
maturity, expiration date).

Wyrdznia si¢ dwa typy opcji:

e curopejskie, ktore moga by¢ wykonane tylko w dniu wygasnigcia opcji,
e amerykanskie, ktére moga by¢ wykonane w dowolnym dniu do terminu
wygasnigcia opcji.

Nazwy obu typoéw nie sa w zaden sposob zwiazane z miejscem obrotu.
Terminy te w przesztosci odnosily si¢ do réznych zasad handlu opcjami, jakie
obowiazywaty w Europie i Ameryce. Wigkszos¢ opcji, ktorymi handluje si¢ na
swiatowych rynkach to opcje amerykanskie. Powodem tego, migdzy innymi, jest
fakt, ze opcje europejskie sa bardziej narazone na manipulacje w okresie bliskim
terminowi wygasnigcia. [Weron, Weron 1998].

Cena instrumentu podstawowego ustalona w kontrakcie nazywa si¢ cena
wykonania (ang. strike, exercise price). Jezeli opcj¢ optaca si¢ wykona¢ méwimy,
Ze opcja jest w cenie (ang. in the money), np. w przypadku opcji sprzedazy dzieje
si¢ tak, gdy cena wykonania jest wyzsza niz cena instrumentu podstawowego. Gdy
cena instrumentu podstawowego jest rowna cenie wykonania méwimy, ze opcja
jest po cenie (ang. at the money). Opcja nie jest w cenie (ang. out of the money),
gdy nie optaca si¢ jej wykona¢, np. w przypadku opcji sprzedazy dzieje si¢ tak, gdy
cena wykonania jest nizsza niz cena instrumentu podstawowego.

Opcjami na $wiatowych rynkach handluje si¢ od dawna. Na Gieldzie
Papieréw Wartosciowych w Warszawie oferowane sa wylacznie opcje na indeks
WIG 20. Opcje na akcje byly notowane od pazdziernika 2005 r., ale od 4 lipca
2007 r. zawieszono wprowadzanie do obrotu kolejnych serii opcji na akcje oraz
zawieszono obrot wszystkimi seriami opcji na akcje.'

"www.gpw.pl/opcje_instrumenty



O pewnych kryteriach inwestowania w opcje ... 245

PROCES WIENERA I MODEL EWOLUCIJI CENY AKCIJI

Do opisu ewolucji ceny akcji postuzy proces geometrycznego ruchu Browna
postaci:

gdzie:

p, - cena akcji w chwili 7,

p, - cena akcji w chwili poczatkowe;j,
w, - standardowy ruch Browna,

m,0> - parametry modelu reprezentujace odpowiednio warto$é $rednia
i wariancjg (na jednostke czasu) stopy zmiany ceny akcji.

Proces geometrycznego ruchu Browna ma nastgpujace wtasnosci:
e jezeli p, jest wartoscig dodatnia, to dla kazdego ¢ > 0 jest p, >0,

e dla kazdego ustalonego ¢ > 0 zmienna losowa p, ma rozktad lognormalny,
e wariancja Var[pt] —> oo, gdy t—> oo,

Jezeli trajektoria ruchu Browna startuje od dodatniej wartosci, to proces
osiaga tylko wartosci dodatnie. Fakt ten, jak rowniez to, ze dla procesow opartych
na rozkladzie Gaussa jest dobrze rozwini¢ty aparat matematyczny, zadecydowal,
ze wlasnie ten proces wielu badaczy rynku przyjmuje do opisu ewolucji cen
papierow wartosciowych. Wykorzystali go, miedzy innymi, Osborne, Samuelson,
ktorych prace w latach pigcdziesiatych dokonaty przetlomu w matematyce
finansowej. Z modelowaniem stochastycznym rynkow kapitalowych zwiazane sa
tez takie nazwiska jak: Merton, Blaska, Scholesa.

Proces geometrycznego ruchu Browna jest rozwiazaniem stochastycznego
rownania rézniczkowego.

dp, = p, [mdt + O'dw,] .

Wigcej na temat ruchu Brona mozna znalez¢ w [Banek 2000], [Luenberger
2003], [Sobczyk 1996], [Weron, Weron 1998].



246 Tomasz Warowny

Proces stochastyczny {Wt , 12 O}, w literaturze spotyka si¢ tez oznaczenie

w(t,a)) , hazywamy standardowym procesem Wienera lub standardowym ruchem
Browna, jezeli:

. w,=0.

2. Przyrost standardowego procesu Wienera na przedziale o dlugosci Af ma
rozktad normalny z warto$cia oczekiwana 0 i1 wariancja rowna dlugosci tego
przedziatu, czyli dla kazdego ¢ =0, Az > 0 jest (wt Ve wl) ~N(0,At).

3. Jezeli t, <t,<t,<t,, to zmienne losowe (wZZ - w,]) i (w,4 - w,}) sq
niezalezne.

4. Funkcja t— W(t,a))e R jest z prawdopodobienstwem réwnym 1 ciagla
wzgledem ¢, czyli proces Wienera ma ciagle trajektorie.

W dalszej czgsci pracy wykorzystane zostana ponizsze wlasnosci procesu
Wienera.

Wilasnos¢ 1
Niech a>0 i be R, wtedy

a+bT _ a-bT
Plmaxw >bt+al=1-F| ——— |+e**|1-F
(,gxwz a) ( \/Tj e [ (ﬁ D

gdzie F' jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.
Dowod powyzszej wlasnosci mozna znalezé w [Szirajev, Kabanov, Kramkov,
Mielnikov 1994].

W szczegblnosci, gdy b =0 otrzymujemy

Wtasnos¢ 2 [Billingsley 1987]

b

P(r?saTx W, > a): 2(1 - F(%D =2P(w, > a).

W tym miejscu warto przytoczy¢ wzor Blacka-Scholesa na wyceng opcji na
akcje. Rozwazmy europejska opcje kupna z cena wykonania ¢ i terminem
wygasnigcia 1'. Zakladamy, ze akcja, na ktora zostata wystawiona opcja nie daje
dywidendy w okresie [O,T ], stopa wolna od ryzyka (7) jest stata i ma miejsce
kapitalizacja ciagla. Wtedy wzor na ceng opcji (cena ta nazywana jest tez premia)
w chwili 7€ [O,T ] jest nastgpujacy [Luenberger 2003]:
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¢f = pF(d)-qe""F(d,),
gdzie:
ctE - cena europejskiej opcji kupna w chwili ¢,
p, - cena akcji w chwili 7,

F - dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego,

2
P 4]+ 7|1 -1)
q 2
d = ,
aJT—t
2
P P (T 1)
q 2
d, =
aJT—t

Znajac ceng europejskiej opcji kupna (c,E ) ceng europejskiej opcji sprzedazy
(S,E ) mozna wyznaczy¢ z parytetu kupna-sprzedazy [Weron, Weron 1998]:
cf =sf=p,—qer.

W [Weron, Weron 1998] pokazano, ze w przypadku opcji amerykanskich
prawdziwe sa nierownosci:
—r(T—t)

pt—q<CtA—StASpt—q€ >
gdzie ctA ,SZA oznaczaja odpowiednio ceny amerykanskich opcji kupna i sprzedazy
akcji.
WYBRANE KRYTERIA INWESTOWANIA W OPCJE NA AKCJE

Sformutowanych zostanie kilka problemow zwiazanych z inwestowaniem
w opcje na akcje. Oszacujemy prawdopodobienstwa zdarzen osiagnigcia przez
inwestora zysku na zadanym poziomie lub przy ustalonym poziomie ryzyka.

Zadanie 1 — ustalony poziom zysku, europejska opcja kupna
Inwestor posiada europejska opcje kupna akcji z terminem wygasniecia 7'
i cena rozliczenia opcji g . Obliczmy
—rT
P(e (pT - q)Z z).
Jest to prawdopodobienstwo tego, ze rozliczajac opcje w chwili T inwestor
osiagnie zysk co najmniej z. Wielkos¢ zysku jest zdyskontowana na chwilg
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obecna ze stopa kapitalizacji ciaglej ». Ustalajac warto$§¢ z inwestor powinien
uwzgledni¢ poniesione koszty, takie jak: koszty transakcji, ceng opcji.
W przypadku europejskiej opcs'i sprzedazy nalezaloby rozwazy¢

prawdopodobienstwo P(e_’T (q - pT)Z z). Zajmijmy si¢ przypadkiem opcji

kupna.
Mamy
owy + m——zT
Pl (pr=q)2z)=P e pe ) —q |2z |=
rT 2
=P wT_i{ln(uJ— m—a—jTDzl—F(cT),
o D, 2
gdzie
1 ze" +q o’
C. = In —|\m-—1T|,
" oolT { 2 j ( 2] |

F jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Przyktad

Niech poczatkowa cena akcji bedzie rowna 50 zt. Inwestor nabywa europejska
opcje kupna tej akcji z cena wykonania 50 zt i terminem wygasnigcia za rok. Stopa
wolna od ryzyka dla tego okresu to 6%.

Zatem p, =50, ¢g=50, r=0,06, T =1.

Zatézmy ponad to, ze stopa zmiany ceny akcji i odchylenie standardowe tej stopy
sa rowne odpowiednio m = 0,08, o =0,1.

Korzystajac ze wzoru Blacka-Scholesa otrzymujemy, Zze cena opcji wynosi
¢’ =373 zt.

Przyjmijmy z=35. Obliczymy, zatem prawdopodobienstwo tego, ze za rok
inwestor wykona posiadana opcje z cena wykonania 50 zt i natychmiast sprzedajac
akcje po aktualnej cenie rynkowej osiagnie zysk zdyskontowany na chwilg obecna
na poziomie co najmniej 5 zt. Rozwazane prawdopodobienstwo ma warto$¢

Ple"(p, —q)=2z)=0398
Zadanie 2 - ustalony poziom ryzyka, europejska opcja kupna

Inwestor niesktonny do duzego ryzyka moze ustali¢ jego maksymalng
warto§¢ 1 szuka¢ takiej wielkosci zysku, ktéora moze by¢ zrealizowana
z prawdopodobienstwem nie mniejszym niz ustalit. Zadanie mozna sformutowac
W nastgpujacej postaci.



O pewnych kryteriach inwestowania w opcje ... 249

Niech pe [O,l] bedzie ustalong przez inwestora liczba, ktora bedziemy

nazywa¢ poziomem ryzyka. Nalezy wyznaczy¢ taka wartos¢ z ,, ze

z,= max{z : P(e”T(pT - q)Z 2)2 1- p}.
Powyzsza warto$¢ jest najwigkszym poziomem zysku, jaki mozna osiagnaé
przy ustalonym poziomie ryzyka O .
Z poprzedniego zadania wiemy, ze

Ple"(p, —q)22)=1-F(C,),

gdzie
C, = 1 [ln{zerT * qj—(m —O-_ZJT]
o\T D, 2
Zatem
1-F(C,)=1-p
lub réwnowaznie C,<F™ (,0)
Mamy
1 {1 [Ze’T +q]_(m_0'_2j]} SF_I(,O),

oNT D, 2

wigc

Przyktad

Dla wartosci takich jak w poprzednim przyktadzie: p, =50, ¢ =50, r=10,06,
T'=1, m=0,08, 0=0,] przyjmijmy, ze inwestor ustalit poziom ryzyka
p=03. z, jest zatem maksymalng wartoscia (zdyskontowana) zysku jaki mozna
osiagna¢ z prawdopodobienstwem rownym co najmniej 0,7. Z powyzszego wzoru
otrzymujemy z, =1,07.
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Zadanie 3 — ustalony poziom zysku, amerykanska opcja kupna

Rozwazmy amerykanska opcje kupna akcji z terminem wygasnigcia T

i ceng wykonania opcji ¢ . Oszacujemy nastepujace prawdopodobienstwo:
—rt _ >
Plmaxe™(p, - )2 z)

Jest to prawdopodobienstwo tego, ze do terminu wygasnigcia opcji inwestor bedzie
mogt wykonaé opcje i osiagnie zysk zdyskontowany na chwilg obecna na poziomie
€O najmniej z .
Mamy

e 1 ze'" +q o’
Plmaxe " (p, —q)>z)=P| maxw, > —| In| ——2L |~| m—— |t
<t<T 0st<T o D, 2

Oznaczmy
rt 2
o D, 2

iniech B = min B(t)

o<t<T

Prawdopodobienstwo, ze trajektoria procesu Wienera ,,dojdzie” do krzywej B(t)

jest nie wigksze niz prawdopodobienstwo, ze trajektoria procesu Wienera ,,dojdzie”
do B . Stad i z wlasnosci 2 otrzymujemy

P(gnax w, > B(t))s PQmaX w, > B): 2P(w, > B)= 2(1 - F(%D :

<t<T <t<T

gdzie F' jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Latwo sprawdzié, ze

B(f)= qzrie” ’
a(ze" + q)z
czyli, dla kazdego ¢ >0 jest B’ (t) >0.
Druga pochodna funkcji B(t) jest dodatnia, a wigc funkcja jest wypukla. Jej
wykres na przedziale [O,T ] znajduje si¢ pod prosta zawierajaca punkty (O,B(O))
i (7,B(T)). Przyjmijmy, e prosta ta ma rownanie [(t)=a + bt .
Warto$¢ wspotczynnika a to B(O), czyli

a=—In
o D,

1, z+gq
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Natomiast warto$¢ wspotczynnika b wyliczymy z rownania bT + a = B(T )

rT 2
bT+i1nZ+q :l{ln(uJ—(m—a—JT},
c p, © P, 2

rT 2
pe Lpze*ta [, o \r|
oT z+gq 2

Prawdopodobienstwo, ze na przedziale [O,T ] trajektoria ruchu Browna ,,dojdzie”

Mamy

co daje

do krzywej B (t) jest, zatem wigksze niz prawdopodobienstwo, ze trajektoria ruchu

Browna ,,dojdzie” do prostej / (t) Korzystajac z wlasno$ci 1 mamy

Plmaxe ™" (p, —q)> z)= szna); w, 2 B(t))z Plmaxw, 2 a+ bt)=
<t<

<t<T <t<T

:I—F(%j + e—Z“”(l —F[“\_/;TD .

z+q

- . ! .
Oczywiscie, musi by¢ a >0, czyli —In >0 wigc z+qg>p,.
G o
Gdyby bylo inaczej, z + g < p,, oznaczatoby to, ze juz w chwili zerowej inwestor
rozliczajac opcje¢ i natychmiast sprzedajac akcje osiagnatby wymagane z .
Ostatecznie otrzymali$my

-2 (- e e - 02a)< 1A )

ze wszystkimi oznaczeniami jak wczes$niej.

Przyktad

Inwestor posiada amerykanska opcje kupna z terminem wygasnigcia jeden rok,
z ceng rozliczenia 50 zi, taka sama jak obecna cena akcji. Mamy, zatem p, = 50,

q=50, T=1. Zatézmy ponad to, ze stopa zmiany ceny akcji i odchylenie
standardowe tej stopy sa rowne odpowiednio m = 0,08, o =0,1, stopa wolna od
ryzyka r = 0,06 . Inwestor ustala z=35.

Oszacujemy, zatem prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu roku inwestor
bedzie mogl wykonaé opcje i osiagnie zysk zdyskontowany na chwil¢ obecna na
poziomie co najmniej 5 zt. Dla powyzszych warto$ci otrzymujemy

0,58 < P({I}&P;e_” (p,—q)= Z)S 0,79.
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ZAKONCZENIE

Opcje daja mozliwos¢ tworzenia roznych strategii inwestycyjnych na
wypadek réznych scenariuszy rozwoju wydarzen na gietdzie. Zaprezentowane
kryteria maja zastosowanie do oceny inwestycji w opcje na akcje. Moga one by¢
pomocne inwestorowi przy ocenie wartosci prawdopodobienstw osiagnigcia
oczekiwanych zyskéw lub szacowaniu przysztych zyskéw przy ustalonym
poziomie ryzyka. Pokazano, w jaki sposob szacowaé te prawdopodobienstwa
zaroéwno dla opcji amerykanskich jak i europejskich.
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SOME CRITERIA OF INVESTMENT IN STOCKS OPTIONS

Abstract: This article describes the stock options. It explains the basic
concepts, such as settlement date, expiration date, strike price and premium.
To describe the evolution of share prices we used the geometrical Brownian
motionWe presented the several criteria for investment in options and shares
and then obtained the exercises of stochastic programming. Using the
properties of Brownian motion, we explained how to estimate the probability
of achieving the profit of desired amount or on fixed level of risk. For each of
these criteria we presented the sample calculations

Keywords: stock options, Brownian motion, geometrical Brownian motion
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