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Streszczenie: W artykule podjety zostal problem estymacji krzywej
dochodowosci dla Polski. Przedstawiono w nim dwie metody najczesciej
stosowane przez banki centralne, ktore publikuja takiego typu dane- metodg
Nelsona- Siegela oraz Svenssona. Rozwazono réwniez mozliwos¢
stosowania tych metod w polskich warunkach a w dalszej konsekwencji
przedstawiono wyniki estymacji struktury terminowej stop procentowych.
Poréwnano réwniez oszacowania dlugookresowej oraz krotkookresowej
stopy procentowej obiema metodami w latach 2001- 2012 w Polsce.

Stowa kluczowe: krzywa dochodowosci, model Nelsona- Siegela, model
Svenssona

WSTEP

W artykule podjgto probg oszacowania struktury terminowej (krzywej
dochodowosci, ang. yield curve) stop procentowych dla Polski. W krajach
o dojrzatym rynku kapitalowym struktura terminowa szacowana jest przez banki
centralne. Jak dotad jednak Narodowy Bank Polski nie publikuje takich projekc;ji.
Artykul ma by¢ proba sprawdzenia, czy estymacja krzywej dochodowosci jest
rowniez mozliwa w polskich warunkach.

Artykut sktada sig¢ z pigciu czgsci. Czg$¢ druga zawiera definicje krzywej
dochodowos$ci oraz zarys wybranych pozycji literatury dotyczacych estymacji
struktury stop procentowych. W czesci trzeciej omdwiono najpopularniejsze
modele estymacji krzywej: model Nelsona- Siegla oraz metod¢ Svenssona. Czgs¢
czwarta przedstawia wyniki estymacji dla Polski dla wybranych okresow oraz
oszacowania krotko- i dlugookresowej stopy procentowej. W czesci ostatniej
zawarto podsumowanie oraz wnioski ptynace z przeprowadzonych badan.
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STRUKTURA TERMINOWA STOP PROCENTOWYCH

Krzywa dochodowo$ci przedstawia [Kliber, 2009] zalezno$¢ migdzy
terminem wykupu okreslonego instrumentu wolnego od ryzyka (np. bonow
skarbowych czy obligacji rzadowych) a stopa procentowa. Opisuje ona stopy
zwrotu wolne od ryzyka dla r6znych termindw inwestycji. Rozwazmy biezaca ceng
obligacji zerokuponowej w terminie wykupu t z wykorzystaniem dyskonta
ciaglego. Jest ona rowna:

P=Ce"", (1)
gdzie:
C- kwota do wyptaty posiadaczowi obligacji w chwili t,
r(t)- stopa procentowa za okres od chwili obecnej do chwili t, liczona przy
kapitalizacji ciagtej (7(¢) = In(1 +i(¢)).
Wynika z tego, ze:
r(t)zlnC;lnP‘ 2

Stopy otrzymane z powyzszego wzoru to stopy rynku spot, za$ funkcja r(t) okresla
ich struktur¢ terminowa. Z kolei stope forward mozna wyznaczy¢ korzystajac z
kontraktow FRA (ang. Forward Rate Agreement). Niech f(s,t) oznacza stopg
forward na okres 0 <s <t. Stopa forward jako stopa procentowa w kontrakcie FRA
na pozyczke od s do t wynosi zatem:

1) = tr(t)—sr(s) ‘ 3)

t—s

Chwilowa stopa forward okreslana jako stopa forward dla nieskonczenie krotkiego
okresu w przyszto$ci zaczynajacego si¢ w okresie t wynosi zatem:

SO =lm f(s,)=r@)+u'(0). 4)

Powyzsza funkcja f(t) nazywana jest struktura terminowa stop forward.
Z powyzszego wzoru (4) wynika zalezno$¢ migdzy struktura terminowa cen spot
i forward:

=2 ] fudu. )

Znajomo$¢ struktury terminowej stop procentowych jest przydatna,
poniewaz obserwowane ceny obligacji najcze$ciej roznia si¢ od cen
fundamentalnych (,,prawdziwych”) z powodu obecnosci szumu rynkowego, gdzie
obserwowana ceng obligacji P°” mozna przedstawic¢ jako:

P” =P+{ (6)
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gdzie: P - cena fundamentalna, ¢ - zaklocenie losowe (szum). Szacujac stopy

procentowe dla réznych okresow probie poddaje si¢ eliminacje wpltywu szumu.
Ponadto w wielu modelach dla rynku kapitalowego zaktadana jest znajomosé
funkcji struktury terminowej. Jest ona niezbedna m.in. do wyceny instrumentow
pochodnych', prognozowania zmiennosci cen obligacji czy w modelach dynamiki
stop procentowych’.

Problematyka szacowania krzywej dochodowosci byla podejmowana
w kilku pracach. Metodologia jej estymacji zostala szeroko przedstawiona
w opracowaniu Marciniaka [2006]. W badaniach empirycznych wykorzystane
zostaty funkcje sklejane oraz metoda Svenssona. Tematyka ta zawarta jest rowniez
w artykule Gurazdowskiego [2003]. Stamirowski [2003] przedstawit empiryczne
wyniki szacowania krzywej dochodowosci dla Polski, USA oraz strefy euro.
Wykorzystal rowniez w tym celu model Vasicka oraz Coxa-Ingersolla-Rossa.

MODELE KRZYWEJ DOCHODOWOSCI

Krzywa dochodowo$ci powinna posiada¢ pewne wilasciwosci [Nelson
i Siegel 1987]. Przede wszystkim funkcja f powinna by¢ na tyle elastyczna, aby
odzwierciedla¢ wystgpujace w rzeczywistosci rozne ksztalty krzywych
dochodowosci. Warunkiem koniecznym aby otrzymaé struktur¢ terminowa stop
forward jest rozniczkowalnosé struktury stop spot. Dodatkowo funkcja f powinna
mie¢ granice w nieskonczonosci a jej wartosci powinny by¢ dodatnie i ograniczone
Z gory.

Istnieje wiele metod estymacji struktury stop procentowej. W niniejszym
artykule uwaga jednak zostanie zwrdcona tylko na dwie, stosowane powszechnie
przez banki centralne.” Obie te metody maja swoje wady jak i zalety. Modele te
bazuja na podstawach teoretycznych, co powoduje naturalna interpretacje
oszacowan parametrow w kategoriach ekonomicznych. Duzym problemem jest
jednak sama estymacja modeli. Najczg$ciej stosuje si¢ nieliniowa metode
najmniejszych kwadratéw. W praktyce sprowadza si¢ to do rozwigzania
nieliniowego zadania minimalizacji. Uzywa si¢ do tego metod numerycznych, ale
ze wzgledu na zlozono$¢ postaci funkcyjnej nie ma gwarancji znalezienia
minimum globalnego.

Metoda Nelsona- Siegla

W modelu Nelsona- Siegela [1987] punktem wyjscia jest okreslenie
réwnania stop procentowych forward postaci:

! Przyktadowo wycena instrumentéw floor lub cap.

? Model Heatha- Jarrowa- Mortona (HIM).

3 W praktyce bankow centralnych wykorzystywana jest dodatkowo metoda funkcji
sklejanych (ang. splines), ale nie jest to metoda estymacji lecz interpolacji.
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)= ﬂ1+ﬂ2exp( j+ﬂ3 Lowh. ™

gdzie: B, B,, B, A to parametry. Zgodnie zatem ze wzorem (5) struktura

terminowa stop spot przedstawia relacja:

1—exp(T1)) _
r@)=p6+(B,+p; )ﬂf& - B eXp(%) . (8)

Kazdy z elementéw rdéwnania znajdujacy si¢ po prawej stronie ma swoja
interpretacje. Stata [, odzwierciedla dtugookresowy poziom stopy procentowe;j :

limr(¢) = B,. Parametr f3, opisuje wplyw krotkookresowych czynnikow na stopg

t—>00

terminowa.: linolr(t) = f + fB,. Ostatni, trzeci skladnik, odpowiedzialny jest za
1!

sredniookresowa zmienno$¢ stop terminowych i pozwala uzyskaé ,.zgarbiong”
posta¢ krzywej dochodowosci- dla warto$ci dodatniej [, - jest to maksimum, dla
ujemnej- minimum. Parametry modelu mozna uzyska¢ szacujac je np. nieliniowa
MNK’.

Metoda Svenssona

Svensson [1994] zaproponowal rozbudowe modelu Nelsona- Siegla poprzez
dodanie kolejnego sktadnika opisujacego zmiennos¢ stopy terminowej. W ten
sposob zwigkszyt elastyczno$¢ 1 poprawit dopasowanie funkcji struktury
terminowej stop forward, uzyskujqc w ten sposOb rownanie:

f)=6+5 ﬁpr/11 +ﬁszexr>j1 +ﬁ4zexr>z 9)

Podstawiajac do rownania (5) uzyskujemy strukturg terminowa stop spot:

I—exp("?) (I—exp(") DA, _
r(t) =5 +ﬂ244+ﬁ3( t/il —exp(f))+

(I—exp("/3 )4,
t/ﬂ : exp(;)) (10)

B

* Oprocentowanie obligacji konsolowe;.

> Wada takiego podejécia jest fakt, ze funkcja celu (minimalizacja sumy kwadratow roznic
migdzy cenami teoretycznymi obligacji a cenami rynkowymi) jest funkcja silnie nieliniowa
i do rozwigzania zadania nalezy zastosowaé metody numeryczne poszukiwania minimum.
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Wprowadzone przez Svenssona rozszerzenie powoduje, ze w modelu tym jest
mozliwe do otrzymania dwoch ,,garbow”. Parametry /11 i ﬂz odpowiedzialne sa
z kolei za ich rozmieszczenie.

WYNIKI ESTYMACIJI

W tym punkcie przedstawione zostana wyniki estymacji powyzszych modeli
krzywej dochodowosci stop procentowych dla polskiej gospodarki. W tym celu
oszacowane zostalty parametry modeli postaci (8) oraz (10) oraz szeregi dla stop
dlugookresowych oraz krotkookresowych. W analizie® wykorzystano dane
tygodniowe dotyczace walorow WIBOR 1M, 3M, oraz 6M z okresu 5.01.2001 do
22.V1.2012 zaczerpnigte z portalu stooq.pl. Lacznie w obliczeniach wykorzystane
zostaty szeregi czasowe sktadajace si¢ z 599 obserwacji.

Wykres 1 pokazujacy szeregi czasowe stopy WIBOR wskazuje, ze
w badanym okresie nastapit istotny spadek oprocentowania w Polsce, z poziomu
blisko 20% w roku 2001 do prawie 5% w roku biezacym.

Rysunek 1. Stopy WIBOR

———  WBORM
,,,,,,,,,,, WIBOR_3M
WIBOR_6M

2002 2004 2006 2008 2010 2012

daty
Zrédto: obliczenia whasne (wykres programu R)

Aby przedstawi¢ ro6znice migdzy metodami estymacji struktury terminowej
oszacowano parametry modeli dla pierwszego oraz ostatniego momentu
analizowanego szeregu czasowego. Uzyskano nastgpujace oszacowania:

% Analize przeprowadzono korzystajac z programu R.
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Model Nelsona- Siegela

data beta_1 beta_2 beta_3 lambda

05.01.2001 8.984 8.410 9.189 0.099

22.06.2012 9.534 7.291 9.617 0.098

Model Svenssona

Data beta_1 beta_2 beta_3 beta_4 lambda_1 lambda_2
05.01.2001 7.237 9.715 12.422 7.654 6.691 33.458
22.06.2012 2.393 2.732 1.974 10.237 3.624 66.916

Wyniki estymacji wskazuja, ze oszacowania parametrow [, oraz (3, dla tych
samych momentoéw sa ré6zne mimo jednakowej ich ekonomicznej interpretacji w
przypadku obu modeli. Wspotczynniki te jednak nie prowadza do innych ksztattow
krzywej dochodowos$ci. Rysunki 2 i 3 wskazuje, ze w obu przypadkach

dopasowanie do danych jest poprawne.

Rysunek 2. Krzywe dochodowosci dla 5.01.2001

Krzywa dochodowosciz 512001 r.

Nelson-Siegel
Svensson

o 2 4

czas do wykupu

Zrédto: obliczenia wilasne (wykres programu R)

Rysunek 3. Krzywe dochodowosci dla 22.06.2012

Krzywa dochodowosciz 22 VI 2012 r.

55

50

stopa procentowa

Nelson-Siegel
Svensson

[ 2 4

czas do wykupu

Zrédto: obliczenia wiasne (wykres programu R)

8 10
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Krzywa dochodowos$ci ze stycznia 2001 roku (rysunek 2) wskazuje na
ujemna zalezno$¢ migdzy stopa procentowa a terminem zapadalno$ci. Okresla sig
ja w literaturze przedmiotu jako krzywa odwrécona (ang. inverted yield curve).
Zgodnie z teoria oczekiwan’' wskazuje ona na spadek w krotkim okresie stop
procentowych. Jest to zgodne z szeregiem czasowym stop procentowych
zaprezentowanym na rysunku 1. Z kolei zalezno$¢ migdzy zmiennymi dla krzywe;j
z czerwca 2012 (rysunek 3) jest ujemna dla pierwszego okresu. Od drugiego
okresu mozna méwi¢ o normalnym ksztatcie krzywej dochodowosci. W takim
przypadku krzywa dochodowo$ci z punktem przegigcia okreslana jest jako
S - ksztattna (ang. S- shaped).

W dalszej czesci analizie poddano ksztattowanie si¢ stop procentowych
w catym badanym okresie. Dla kazdego momentu szeregu czasowego oszacowano

parametry [, oraz [, dla modeli postaci (8) i (10) oraz stworzono szeregi

czasowe stop krotkookresowych (rysunek 4) oraz dlugookresowych (rysunek 5).

Wykres dla kréotkookresowej stopy procentowej wskazuje na spadek
z poziomu 18% w roku 2001 do blisko 5% w roku 2012. Dodatkowo krzywa
oszacowana metoda Svenssona wykazuje duze wahania wokot tendencji
spadkowej, ktora zarysowana jest rownaniem krzywej Nelsona- Siegela. Od roku
2000 oszacowania metoda Svensona znajduja si¢ regularnie powyzej wartosci
uzyskanych metoda Nelsona- Siegela.

Rysunek 4. Oszacowania warto$ci krotkookresowej stopy procentowe;j

Nelson-Siegel
********* Svensson

stopa procentowa
1
I

2002 2004 2006 2008 2010 2012

daty

Zrédto: obliczenia wiasne (wykres programu R)

7 Teoria oczekiwan jest podstawowa teoria opisujaca ksztatt krzywej dochodowosci.
Wskazuje ona, ze gtdwnym determinantem ksztattu krzywej sa oczekiwania dotyczace
przysztego poziomu stop procentowych.
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W przypadku stopy dhlugookresowej réznice w uzyskanych oszacowaniach
obiema metodami nie sa az tak wyrazne jak w przypadku stopy krotkookresowe;.
Metoda Svenssona charakteryzuje si¢ wigkszymi wahaniami i mimo podobnego
trendu spadkowego obie te metody estymacji daja istotnie rozne oszacowania stopy
dtugookresowe;j.

Rysunek 5. Oszacowania wartosci dlugookresowej stopy procentowe;j

E— Nelson-Siegel
"""""" Svensson

stopa procentowa
1
I

daty

Zrédto: obliczenia whasne (wykres programu R)
PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W pracy podjeto probe estymacji krzywej dochodowosci dla gospodarki
Polski. W tym celu wykorzystano metody zaproponowano przez Nelsona- Siegela
oraz Svenssona. Z przedstawionych badan wynika, ze estymacja struktury
terminowej stop procentowych dla Polski nie jest zadaniem latwym. Co wigcej,
stosowane w praktyce bankow centralnych metody daja rézne oszacowania
parametroéw, ktore podlegaja takim samym interpretacjom ekonomicznym. Mimo
to ksztalty uzyskane obiema metodami sa podobne. Problematycznym jest fakt, ze
oszacowania stop dhlugo- oraz krotkookresowych daje rézne wyniki- metoda
Svenssona charakteryzuje si¢ wigkszymi wahnigciami wzglgdem wspdlnej
tendencji. Utrudnione zatem staje si¢ wnioskowanie na temat przysztego poziomu
stopy procentowej. Zarowno wycena kontraktow na przyszia wartos¢ stopy
procentowej jak i konstrukcja przysziej Sciezki stop procentowych na podstawie
otrzymanych wynikow moze prowadzi¢ do znacznych blgdow.
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ESTIMATION OF THE YIELD CURVE
OF INTEREST RATES IN POLAND

Abstract: Tha aim of this article is the estimation of the yield curve
of interest rates in Poland. Two methods applied at central banks publishing
this type of data have been presented- Nelson-Siegel method and Svensson
method. The article reports the results of applying these methods for Poland
subsequently.

Key words: yield curve, Nelson-Siegel model, Svensson
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