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Streszczenie: Praca jest bezposrednig Kkontynuacjg badan autorow
i A. Prokopenyi [Binderman, Borkowski, Szczesny 2012, 2013, Binderman,
Borkowski, Prokopenya, Szczesny, 2013, 2013a], dotyczacych budowy
nowych wskaznikéw koncentracji i ich stabilnosci. W niniejszej pracy
podano nowe wspdtczynniki koncentracji i zgodnie z wymaganymi
postulatami, zbadano ich wrazliwo§¢. Wspodtczynniki te wykorzystuja

metryki Minkowskiego p” (1< p <0).

Stowa kluczowe: wspotczynnik koncentracji, wspotczynnik Giniego,
wspotczynnik Herfindahla—Hirschmana, metryka Minkowskiego

WSTEP

W pracy [Binderman, Borkowski, Szczesny 2012], podano sposoby
wykorzystania wykresow radarowych do budowy wskaznikow, stuzacych do
pomiaru koncentracji rozktadu dobra. Sposdb ten wykorzystuje szeroko rozumiang
idee wspotczynnika Giniego, opartego o krzywa Lorenza oraz metode
przedstawiong w pracy [Binderman, Borkowski, Szczesny 2008]. Przedstawiona
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technika moze réwniez postuzy¢ do tworzenia przez analityka nowych
wskaznikéw koncentracji wykorzystujac miary podobienstwa i niepodobienstwa
obiektow, tak aby sposrod stworzonych wskaznikow wybraé ten, ktory najlepiej
bedzie spetnial wymagane postulaty wrazliwosci [Binderman, Borkowski Szczesny
2013, Szczesny, Binderman, Prokopenya 2013,2013a].

Pomiar koncentracji jest jednym z kluczowych zagadnien w ekonomii.
Pomiar ten dokonywany jest zarowno w obszarze badan podzialu dochodéw jak
i w obszarze badan koncentracji na poszczegdlnych rynkach. Literatura z tego
zakresu jest bardzo bogata. Jest mndstwo propozycji réznych wskaznikéw do
pomiaru, nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze wykorzystywanie tylko jednego
wskaznika, nawet powszechnie uznanego moze prowadzi¢ do przejsciowego braku
zauwazenia zachodzacych zmian. Aby ten aspekt uwypukli¢, rozwazmy
nastepujacy przyktad pokazujacy zmiany na rynku ztozonym z 10-ciu podmiotow.
Tabela 1 pokazuje zmiany udzialéw w rynku 10-ciu podmiotéw w okresie kilku
kolejnych lat.

Tabela 1. Przyktadowe struktury udziatu w rynku dla 10 podmiotéw (dane fikcyjne).

obiekt |Egalitarny|Rok 1 Rok 2 Rok 3 Rok 4 Rok 5 Rok 6 Rok 7

001 10% 1,10%| 3,0170%| 1,0004% 1,98445% 5,5% 3,0% 1,8996%
002 10% 1,11%| 3,0185%| 2,0000% 1,98445% 5,5% 3,8% 1,8996%
003 10% 1,12%| 3,0200%| 3,0000% 1,98445% 5,5% 4,6% 1,8996%
004 10% 1,14%| 3,0250%| 4,0000% 1,98445% 5,5% 5,5% 1,8996%
005 10% 1,15%| 3,0500%| 6,0000% 1,98445% 5,5% 7,0% 1,8996%
006 10% 1,16%| 3,0900%| 7,0000%| 5,50000% 5,5% 8,1%| 18,1004%
007 10% 1,40%| 3,1600%| 7,9000%| 7,50000% 5,5% 9,0%| 18,1004%
008 10%| 29,33%| 5,0950%| 8,6000%| 10,00000% 5,5% 10,0%| 18,1004%
009 10%| 30,99%| 33,0000%|11,0010%| 20,00000% 5,5% 11,0%| 18,1004%
010 10%| 31,50%| 40,5245%)|49,4986%| 47,07775% 50,5% 38,1%| 18,1004%
HHI 1000] 2822,5 2822,5| 28225 2822,5( 2822,5| 1940,7 1656,2
HHI* 0| 0,2025 0,2025| 0,2025 0,2025( 0,2025| 0,1045 0,0729
Radar 0| 0,7065 0,7229( 0,7151 0,7455( 0,6247| 0,5740 0,4651'
Gini* 0| 0,6940 0,6203| 0,6002 0,6579| 0,4500| 0,4500 0,4500'

Zrodto: opracowanie wlasne

Najpopularniejszym w literaturze narzedziem do badania koncentracji rynku
jest wskaznik Herfindahla—Hirschmana (HHI) (ang. Herfindahl-Hirschman
Index), okreslany czgsto, jako wskaznik Herfindahla Tub po prostu w skrocie HHI
[Herfindahl 1955: Hirschman, 1964]. Krotko mozna stwierdzi¢ iz okre$la on
szacunkowy poziom koncentracji w danej branzy oraz poziom konkurencji na
danym rynku. Jest to koncepcja ekonomiczna szeroko stosowana w prawie
antymonopolowym. Nazwa wspoétczynnika pochodzi od nazwisk dwoch
ekonomistow: Orrisa Herfindahla i Alberta Otto Hirschmana, ktérzy go
wykorzystywali. Indeks ten przez pierwszego z nich zostal rozpowszechniony
w 1950 roku, pozniej okazato sie, ze przed nim zaproponowal go w 1945roku
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Hirschman. Szerzej mozna o wskazniku HHI przeczyta¢ np. w pracach [Calkins,
1983, Kwoka 1977, 1985, Matsumoto, Merlone, Szidarovszky, Djolov , Lijesen
2004, Kerber, Kretschmer, Wangenheim 2012, Avila, Flores, Lopez-Gallo,
Marquez 2013].

Innym powszechnie stosowanym wskaznikiem koncentracji jest wskaznik
Giniego, ktory jest stosowany glownie w badaniach nierowno$ci dochodow
[Barnett 2005, Hoffmann and Bradley 2007]. Oba te wskazniki w przypadku
nieduzej liczby obiektéw sg nieunormowane, czyli w przypadku pelnego monopolu
nie przyjmuja wartosci réwnej 1. Jednakze fatwo je unormowac i t¢ unormowana
posta¢ bedziemy oznaczaé gwiazdka. W przypadku normowania indeksu Giniego,
wystarczy wartos¢ wskaznika podzieli¢ przez wyrazenie (n-1)/n, gdzie n oznacza
liczbe podmiotéw. Natomiast przyjeta formuta dla indeksu HHI ma nastgpujaca
postac:

HHI -1
HHI = — 0

1-1
n

)

W powyzszej Tabeli 1. pokazano, ze przy analizach wielu rynkow,
ograniczajac si¢ tylko do jednego wskaznika mozna nie zauwazy¢ wielu istotnych,
zachodzacych zmian. Mianowicie, zmiany zachodzace w latach R1-R5 sa
niezauwazalne przy wykorzystaniu wskaznika HHI*, a zmiany struktury udzialow
pomiedzy latami R5,R6 i R7 sg niezauwazalne przy wykorzystaniu unormowanego
wskaznika Giniego. W Tabeli 1 podano réwniez warto$¢ innego wskaznika
koncentracji,wspotczynnika wykorzystujacego interpretacje graficzng w postaci
wykresow radarowych. Jest to wskaznik unormowany o konstrukcji podobnej do
HHI w tym sensie, ze réwniez jemu mozna nada¢ postaé relacji preferencji.
Szerzej o tym wskazniku mozna przeczyta¢ w pracach [Binderman, Borkowski,
Szczesny 2012, Binderman, Szczesny, Prokopenya 2013, Szczesny, Binderman,
Prokopenya 2013].

Przyktad zawarty w Tabeli 1 sugeruje, ze w aktualnej sytuacji, gdy problemy
obliczeniowe nie maja praktycznego znaczenia w badaniach powinno si¢
wykorzystywaé kilka réznych wskaznikow. Dlatego w hiniejszej pracy podjeto
probe konstrukcji rodziny wskaznikéw koncentracji w oparciu o standardowe
metryki Minkowskiego [Dunford,Schwartz 1958].

WSKAZNIK KONCENTRACJI OPARTY NA METRYCE
MINKOWSKIEGO

Niech X =R" oznacza n -wymiarowg przestrzen Euklidesa, zdefiniujmy zbiory
wektorow
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R" = {X = (X, Xpr..n X, ) €X:X 20,i=12,...,n},neN

Q:{x:(xl,xz,...,xn)eiﬁj % :1}.
i=1

W niniejszej pracy elementy zbioru Q nazywaé bedziemy wektorami
strukturalnymi albo krotko strukturami. Zbior Q jest czeScig hiperptaszczyzny

w przestrzeni R", okre$lonej przez rownanie
X +X+...+X, =1L X eR,; i=12..,n.

Indeks Herfindahla—Hirschmana (HHI): h:Q — R", wyraza si¢ nastgpujaco:

00 =3(6)°. 2

Natomiast znormalizowany indeks Herfindahla—Hirschmana (HHI*) wzorem (1).

DEFINICJA 1. Niech X = (X, X,,...,X;) €X, zbior A ={X,X,,...,%,} = X,

wektor  X':= (X, Xy,...,X ), nazywa¢ bedziemy porzqdkiem wektora X,

gdzie x, < X, <... < X, jest permutacja zbioru A . Wektor

1
X = 06, e X0)s X 3= DXy T=120n,
j=1

nazywaé bedziemy kumulacjq wektora X. Jezeli wektor X jest strukturg tj. X € 2
to rowniez wektor X'e Q, lecz wektor X" ¢ Q. Korzystajgc z powyzszej
definicji wektorow X' i X*, okreslmy pare operatoréw P i C.

DEFINICJA 2. Operator P: X — X nazywa¢ bedziemy operatorem
porzadku w przestrzeni X (porzadkujacym X), jezeli

Px=x/, (3)
dla kazdego xeX, gdzie wektor X’ jest okreslony w Definicji 1.

DEFINICJA 3. Operator C € L,(X)nazywa¢ bgdziemy operatorem kumulacji
w przestrzeni X (kumulujacym X), jezeli
Cx=x". (@)
dla kazdego xeX, gdzie wektor x* jest okreslony w Definicji 1.
Zbior wszystkich operatoréw liniowych, ktorych dziedziny sg roéwne
przestrzeni X (podzbiorami liniowymi X) i ktorych wartosci naleza rowniez do
przestrzeni X oznaczmy przez Lo(X) (L(X)) [Przeworska—Rolewicz 1977,

Przeworska—Rolewicz, Rolewicz 1968].
Z definicji operatora P wynika bezposrednio nastgpujace twierdzenie.
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TWIERDZENIE 1. Operator P € L,(Q2).

Operator C ¢ L, (€2), $wiadczy o tym nastepujacy przykiad.

PRZYKLAD 1. Niech x = (0,1;0,4;0,5),y = (0,50, 4;0,1). Wowczas
x+Yy=(0,6;0,8;0,6), Cx =X, Cy =x.

Stad,
Cx+Cy =2x=(0,2;0,8;1) = C(x+VY).

DEFINICJA 4. Niech X = (X, X,,..., X,) € X, operator

SUM R, xX > X, jefr2,..,n-1}, i:1<i<n—j,e20,

okreslony za pomoca wzoru

SE:J’I)(X) — (X:[’XZ’""Xjfl’ XJ —&. X X X + &, X, X )1 (5)

> 12 i1 N+ > Nj+i+l2°2 n

nazywac bedziemy operatorem przesuniecia (shift operator).

Niech wektory X =(X,X,,-..,X,),Y = (Y1, Y550, ¥, ) € X. W przestrzeni

Euklidesa, jako miary zréznicowania wektorow, przewaznie wykorzystywane sg
miary odlegtosci typu Minkowskiego:

dp(x,y):{i|xj-yj|p}p, o>p=1, (6)

Do tej grupy naleza ponizsze metryki.

e Metryka miejska (Hamminga, Manhattan). Ta odlegtos¢ jest sumg réznic
mierzonych wzdtuz wymiaréw. W wigkszosci przypadkow ta miara odleglosci
daje podobne wyniki, jak zwykta odlegtos¢ euklidesowa. Jednak w przypadku
tej miary, wplyw pojedynczych duzych roznic (przypadkéw odstajacych) jest
stltumiony, poniewaz nie podnosi si¢ ich do kwadratu. Odleglos¢ miejska
oblicza si¢ nastepujgco:

d, (x,y) = i

o Metryka Euklidesa. Nalezy do jednej z najcze$ciej wybieranych typow
odlegtosci. Jest to odlegtos¢ geometryczna w przestrzeni wielowymiarowej.
Oblicza si¢ ja nastepujaco:

Xj_yj‘ . (7

n

4,00 = [X(x-y,), ©)

=1
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Odlegtosci euklidesowe (oraz kwadraty odleglosci euklidesowych) sa
wyliczane w oparciu o0 surowe dane, a nie na podstawie danych
standaryzowanych. Metoda ta ma pewne zalety (np. na odlegto$¢ pomiedzy
dwoma dowolnymi obiektami nie ma wptywu dodanie do analizy nowych
obiektéw, ktore moga by¢ obiektami odstajacymi). Jednakze na odleglosci
duzy wptyw maja roznice jednostek migdzy wymiarami, na podstawie ktorych
sg wyliczane odleglosci. Moze to spowodowaé otrzymanie zupetnie innych
wynikow.

o  Odleglo$¢ Czebyszewa. Taka miara odleglosci jest stosowna w tych
przypadkach, w ktorych chcemy zdefiniowa¢ dwa obiekty jako "inne" wtedy,
gdy r6znig si¢ one w jednym dowolnym wymiarze.

d,,(X,y) == max x; - yj" ©)

1<j<n

AR RLLE A
n nn n

DEFINICJA 5. Niech wektory X = (X, X,,..., X ) € Q, 1:[1 1 1)69 ,
s=(0,...,01) e Q, dp bedzie metryka Minkowskiego okreslong przez wzor (5),
operatory P, C sa okreSlone przez definicje 2, 3, odpowiednio. Funkcje

m,M:Q — R, okreslong za pomoca wzoru:

mp(X)zapdp[C[l),CPXj,lﬁ p <o, (10)
n
M, (x)=d (},Px)/d (},5), 1< p<oo, (10a)
gdzie
n-1 p n
(Xp:n|:jzzljp:| ) 1Sp<00, (lw:z’ (11)

nazywac¢ bedziemy miarami koncentracji wektora x.
UWAGA 1.Mozna pokazac, ze

2 [ 6n [ 4n \/ 30n®
o =——",0,= | G =Y Ay = 5 .
n-1 (n=1(2n-1) (n-1) (n=1)(2n-1)(3n“ -=3n-1)

W pracy [Binderman, Borkowski, Szczesny 2012] udowodniono nastepujacy
lemat.

LEMAT 1. Jezeli wektor X = (X, X,,...,X,) € Q to C(lj > CPx.
n

Latwo sprawdzi¢, ze zdefiniowany wyzej miernik ma whasnosci.
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WEASNOSC 1. Miernik koncentracji m wektoréw strukturalnych (nalezacych
do Q) ma nastepujace wlasnosci:

(i) 0<m(x)<1, xeQ, (i) m(%):O, (iii) m(x)=1 dla wektoréw osobliwych,

gdzie przez wektor osobliwy rozumiemy wektor nalezacy do €, ktérego jedna
ze wspotrzednych jest rowna 1.

LEMAT 2. Niech X = (X, X;,...,X,) € Q, PXx=X"= (X"}, X';,...,X',),€ > 0.
Jezeli x, = SUY(Px)to

m(xs) > m(X) - (12)
DOWOD. Z definicji mamy
SUNPx) = SUP(X') = (X1 Xg5ves X1 X; =& Xjyy + & X 55+, X;) OFaz
CX, =X = (X, X555 X[ 05 X] — & X1, X 55-4451)
1 (12 n-a
X" = Cx =(x1,x2,...xnfl,l);ﬁ Z(H’H"”’T’l} (13)
X0 = CX, = (X060 X 4 X = 8 X}y, X011 (14)

Stad,

1 —_— 1/\ A : i A p
mP(X)ZanP(C(;j’CPXJ_apdp[ﬁ , X j:ap|:- (H—Xij :| =
. i(l_x_Aijr(i_x_Aijri(i_xﬁjp 1/ p

"|=En n ' iz \ N I ,
mp(X5)=apdp(y,xgjza{i(l—xfjp+(l+g—x?jp+Zn:(l—xfjp}ﬂp
n izt \ N n iz N

Na podstawie dwoch powyzszych rownosci wnioskujemy, ze
m(x, )-m()>0.
UWAGA 2. Mozna pokazac ze jezeli y,ze Q to

CPz > CPy=m(y)=m(z)- (15)
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UWAGA 3. Latwo zauwazy¢, ze dla wektorow X", X[ stuszna jest nierownosc¢
X" =x’,
gdzie wektory X", X sa okreslone za pomoca operacji (4), (5), odpowiednio.
Stad na podstawie Uwagi 2. mozna otrzymac tez¢ Lematu 2.
Korzystajac z Lematu 2 lub Uwag 2,3 w podobny sposob, jak w pracy

[Binderman, Szczesny, Prokopenya 2013a —dowod Wniosku 2] mozna udowodnié¢
twierdzenie dotyczace warto$ci operatora S (Px).

TWIERDZENIE 2. Jezeli wektor X = (X, X,, ..., X,) € €, wektor
x, =SV (Px) e Q , liczba g0, to

m(x, ) > m(x).

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnego p: 1< p<oo , X € Q wspodtczynnik
koncentracji indukowany przez metryki typu Minkowskiego

m_(x) =apdp(C(%),CPXj,

gdzie dp jest metryka okreslong przez wzor (4), &, jest okreslone przez wzor (11),

wektor 1_[1 1 1

n (n’n"""n
odpowiednio, spetnia wszystkie (cztery) podstawowe postulaty stawiane miarom
koncentracji w badaniu nieréwnosci [Binderman, Borkowski, Prokopenya,
Szczesny 2013, 2013a].

PRZYKLAD 2. Dla wektora x_ =l :(l—s,l,... l+aj,0< ssl
ne n n

)e Q , operatory P, C sg okre$lone przez definicje 2, 3,

otrzymujemy:

n-1 p
mp(xg)=ap{25p} =ap(n—1)1/p5.
i1

UWAGA 4. W sposob podobny do powyzszego mozna udowodni¢ analogony
Twierdzen 2,3 dla wspotczynnika koncentracji My, okreslonego w Definicji 5.

UWAGA 5. Podany we wzorze (2) znormalizowany indeks Herfindahla-
Hirschmana mozna okresli¢ za pomoca metryki Euklidesa (p=2)
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df(l,xj
h*(x) =—q =M2(X), X,5 €O,
df(n,sJ

gdzie S jest dowolnym wektorem osobliwym, metryka d> —jest okreslona za
pomocg wzoru (8), miernik koncentracji M jest okreslony za pomoca wzoru (10a).
Istotnie, niech wektory

X,5€Q:X=(X,%X,,....,X,),5=(0,0,...,0,1,0,0,...,0) beda dowolnie ustalone,
mamy wowczas

LR G I 6 R L

(I Ea

= E R eh' ().
1-=

n
W pracach wielu analitykow podawane sg wartosci koncentracji okreslonego
dobra, bedacego elementem rozwazanych obiektdow, w porownywanych
populacjach. Najczesciej do takich porownan uzywa sie¢ wspotczynnika
koncentracji Giniego. Niech X = (X, X,, ..., X,) €€,

X' =PX = (X, X5,..., X ), X" = CPX = (X, % ,...,X,),
gdzie operatory P i C sg okreslone za pomoca wzoréw (3), (4), odpowiednio.
Unormowany wspotczynnik Giniego mozna réwniez obliczy¢ za pomocg wzoru:

* 2 & .
G (x) _1—m 2 X; . (16)

UWAGA 6. Podany we wzorze (16) wspotczynnik Giniego mozna wyrazi¢ za
pomoca metryki miejskiej (p=1)

d, (lA ,x“]
. n
G(R)=——<
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gdzie S jest dowolnym wektorem osobliwym, metryka d: —jest okreslona za
pomoca wzoru (7).
Istotnie, niech wektory

X,8€Q:X=(X,X,,....X,),$=(0,0,...,0,10,0,...,0) beda dowolnie ustalone,
korzystajac z nierdéwnos$ci [Binderman, Borkowski, Szczesny 2012]

N k
X <—,k=12,.,n,
n
mamy wowczas

1" . n-1/ _ n-1
dl(n ,XJ ('_X;j (nzl)n_ X L .
_ =1 n _ n i=1 =1— ( N G*(X).

1
= = = X
(1,\ /\j < i (n_l)n n_l) i=1 I
d,| s —~ o

iz N 2n

PODSUMOWANIE

W poprzednim podrozdziale pokazano, ze dwa popularne wskazniki
w wersji unormowanej (Gini* oraz HHI") mozna uzyskaé przy wykorzystaniu
metryki Minkowskiego. Reaguja one w rozny sposob na zmiang wielkosci
odstepstwa od rozktadu egalitarnego. Dlatego wykorzystywane sg one na ogoét do
roéznych zastosowan, a mianowicie Gini* jest wykorzystywany do badania
nieréwnosci w dostepie do okreslonego dobra, a HHI* do oceny koncentracji na
rynku. Wykorzystujac zaprezentowane w tej pracy idee konstrukcji wskaznikow,
przy wykorzystaniu metryki Minkowskiego mozemy dobra¢ wskaznik w ten
sposob, aby mocno reagowal na konkretne zmiany koncentracji (odstgpstwa od
rozkladu egalitarnego). Zauwazmy ponadto, ze jesli W jest unormowanym
wskaznikiem koncentracji o warto$ciach z przedziatu [0;1], to W? a > 0 tez moze
stuzy¢ do pomiaru koncentracji. Zatem, stosujac tylko ten dodatkowy mechanizm
mamy duze mozliwosci w zakresie konstrukcji nowych miernikéw koncentracji.

Popularnym sposobem przedstawienia koncentracji jest krzywa Lorenza.
Rozwazmy pewna rodzine krzywych, ktora daje si¢ przedstawi¢ za pomoca
ponizszego wzoru (17). Rozpatrzmy ja, jako model odniesienia dla zilustrowania
zmian warto$ci wskaznikow w zaleznosci od zmian koncentracji:

L(t) =F,(F, (1), (17)

gdzie F, oznacza pewna dystrybuante rozkladu normalnego ze S$rednig p
i odchyleniem standardowym 1.

Na podanym nizej Rys. 1 zilustrowanowykresy wartosci wybranych
wskaznikow w zaleznosci od stopnia koncentracji w wybranej rodzinie rozktadow
wprzedziale [0;1], ilustruja one koncentracje, wyrazong przez rodzing krzywych,
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okreslona wzorem (17). Zwr6¢my uwage na zupelnie inne reakcje na zmiang
koncentracji w zakresie matych i duzych poziomow koncentracji dla wskaznikow
pomiaru koncentracji GINI* oraz HHI". Z omawianego rysunku wida¢ takze, ze
wykorzystujac te idee budowy, mozna uzyskaé wskazniki o réznych
wrazliwo$ciach na zmiany poziomu koncentracji. Oczywiscie, badacz przy
wyborze wskaznika powinien rozpatrze¢ takze inne parametryczne rodziny,
ilustrujgce zmiany koncentracji i przesledzi¢ wrazliwos¢ wybieranego narzedzia do
pomiaru. Powinien to by¢ model lub modele, ktore najlepiej pasuja do zjawiska,
ktére moga $ledzi¢ konstruowany wskaznik. Wtedy z calej palety mozliwosci
mozna wybra¢ taki wskaznik lub lepiej dwa roézne wskazniki, ktére mocno reaguja
na poziomie koncentracji, postulowanym przez uzytkownika.

Rysunek 1. Wykresy warto$ci wybranych wskaznikéw koncentracji w zaleznoéci od
warto$ci parametru p indeksujacego zmiang koncentracji wedtug modelu
(17), (na rysunku przyjeto nastgpujace oznaczenia techniczne: M_p jako Mp,
m_10 jako m, oraz W"a_p zamiast (W,)?, gdzie W jest nazwa wskaznika.

— Radar = oGini* ———HHI*
------ M_1 - - =-M_1.5 M_4

— —-M"3_10 - =Gini"0.25 ———m_10
1 : ' . ;
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

Zrédto: opracowanie wlasne
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