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Streszczenie: W pracy przedstawiono wyniki badan dotyczacych zalezno$ci
pomiedzy rozktadami dochodéw indywidualnych i dochodow gospodarstw
domowych w Polsce w okresie 2000-2010. W USA rozktad dochodoéw
gospodarstw domowych mozna wyrazi¢ poprzez splot rozktadéw dochodow
indywidualnych czlonkéw rodziny. Jak wynika z wczesniejszych badan,
w Polsce nie obserwujemy takiej zalezno$ci. W zasadzie, mamy bardzo mata
wiedze o rodzaju stosunkdw miedzy tymi kategoriami dochoddéw naszym
kraju. Przypuszcza si¢, ze w USA dochody osobiste cztonkéw rodzin sa
zmiennymi niezaleznymi. Z drugiej strony, w Polsce s3g na pewno zmiennymi
zaleznymi. W tej pracy stosujemy technike splotow, a rozklady dochodow
przyblizamy trojparametrycznym modelem Daguma.

Stowa kluczowe: rozktad dochodéw, splot rozktadéw, model Daguma

WSTEP

Z badan Budzetow Gospodarstw Domowych z lat 2000-2010 wynika,
ze W grupie polskich gospodarstw domowych rodziny pozostajace na utrzymaniu
dwoch oséb (w tym wiekszo$¢ malzenstw) stanowig ok. 50%-52% wszystkich
rodzin, a gospodarstwa bedace na utrzymaniu jednej osoby ok. 28%-30%. Lacznie
te dwie grupy stanowia przewazajaca, ok. 80% grupe wszystkich rodzin.
Interesujace jest zbadanie zwigzku pomiedzy rozktadami dochodéw tych dwoch
grup gospodarstw domowych. Metoda badawcza przyjeta w niniejszej pracy
wynika z prostej obserwacji. Dochod z gospodarstw domowych pozostajacych na
utrzymaniu dwoch osob jest sumg dochodow indywidualnych x i y. Przyjmijmy, ze
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Z jest zmienng losowa o wartosciach z, a X i Y zmiennymi losowymi odpowiednio
o wartosciach X 1 y. Wowczas Z= X+ Y. Przyjmijmy dalej, ze fx i fy sa funkcjami
gestosci zmiennych losowych X, Y i ze zmienne te sa niezalezne. Wowczas,
funkcja gestosci fz zmiennej losowej Z jest splotem funkcji fx i fy oraz wyraza sig
wzorem [Plucinska, Plucinski 2000]

(2= (fx * 1)@ = [ i O (2 -vet (1)
R

Zauwazmy, ze réwno$¢ f, = fy = fy nie implikuje niezalezno$ci zmiennych
losowych, natomiast brak rownosci implikuje zalezno$¢ tych zmiennych.

W przypadku dochodéw amerykanskich obserwujemy, ze rozktad dochodow
rodzin z dwoma osobami pracujgcymi jest splotem rozktadow dochodéw
indywidualnych. Pokazano to w pracy [Dragulescu, Yakovenko 2001] oraz
potwierdzono w [Lukasiewicz, Ortowski 2004] dla danych dochodowych z roku
2000 — Rys. 1. Zwiazek ten obserwuje si¢ takze w kolejnych latach, co wskazuje,
7ze mozna go uwaza¢ za stala ceche dochodéw amerykanskich. Jednocze$nie
w pracy [Lukasiewicz, Ortowski 2004] pokazano, ze w Polsce taka zalezno$¢ nie
istnieje. Model (1) jest wyraznie przesunigty wzgledem rozkladu empirycznego
w kierunku wyzszych dochodow— Rys. 2.

Rysunek 1. Empiryczny rozktad dochodéw rodzin z dwiema osobami pracujacymi w USA
w roku 2000 oraz splot rozktadéw indywidualnych (linia ciagla)
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Zrodto: [Lukasiewicz, Ortowski 2004]

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki badan dla polskich gospodarstw
domowych dla lat 2000-2010. Przeprowadzono analizy w dwoch zakresach:
1) pelnym, w odniesieniu do wszystkich rodzin utrzymywanych przez dwie osoby,
2) wezszym, dotyczacym tylko matzenstw bez dzieci.
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Rysunek 2. Empiryczny rozktad dochodéw rodzin z dwiema osobami pracujgcymi
w Polsce w roku 2000 oraz splot rozktadow indywidualnych (linia ciggta)
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Zroédto: [Lukasiewicz, Orfowski 2004], przyjeto 1 USD = 4,143 zt
DANE | ORGANIZACJA BADANIA

Analizy oparto na danych dochodowych pochodzacych z badan Budzetéw
Gospodarstw Domowych (BGD) z okresu 2000-2010. Zmiany w rozktadach
dochodow obserwowane w kolejnych latach sg niewielkie. Dane pobrano z
odstgpem dwuletnim, biorgc pod uwage sze$¢ lat parzystych. Dostepne dane
dochodowe to miesieczne dochody rozporzadzalne gospodarstw domowych, tzn.
dochody netto, ktore przeznaczone sa na wydatki oraz przyrost oszczednosci.
Dochod rozporzadzalny kazdego gospodarstwa jest rowny sumie dochodéw netto
wszystkich jego cztonkéw. Dane pozwalaja na analizowanie tacznego dochodu
gospodarstwa (ewentualnie przeliczonego na osobe); w bazach danych BGD
dochody poszczegdlnych czlonkow gospodarstwa nie sg udostepniane. Przed
analiza dochody miesigeczne przeliczone zostaty na dochody roczne.

Gospodarstwa podzielono na grupy przyjmujac za jedyne kryterium liczbe
0sob wnoszacych dochod do gospodarstwa. Osoby te to nie tylko osoby pracujace,
ale rowniez osoby posiadajace dochody w formie emerytury, renty, zasitkow,
dochodow z wynajmu lokali, itp. W prezentowanym badaniu rozpatrywano
nastepujace zbiory gospodarstw domowych:

e R® —rodziny utrzymywane przez dwie osoby;

e M — malzenstwa bez dzieci, w ktorych kazdy z matzonkow osigga dochody;
e R®W —rodziny utrzymywane przez jedna osobe;

e S —gospodarstwa jednoosobowe.

Oczywiscie M < R@ oraz S c R®,

Zbiory R® i S postuzyly konstrukcji rozktadéw dochodéw indywidualnych.
Poniewaz rozktady dochodow kobiet i m¢zczyzn wykazuja we wszystkich latach
duze roznice (Rys. 3) dokonano, wigc dodatkowych podzialow wg pici:
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e RO=R®URLWY, gdzie R, Rn™ — rodziny utrzymywane odpowiednio przez
kobiete, m¢zczyzne;

e S=SyU Sp, gdzie Sk, Sm — samotne kobiety, samotni m¢zczyzni.

Liczebnosci wszystkich proéb zamieszczono w Tabeli 1.

Tabela 1. Liczebnosci prob

Rok R Rn® R® Sk Sm M

2000 5.638 4.661 18.357 3.905 1.185 5.854
2002 5.215 4.438 15.460 3.671 1.377 5.080
2004 5.277 4.466 15.578 3.654 1.336 5.008
2006 6.102 4.840 18.095 4.377 1.644 6.248
2008 6.176 4.468 18.111 4.775 1.774 6.938
2010 6.106 4.804 18.472 4.804 1.856 7.507

Zrodlo: obliczenia wlasne

Rysunek 3. Rozktady dochodéw kobiet i mezczyzn w roku 2008 (rozktady dochodow
gospodarstw utrzymywanych przez kobiete Ry i mezczyzne Rm®). Linia
ciggta — wykres funkcji aproksymujacej (2)
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Zrodlo: opracowanie wiasne
Przebieg badania dla kazdego roku byt nastepujacy.

1) W oparciu o zbiory R, Rn® skonstruowano unormowane rozktady dochodow
kobiet i mezczyzn. Rozklady te aproksymowano nastepnie funkcja gestosci
Daguma, ktora okreslona jest wzorem

f(x)= Xb+1(1f:;—b)c+l ! (2)
gdziea>1, b>0, c>0 sgparametrami modelu, a x> 0 jest dochodem.

Model (2) opisany jest w pracach [Dagum 1977] i [Lukasiewicz, Orfowski
2003]. Charakteryzuje si¢ bardzo wysoka zgodnoscia z empirycznymi
rozktadami dochodow. Stosowany jest czesto w empirycznych badaniach
dochodow, por. [Dagum, Lemmi 1987], [Stoppa 1995], [Bandourian et al
2002], [Quintano, D'Agostino 2006]. Parametry funkcji (2) oszacowano metoda
najwickszej wiarygodnosci w oparciu 0 dane indywidualne [por.
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Lukasiewicz, Orfowski 2003]. Otrzymano w ten sposob teoretyczne rozktady
dochodow indywidualnych kobiet i m¢zczyzn: fx oraz fm. Stopien zgodnosci
z rozktadami empirycznymi zmierzono za pomoca wskaznikow SSE i W,
[Bandourian et al 2002]:

SSE=Z[n—ni— P12, (3)

k
Wy = (1~ 1 SAE) x100%, SAE:Z|n—ni— b, )
i=1
gdzie ni/ n oznacza czestosci empiryczne, pi czgsto$ci teoretyczne, natomiast
k jest liczba przedziatéw histogramu.

2) Wyznaczono splot rozktadow fi i fm zgodnie z formuta (1), ktory w przypadku
funkcji Daguma i przy zatozeniu X > 0 przybiera postac

aybyCy-aybyCy

f, o« f = dt, 5
(e Tn)0) ! 0 (=) 27 (Lragt 1) T (L ap (x-1)2) 2 ©

gdzie ai, b1, ¢1 oraz ay, b, c; to parametry oszacowanych modeli, a x > 0 jest
dochodem. Calke (5) obliczano numerycznie.

3) Model f, * f, poré6wnano z empirycznym rozktadem dochod6éw rodzin grupy
R@. Wykorzystano w tym celu wskazniki SSE i W.

4) Powtorzono 1) i 2) dla grup Sk, Sm, a Otrzymany splot poréwnano z rozktadem
dochodow matzenstw bez dzieci.

WYNIKI

Rozklady dochodéw indywidualnych przyblizono za pomoca modeli
Daguma (2). Lacznie oszacowano 24 funkcje, po 4 dla kazdego roku. Nie
zamieszczamy  szczegotowych informacji o  poszczegdlnych — modelach,
nadmienimy jedynie, ze w prezentowanym badaniu wartosci wskaznika SSE
obserwowano w granicach 0,00042 — 0,0013, a wskaznika W, w granicach od 93%
do 96%. Oszacowane modele charakteryzuja si¢ wysoka i bardzo wysoka
zgodnoscig z rozktadami empirycznymi.

Wykorzystujac  formute (5) dokonano splotu  funkcji Daguma
przyblizajagcych rozktady dochodéw kobiet i mezczyzn (grupy Ri®, Rm®).
Otrzymano w ten sposob modele dochodow rodzin bedacych na utrzymaniu dwoch
0s6b. Wyniki poréwnano z rozkladami empirycznymi (grupa R®). Rezultaty dla
wybranych lat pokazano na Rys.4. W Tabeli2 zamieszczono wartosci
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wskaznikow zgodnosci SSE i W, ktorych zmiany w czasie pokazano rowniez na
Rys. 6.

We wszystkich latach mamy do czynienia ze znacznym przesuni¢gciem
rozkladow teoretycznych w kierunku wyzszych dochodow, natomiast ksztatt
wykresow w przyblizeniu odpowiada rozktadom empirycznym. Ogolnie mozna
powiedziec¢, ze dochody teoretyczne rodzin bedacych na utrzymaniu dwéch osob sa
wyzsze od empirycznych. Jednoczes$nie, w calym okresie 2000-2010 obserwujemy
spadek wskaznika SSE i wzrost Wy, co wskazuje na systematyczne zmniejszanie si¢
roéznicy pomiedzy splotem, a rozktadem empirycznym.

W drugim etapie badan dokonano zawezenia danych, wykluczajac
dodatkowe, nieprzynoszace dochodu osoby w gospodarstwach. Dochody rodzin
z jedng osobg pracujaca zastgpiono dochodami rodzin jednoosobowych kobiet
i mezczyzn (grupy Sk, Sm). Splot funkcji Daguma tych rozktadow poréwnano
z rozkladem dochodow malzenstw bez dzieci. Wyniki przedstawiono na Rys. 5,
w Tabeli 2 i na Rys. 7. W przypadku dochodow matzenstw rowniez obserwujemy
przesunigcie rozktadu teoretycznego w kierunku wyzszych dochodéw, ale znacznie
mniejsze niz w przypadku ogdlnym. Wartosci wskaznika SSE sg znacznie nizsze,
a wartos$ci wskaznika Wy osiagaja granice 90%. Splot rozkladow indywidualnych
nie opisuje doktadnie rozktadu dochodow malzenstw, jednak mozna uznaé, ze jest
do niego bardzo zblizony. Jednocze$nie widzimy, ze niezgodno$¢ ta maleje
W czasie.

Rysunek 4. Rozktady dochod6éw rodzin na utrzymaniu dwoch osob oraz splot rozktadow
dochodéw indywidualnych — model (5)
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Zrodto: opracowanie wlasne
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Tabela 2. Zmiany wskaznikow SSE i W

Rok Rodziny na utrzym. dwoch oséb Malzenstwa bez dzieci
SSE W,y SSE Wr
2000 0,0089 76,1% 0,0028 88,2%
2002 0,0070 77,9% 0,0020 89,0%
2004 0,0063 78,2% 0,0013 90,4%
2006 0,0058 77,8% 0,0021 88,4%
2008 0,0036 80,8% 0,0015 89,4%
2010 0,0031 81,5% 0,0010 90,1%

Zrodto: obliczenia wilasne

Rysunek 5. Rozktady dochodéw matzenstw bez dzieci oraz splot rozktadéw dochodow
indywidualnych — model (5)
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Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 6. Zmiany wskaznikow SSE i W,. Stopien zgodnosci rozktadow dochodow rodzin
na utrzymaniu dwoch oséb z modelem (5)
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Zrodto: opracowanie wlasne

Rysunek 7. Zmiany wskaznikow SSE i W,. Stopien zgodno$ci rozktadow dochodow
malzenstw bez dzieci z modelem (5)
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Zrédto: opracowanie wlasne

PODSUMOWANIE

W pracy poréownano dochody gospodarstw domowych utrzymywanych
przez dwie osoby ze splotem dochodow gospodarstw z jedng osobg zarabiajgca.
Zaobserwowano wyrazne, lecz malejace w okresie 2000 — 2010 réznice. Dochody
otrzymane w wyniku splotu sg wyzsze dla wszystkich lat. Posiadanie rodziny
skutkuje zmniejszeniem si¢ tgcznych dochoddéw, prowadzi do pewnej degradaciji
dochodowej. Otrzymane wyniki jednoznacznie wskazujg, iz dochody cztonkow
rodzin w Polsce sg zalezne. Pokazano, ze stopien tej zalezno$ci jednak
systematycznie maleje.

Poszukujac przyczyny zaobserwowanych roznic dokonano zawezenia
danych, wykluczajac nieprzynoszace dochodu osoby w gospodarstwach. Dochody
matzenstw bez dzieci poréwnano ze splotem dochoddéw gospodarstw
jednoosobowych. Rowniez w tym przypadku dochody otrzymane dla splotu sa
wyzsze w calym analizowanym okresie czasu. Zaobserwowane réznice sa jednak
wyraznie mniejsze. Dodatkowo obserwujemy zmniejszanie si¢ tych rdznic na
przestrzeni lat.

Otrzymane wyniki wskazuja, ze zawarcie malzenstwa i zatozenie wspolnego
gospodarstwa domowego skutkuje pewnym zmniejszeniem tgcznych dochodow.
Ich dalsza degradacja nastepuje, gdy wzrasta liczebno$¢ gospodarstwa domowego.
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Z drugiej strony, zaobserwowane réznice dochodowe na przestrzeni lat stopniowo
maleja.
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PERSONAL INCOMES VS HOUSEHOLDS INCOMES IN POLAND
IN THE YEARS 2000 — 2010

Abstract: In this paper we study dependencies between distributions
of personal and households incomes in Poland in 2000 to 2010. For example,
the distributions of households incomes in the USA can be obtained
by a convolution of distributions of personal incomes of family members. As
was derived from our previous studies for 2004, there is no such a simple
dependency in Poland. In principle, there is a very little knowledge about
atype of relationship between those incomes in Poland. In the case of the
USA personal incomes of family members are probably independent of each
other. On the other hand, those variables are for sure dependent for Poland.
In this paper we study personal and households incomes in Poland, their
changes in time and their mutual relationship. Incomes distributions have
been described by the three-parameter Dagum function.

Keywords: income distribution, convolution of distributions, Dagum’s
model



