METODY ILOSCIOWE WBADANIACH EKONOMICZNYCH
Tom XV/3, 2014, str. 20 — 29

WSPOLCZYNNIK DWUMODALNO SCI BC )
| JEGO ZASTOSOWANIE W ANALIZACH ROZKLADOW
ZMIENNYCH LOSOWYCH

Aleksandra Baszczyiska, Dorota Pekasiewicz
Katedra Metod Statystycznych Uniwersytet £6dzki
e-mail: albasz@uni.lodz.pl, pekasiewicz@uni.lodz.pl

Streszczenie: W analizach zjawisk ekonomicznych, przyrodniczych
i psychologicznych istotne znaczenie ma badanie atnoéti  rozktadu
zmiennej losowej utsamianej z analizowancech statystycza. Jedna

z metod polega na wyznaczeniu na podstawie prédywej wspotczynnika
dwumodalnéci BC. Jego warté&¢ pozwala podj¢ decyzg

0 jednomodalngi lub dwumodalnéci rozktadu analizowanej zmiennej.
W pracy zaprezentowane zostaly wyniki badggmulacyjnych dotyegych
wlasnagci  wspotczynnika BC. Ponadto zastosowano analizowany
wspotczynnik do badania modakod rozktadu cen surowcéw na gietdach
towarowych.

Stowa kluczowe:modalnd¢, wspétczynnik dwumodalrei BC, mieszaniny
rozktaddw

WSTEP

Dwumodalnd¢ jest przedmiotem analiz w obszarze zagadmie tylko
ekonomicznych. Badanie dwumodadob ma zastosowanie w analizach
zagadni@ przyrodniczych, lingwistycznych oraz dotycych psychologii
i socjologii [Knapp 2007].

Jedny z pierwszych prac, w ktérej rozeane byly procedury okéjace
czy badany rozktad nie by¢ traktowany jako dwa rozktady normalne jest praca
Karola Pearsona z 1894 roku [Pearson 1894)eldebadany rozkiad
charakteryzowat gi dwoma ,szczytami” oddalonymi od siebie to taki kiaz
okreslany byt jako dwumodalny. W badaniach dwumodatmavykorzystywane
byly, m.in., nasfpujagce miary: czwarty moment centralny, kwadrat moment
trzeciego centralnego (metody Pearsona, Darlingajpza (metoda Chissoma).
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Rozwéj metod wnioskowania statystycznego sprawt, skonstruowano testy
weryfikujace hipotez o jednomodalnéei wobec hipotezy o wielomodalfa,

w tym test Dip Hartigana [Hardigan, Hartigan 198&jaz test Silvermana
[Silverman 1996]. Zastosowanie wymienionych test&tatystycznych jest
mozliwe w praktyce dziki istniejgcemu oprogramowaniu (np. Matlab, R).
Wyniki badania wiasriei testu Dip i jego wykorzystania w analizach
modalndci rozktadu populacji przedstawiones sv pracach Baszcagka,
Pekasiewicz 2014a, 2014b.

Alternatywry metody okreslania modalnéci rozktadu jest wyznaczanie
wspotczynnika dwumodalsoi BC. Wspdiczynnik ten skonstruowany jest
w oparciu o miag asymetrii i kurtoz. W pracy przedstawiono wyniki analiz jego
wlasnaci dla grup rozkladdéw jedno- i dwumodalnych. Badapirzeprowadzone
zostaty metogl Monte Carlo i miaty na celu oszacowanie odsetkdritch decyz;ji
o dwumodalnéci rozktadu mimo,ze rozktad byt jednomodalny i odwrotnie.
Analizowano réwnie charakterystyki liczbowe wspétczynnika dwumodadtidC
i badano zgodnid jego rozktadu z rozkladem normalnym.

WSPOLCZYNNIK DWUMODALNOSCI BC

WSspéitczynnik dwumodalrigi BC okreslony jest nasipujacym wzorem:

2
Bo=— M ®
(n-9
m, +3
(n=-2)(n-3)
gdzie: m, jest wspoétczynnikiem asymetrii opartym na trzecimomencie
centralnym, natomiast, jest kurtoz rozktadu.
Decyzg o dwumodalnéci rozkladu podejmuje siporéwnujc obliczony

S 0565. J&li BC>BC,, , to

kryt. = 9

wspotczynnikBC z wartgcia krytyczrg: BC

przyjmuje s¢, ze rozklad analizowanej zmiennej losowej jest dwuahog
ANALIZA MONTE CARLO WEASNOSCI WSPOLCZYNNIKA BC

W celu zbadania wlasicd wspoétczynnika dwumodalioi rozwazano
nastpujace grupy rozktadow:

* rozkiady normalnd\l(,u; 0),
* rozkiady gammeG(k; 6),
* mieszaniny rozktadow o funkcjigtasci:
) =wh () + A=W £,(x), )
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gdzie WD(O,l) oraz f,, f, to funkcje gstasci rozktadu normalnego lub rozktadu
gamma i normalnego.
W przypadku populacji o rozktadzie normalner(,U; 0) zastosowanie

wspotczynnika  dwumodaldoi BC prowadzito do podicia decyzji
0 jednomodalnéxi rozktadu populacji nawet dla préb matych, npa g@irdb 20-
elementowych tylko 1% decyzji bytagainych.

Drugi z rozwaanych rozktadow, rozktad gamn@(k; 5) o funkcji gzstasci:

0 dla x<0

f(x)=1 g x? ex;{—x

F(k) 0) dla x>0,

jest rozktadem jednomodalnym, ale odpowiednio dalje parametrk mozna

(3)

uzysk& rozng asymetra i kurtoz (wspotczynnik asymetrii y:i kurtoza

\/E H
K =§). W przypadkuego rozktadu badano zates¢ liczby bkdnych decyzji od

wielkosci parametruk. Dla wygenerowanych populacji weryfikacjhipotez
powtarzano 20000 razy. W Tabeli 1 podano odsetglnlgth decyzji zwgzanych
z odrzuceniem hipotezy o jednomodditio populacji o rozkladzie gamma
w oparciu o prob 100-elementowi 400-elementow, a na Rysunku 1 graficznie
zaprezentowane as odsetki niepoprawnych decyzji dla znych wielkaci
parametrik. Na podstawie otrzymanych rezultatéw zma sformutowé wniosek,
iz przy duwej asymetrii rozkladu liczebidoi prob musz by¢ znacznie wiksze nk
przy matej asymetrii i kurtozie, aby prawdopoddisisvo bbdu zwhzanego
z przygciem hipotezy o dwumodaléa byto na poziomie 0,05.

Tabela 1. Odsetekddnych decyzji zwjzanych z odrzuceniem hipotezy
0 jednomodalngci populacji o rozk+adzie§3(k; 2)

k
" 1 15 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
100 0,895 0,628 0,372 0,207 0,219 0,065 0,040 0j0@D17
400 0,829 0,430 0,146 0,034 0,007 0,001 0,000 0,00®MO0

Zrédio: obliczenia wlasne

W Tabeli 2 przedstawione podstawowe charakterystyki liczbowe wspotczynnika
dwumodalnéci.  Chocia  wspoiczynnik  asymetrii  jest  bliski 0,
a kurtoza 3, zastosowanie testu Shapiro-Wilka pdaiado podgcia decyzji

0 odrzuceniu hipotezy zerowej o normaiciarozktaduBC. W Tabeli 3 podaneas
wartcsci  statystyk testu Shapiro-Wilka ip-value dla wspotczynnika BC
wyznaczanego w oparciu o 400 obserwaciji.
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Rysunek 1. Graficzna prezentacja zal&ci odsetka kidnych decyzji od parametiu
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Zrodio: opracowanie wiasne

Tabela 2. Oszacowane waitocharakterystyk rozktadu wspétczynniBE dla wybranych
rozktadéw jednomodalnych

Charakterystyki liczbowe rozkltaddC
f n . wartasé odchylenie | wspétczynnik
min. max. , . . kurtoza
srednia | standardowe| asymetrii
N(: 2) 100| 0,1397| 0,5401  0,3526 0,0443| -0,0425 3,0178
400| 0,2338| 0,4243  0,3395 0,0256| -0.1354 3,0591
N2 2) 100| 0,1699| 0,5351  0,3538 0,0440| -0,0373 2,9823
400| 0,2227| 0,4417  0,3374 0,0260| -0.1301 3,0693
c@: 2) 100| 0,2658| 0,6699  0,4703 0,0484| -0,0317 2,9879
400| 0,3189| 0,5653  0,4574 0,0321| -0.4018 3,4460
62 2) 100| 0,3455| 0,7547  0,5400 0,0494| -0,0595 2,9438
400| 0,3680| 0,6354  0,5230 0,0347| -0.4548 3,3714
Zrédio: obliczenia wtasne
Tabela 3. Test Shapiro-Wilka — normadéeozktaduBC
Rozkfad Statystyka testu p -value
N(4; 2) 0,9977 0,1904
N(2; 2) 0,9957 0,0069
G(4; 2) 0,9832 0,0000
G(2; 2) 0,9853 0,0000

Zrédto: obliczenia wlasne
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Dla mieszanin rozkladéw przeprowadzono analogiczZreewazania.
Odpowiednio ustalgg parametry i udziaty rozkladéw wchedych w skiad
mieszanin otrzymuje i rozktady dwumodalne lub jednomodalne. Funkcje
gestasci dla mieszanin dwéch wybranych rozktadéw normelmydlaw=0,5 oraz
w=0,25, przedstawione $1a Rysunkach 2 i 3.

Odsetki decyzji o dwumodalda populacji  obliczone w wyniku
powtdrzenia 20000 razy procedury wyznaczanBC przedstawia Tabela 4.
Uzyskane rezultatyagszgodne z rozktadami populacji, z ktérych pochpgemby
(por. Rys. 2 i 3). Wiksze wartéci odchylén standardowych rozkladdéw
wchodzcych w sktad mieszanin sprawjage rozklady populacji sspraktycznie
rozktadami jednomodalnymi. W przypadku matych w&oit o rozktady populacii
s3 dwumodalne i wspotczynniBC réznicuje te rozktady.

Rysunek 2. Funkcjeggtosci wybranych populacji dglacych mieszaninami dwdéch
rozktadéw dlaw=0,5
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Zrodio: opracowanie wiasne



Wspotczynnik dwumodalriai BC ... 25

Rysunek 3. Funkcjeegtasci wybranych populacji dalgcych mieszaninami dwdch
rozktadoéw dlawv=0,25
a) N(4; 1)i N(10; 1) b) N(4; 1,5) i N(10; 1,5)

030 0X -

05

020

015

010

006

c) N(4; 2,5)i N(10; 2,5)

Lot I
-10 -5
Zrodio: opracowanie wiasne

Tabela 4. Odsetek decyzji o dwumoddlrigozktadow populacji édacych mieszania
rozkladéw N(4;0) i N(1Q0)

g
w n 05 1,0 1,25 15 1,75 2.0 2.5
05 100 1,0000 1,0000 09771 05993 0,1702 0,024D008
400 1,00000 1,0000 1,0000 0,8409 0,0917 0,0006 0,000
0,25 100 1,0000 1,0000 09841 0,7316 02771  0,060.0029
200 1,00000 1,0000 1,0000 0,9380 0,1940 0,0033 0,000

Zrédto: obliczenia wtasne

Dla populacji lgdacych mieszaninami rozktadéw, podobnie jak w przypad
populacji o rozktadach normalnym i gamma, szacowararakterystyki liczbowe
rozktadu wspotczynnikaBC i sprawdzano, czy jego rozklad oma uznéa za
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normalny stosujc test Shapiro-Wilka. Uzyskane rezultaty dla wylym
mieszanin rozktadow zawarte w Tabelach 5 i 6, przy czym wyniki testu Shapiro-
Wilka dotycz badania normalrici wspotczynnikaBC wyznaczanego w oparciu
0 400 obserwaciji.

Tabela 5. Oszacowane waitocharakterystyk rozktadu wspétczynniB& dla wybranych
mieszanin rozktadow

f, Charakterystyki liczbowe rozkladsC
¢ w n min max wartas¢ | odchylenie | wspotczynnik kurtoza
2 ' " | érednia | standardowg asymetrii
3 |os 100 | 0,5615 0,8088 0,6868 0,0269 -0,1768 3,1103
3 400 | 0,6573 0,7699 0,7151 0,0149 -0,1141 2,9921
i‘ 025 100| 0,5739| 0,8446 0,728[ 0,0318 -0,228p 3,0754
z 400| 0,6782 0,8111 0,748y 0,0161 -0,1234 3,0414
™) 05 100| 0,4058 0,6878 0,563 0,0351 -0,1256 3,0234
—
g, 400 | 0,4927| 0,6494 0,5784 0,0193 0,087p 3,0251
f- 100| 0,3617 0,7358 0,578p 0,0465 -0237p 3,1298
& | 025
z 400 | 0,4798 0,687% 0,594p 0,0243 -0,1534 3,1036
) 05 100 | 0,2680 0,5830 0,435p 0,0402 -0,0881 3,0211
N 1
g 400| 0,3415 0,51683 0,437D 0,0222 -0,0656 3,0183
4
Gf 0.25 100 | 0,2320| 0,6143 0,423f7 0,0490 -0,022p 2,9927
N ’
EZ’/ 400| 0,3046| 0,5234 0,4228 0,0272 -0,0334 3,0467
Zrédto: obliczenia wlasne
Tabela 6. Test Shapiro-Wilka — normaltieozktaduBC
Rozktady w Statystyka testu p -value
Ay ) 0,5 0,9958 0,0080
N(4:1) IN(10:1) 0,25 0,0969 0,0474
) . ) 0,5 0,9965 0,0266
N(4:1,5) IN(10:1,5) 0,25 0,0975 0,1391
i : ) 0,5 0,9963 0,0181
N(4; 2,5) IN(10; 2.5) 0,25 0,0977 0,1818

Zrédto: obliczenia wtasne
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ZASTOSOWANIE WSPC')L'CZYNNIKA BC W BADANIACH
MODALNOSCI ROZKLADOW CEN SUROWCOW Z GIELD
TOWAROWYCH

Wspotczynnik dwumodalroi BC zastosowano do badania modatio
rozktadow cen pszenicy konsumpcyjnej w Polsce i atota na gieldzie
nowojorskiej. Korzystajc z danych zawartych na stronach internetowych:
http://agrolok.pl/matif/wykres_okno.php?id_menu=291 oraz
http://gielda.onet.pl/zloto,41920,430,1,8,1, histamye,profile-surowce-archiwum-
s?dateRadio=radioDate3&fromDate=2012-06-01&toDafd4205-31 badano
modalndg¢ rozkltadéw cen rozwanych artykutdbw w oparciu o dzienne ceny
w nasgpujacych okresach:

a) 3.06.2013 - 30.05.2014,

b) 26.10.2012 - 30.05.2014,

c) 1.06.2012 - 30.05.2014 .
W badaniu dotyccym rozkladow cen pszenicy otrzymano gpsjace
wspoétczynniki dwumodalriei:

BC,,=03128 BC,,=04176; BC,. =04698

swiadczce o jednomodalrioi cen pszenicy konsumpcyjnej w Polsce. Rysunek 4
przedstawia histogram rozktadu cen pszenicy w mistatdwdch latach.

Rysunek 4. Ceny pszenicy konsumpcyjnej w Polsd6(2012 - 30.05.2014)
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Zrodio: opracowanie wiasne

W przypadku badania modakwdcen ztota w wyszczegdlnionych okresach
otrzymano nagpujace wartdci wspotczynnikaBC:
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BC,, =0,3986; BC,, =0,7415; BC,_  =0,7012.

Rysunek 5 przedstawia histogram rozktadu cen zhatastatnich dwéch latach,
ktory wskazuje na wytaa dwumodalnéc.

Rysunek 5. Ceny ziota (1.06.2012 - 30.05.2014)
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Zrodio: opracowanie wiasne
UWAGI KONCOWE

Wspoétczynnik dwumodalrioi BC stosuje s do badania modaldoi
rozktadéw zmiennych losowych. B® prosta jego konstrukcja wykorzysioa
tylko wspotczynnik asymetrii  oparty na trzecim memgie centralnym i kurt@z
zaclkeca do praktycznego stosowania wnégo rodzaju analizach statystycznych.
Moze on by traktowany jako podstawowe nadzie w badaniu modaldoi
rozktadow zmiennych losowych oraz jako metoda ujigja lub wspomagaga
bardziej zaawansowane metody statystyczne w achlidatycacych zmiennych
losowych. Na podstawie uzyskanych wynikéw zma stwierdzi, ze wart@é
wspotczynnikaBC dos¢ dobrze klasyfikowata rozkiady. Rdice pojawiaty si
jedynie w przypadku bardzo silnej asymetrii rozkadjednomodalnych i braku
wyraznych ,szczytdbw” w rozktadach dwumodalnych. Uogoiniée wynikow na
inne klasy rozktadow wymaga dalszych badsymulacyjnych, ale otrzymane
rezultaty wskazuwj na maliwos¢ zastosowania tego wspotczynnika do badania
modalndci rozktadow.
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BIMODALITY COEFFICIENT BCAND ITS APPLICATION
IN ANALYSES OF RANDOM VARIABLES DISTRIBUTIONS

Abstract: In the analyses of economic, natural and psychotbgi
phenomena, it is important to study the modalitgistribution of a random
variable identified with the analyzed statisticahfure. One of the methods
involves the determination of the coefficient ofmoidality BC based on
a random sample. Its value can decide about unilipda bimodality of the
analyzed variable distribution. The paper presémisresults of simulation
studies on the properties of the coeffici&@. Furthermore, the bimodality
coefficient was used in the analyses of distrimgiof prices on commodity
exchanges.

Keywords: modality, bimodality coefficienBC, mixtures of distributions



