METODY ILOSCIOWE WBADANIACH EKONOMICZNYCH
Tom XV/3, 2014, str. 111 — 121

SZACOWANIE MEDIANY PRZY U ZYCIU DOKLADNEJ METODY
BOOTSTRAPOWEJ

Joanna Kisielinska
Wydziat Nauk Ekonomicznych
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie
e-mail: joanna_kisielinska@sggw.pl

Streszczenie: W artykule przedstawiono doktaglrmetod, bootstrapowy,
kt6rg wykorzystano do szacowania mediany. Obliczeniavigotizity jej sku-
tecznd¢, poniewa dla proby o nieparzystej liczbie elementéw, osranty
rozktad standardowego estymatora mediany doktauivkeywat s¢ z rozkta-
dem teoretycznym. Dla préby o parzystej liczbienwlatow pokazanoze
standardowy estymator mediany iaoby¢ obchzony, co wskazuje na ko-
nieczn@¢ poszukiwania innej jego postaci.

Stowa kluczowe:estymacja mediany, doktadna metoda bootstrapowa

WPROWADZENIE

Znajoma¢ wartdsci jakie przyjmuj rzeczywiste cechy golz zjawiska
w wielu zagadnieniach, réwniedotyczcych probleméw ekonomicznych, jest
sprava kluczowg. Problem nie wyspuje, j&li badacz dysponuje wszystkimi ich
realizacjami. Maliwe jest wowczas wyznaczenie rozkladu oraz intgsegch
jego parametrow. W praktyce jednak sytuacja takfkoimwa rzadko ma miejsce.
Wynikat to maze ze zbyt diych kosztow uzyskania wszystkich realizacji (rozwa-
zana populacja jest zbyt zh), ydz faktu, ze realizacji jest nieskm@zenie wiele
(populacja nie jest skazona). Zwykle dysponujemy jedynie pewnym podzbiore
mozliwych realizacji, zwanych préb Na podstawie préby formutujemy pewne
stwierdzenia dotyee catej populacii.

Dalsze rozwzania ograniczymy do przypadku poszukiwania waitpara-
metrow rozktadu. B nie dysponujemy informagjo catej populacji, parametru
obliczy¢ si¢ nie da, mana go jedynie oszacowaa podstawie proby. W tym celu
dobieramy odpowiedanistatystyk zwary estymatorem.
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Niech cech badz zjawisko reprezentuje pewrzmienna losow X, ktorej
dystrybuant oznaczymy jakd-, za& poszukiwany parametr jak@ Ze skaczonej
populacji mana pobré wiele n-elementowych prob, zaz nieskaczonej — nie-
skarczenie wiele. Maliwe do wylosowania prébyasw ciggiem zmiennych loso-
wych o jednakowych rozktadach, ktore oznaczymy jake= (X1, Xz,... , Xn). Do-
konujac losowania proby wybieramy w istocie pewna jejireaje x = (X1, X2, ... ,
Xn). Estymatorem (oszacowaniem) paramedjast funkcjaéd :t(X). Aby formu-
lowa¢ pewne stwierdzenia dotygze parametrd nalezy zn& rozktad estymatora

0. Podkréli¢ nalezy, ze jedynie w pewnych przypadkach zaktadajozktad F
zmiennejX, mazna wyznacz§ rozktad estymatora.

Jesli rozktad F nie jest znany, lub znajorfibjego nie pozwala na wyznacze-
nie rozkladu estymatora rmata zastosowazaproponowan przez Efrona (1979)
metod: bootstrapow, polegajca na wtdérnym prébkowaniu proby Z proby pier-
wotnej x losowanych jest ze zwracanighprob wtérnych. Proby wtorne gak,
jak préba pierwotna-elementowe. 3 wszystkie elementy proby pierwotnej s
rézne, prawdopodobisstwa wylosowania jednej z watt x 53 jednakowe i row-
ne 1h.

Préby wtérne oznaczane w literaturze zwykle ja)KB = (XI X2 Xn)
sg ciggami zmiennych losowych o jednakowych rozktadachzda ze zmiennych
losowych X, moze przyjmowa wartcici ze zbiorux. Zmienne te maj rozktad
zwany rozkladem bootstrapowym oznaczanym jafko ktory jest rownowzny
rozktadowi empirycznemu. Pojedynczprobe wtérrga mazna zapiséa jako
X = ()g Xo - Xn) 2a estymatord) dla proby bootstrapowej jak@ = t(X*).

Jak wspomniano wcgeiej do formutowania stwierdaedotycacych para-
metru 8 potrzebna jest znajorsio rozktadu jej estymator@. W metodzie boot-
strapowej rozkitad ten aproksymowany jest rozkiademystyki é* . Zamiast po-
szukiw& rozktadu é poszukiwany jest rozk’raé* .

W klasycznej metodzie bootstrapowej rozkidd wyznaczany jest na pod-
stawie N préb wtornych. Dokladne jego wyznaczenie wymaggatahajomdci
wszystkich prob wtérnych. Dlatego metoda bootstwapovykorzystujca do sza-
cowania wszystkie préby wtdérne nazywa sietod, doktadry. Metoda ta przed-
stawiona zostanie w ngpnym punkcie.

Metoda dokfadnego bootstrapu wykorzystana zostdaieszacowania me-
diany. Rozklad estymatora mediany dla dowolnej prdmieparzystej liczbie ele-
mentéw jest znany, co pozwoli na weryfikagkutecznéci metody doktadnego
bootstrapu. Dla préb o nieparzystej liczbie elemdentatomiast, metoda ta pozwo-
li na wygenerowanie rozktadu mediany.
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ALGORYTM DOKLADNEGO BOOTSTRAPU

Do doktadnego wyznaczenia rozktadid potrzebna jest znajord wszyst-
kich préb wtérnych, ktérych liczboznaczmy jakd. Wartag¢ ta okrdla liczbe
sposobdw, na ktore moe wylosowa n liczb ze zbiorun-elementowego. Z kom-
binatoryki wiadomoyze jest to liczba wariacji z powtérzeniami, czBli= n". Kla-
syczna metoda bootstrapowa (Efron (1979)) polega wa losowaniu ze zwraca-
niemN elementow ze zbiorB-elementowego.

Na maliwos¢ wygenerowania catego zbioru prob wtérnych zwracalag:
Fisher i Hall (1991), podkéajac jednak,ze jest to maliwe jedynie dla matych
préb. Ograniczenia wynikajz czasu trwania oblicde Zauwamy bowiem,ze dla
n=5 liczba wszystkich préb wtérnych jest réwBa3125, dlan=10 juz B=10 mid,

a dlan=20 otrzymujemyB=10,510?°. Ze wzgkdu na posfp w technice kompute-
rowej mazliwa jest realizacja metody doktadnego bootstralaucdraz wgkszych
préb, co pokazata Kisidigka (2011),(2013).

Liczba wszystkich prob wtornych jest bardzaa@uZwr&my jednak uwag
ze wiele z nich réni si¢ jedynie kolejnécia wylosowanych elementéw. Liczba
.,F6znych” préb wtérnychB; jest znacznie mniejsza i wynosi (Feller (1950%5hEr

i Hall (1991)):
B = (Znn—l). )

Aby zastosowa doktadr metod bootstrapow nalezy wobec tego wygene-
rowat wszystkie ,r@ne” proby wtdrne, a naginie obliczy ile razy kada z nich
wystepuje w zbiorze wszystkich préb wtérnych.

Zalézmy, ze w préobie pierwotnex = (x1, X2, ... , Xn) Wszystkie elementyas
rézne (przypadek powtarzgjych sé elementow zostanie omoéwiony dalej). W
prébach wtoérnych natomiast elementy meg powtarzé. Oznaczmy jakan licz-
be réznych elementéw proby wtérnej, Zbczbe wystpien elementd jakon, przy
czym kK n <n. Wartaci te spetnia musz warunek:

n+n,+..+n,=n. (2)

Z n-elementowej préby pierwotnej réznych elementéw mma wylosowa

na(r?]) sposobow (liczban-elementowych kombinacji ze zbiondelementowego).

Dla kazdej kombinacji nalgy okresli¢ ile razy w probie kady jej element wygpi.
Gdyby wszystkie wart@i n byty rézne, bytoby tom!, czyli liczba permutacji
m-elementowego zbio{ul,nz,...,nm}. Oznaczmy jakes liczbe réznych wartdci
w zbiorze Iiczt{nl,nz,...,nm}, z& jako my liczbe wystpien nj w tym zbiorze.
Wartdici te spetnia musa warunek:

m +m, +..+m =m. (3)
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Elementéw kadej kombinacji nie naley permutowa na pozycjach odpo-
wiadapcych jednakowym wartgziom n;, a wobec tego liczba wygtien kazdej

L . m
kombinacji jest rowna—————.
m!in,! L. /!

Zauwamy, ze w prébach wtornych, kdy element kombinacji me wyst-
pi¢, na r@nych pozycjach. Podobnie jak wej, gdyby wszystkie elementy proby
wtornej byly r@ne, liczba permutacji rbwna bytaloy. Ze wzgkdu na powtérze-
nia, liczba ranych ustawié@ m elementow powtarzagych sé pon razy jest réwna

n!

n!mh,! 0.0 |
Dla kazdego cigu wartgci {q,nz,...,nm} liczba maliwych préb wtérnych
jest ostatecznie réwna:
(rrT]JD I nl‘i ID I ?! I @
m! 0, I0).0n! n !0, I0L.Oh !
Pozostaje pytanie jak wygenerawwaszystkie cigi {q,nz,...,nm}. Problem

ten jest dé&¢ skomplikowanym, zwanym w kombinatoryce zadanienuzisu
liczb. Algorytm opracowany zostat juprzez Eulera i przedstawiony jest przez
Ryttera (2013). Feller (1950) natomiast zadani@dnywa problemem rozmiesz-
czenia (str. 38). Opis zostanie tu porsini

Schemat generowania wszystkickimgch prob wtérnych jest wt nasgpu-
Jacy:
1. Wygeneruj dla danegowszystkie cigi {q ,nz,...,nm} .

2. Dla kadego cygu {q,nz,...,nm} wylosuj wszystkien-elementowe kombinacje
losowane ze zbiorum-elementowego. Dla kdej z kombinacji okrd wszystkie
permutacje ggu {q n, ,...,nm} okreslajagce liczly powtdérzé elementéw proby.

Majac wygenerowane wszystkieate proby wtorne, mama wyznacz§ do-
ktadne bootstrapowe oszacowanie paramétroraz bgd tego oszacowania. Ka
da proba wtorna pozwala wyznaézyojedynca realizacy statystyki 0* . Osza-
cowanie boostrapowe parametfloblicza s¢ jako sredni arytmetyczg wszyst-
kich realizacji. Wyznaczenie wszystkich realizatjitystykié * jedynie z ranych
prob bootstrapowych (pozwadap na znacznoszczdnaos¢ czasu) wymaga wpro-
wadzenia wag réwnych liczbie mwych permutacji tych prob. Zeli jako x*
oznaczymyb-tg rézng préby wtérng oszacowaniem bootstrapowym parameffu
bedzie:

i 1A nl
U_EEG()MEDEJ' ©)

r
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Btad tego oszacowanigtizie z& rowny:

v 1S5 (ref b\ A n!
s<[E3be)ieFag o g
B = n!m, L1.0h, !

Jezeli w prébie pierwotnej wyspuja powtdrzenia, konieczna jest korekta
wzordow (5) i (6), wynikajca z faktuze poszczegdlne proby wtérne nigjsz jed-
nakowo prawdopodobne.

Jesli w prébie pierwotnej nie wysgpuja powtdrzenia, prawdopodolsistwo
wylosowania kadego z jej elementow do préby wtérnej jest rowre 1&li zas
powtOrzenia wysipuja prawdopodobigstwo pi wylosowania elementlitego I-
dzie réwne liczbie powtordepodzielonej przen. Prawdopodobigstwo wyloso-
waniab-tej proby wtérnej zawieragej elementy fo1, Xo2, ... , Xomp j€St wobec tego
réwne po = PorlPe2ll. . Opem. OSzacowanie bootstrapowe paramelriedzie rowne
wowczas:

B,

YRR P (e n
o (')_bzf ) AN N @)
z& btad tego oszacowania:
: :Ji(é*(x*b)—é*(-))z G, ®
bt n!m, L1.0n !

ROZKLAD MEDIANY

Mediarg w uporzdkowanym zbiorze jest wadéy powyzej i ponizej ktérej
znajduje st jednakowa liczba jego elementéw. Najiej definiuje s¢§ mediar
jako wart@¢ od ktorej przynajmniej potowa elementéw zbioruypmauje wart@ci
mniejsze lub réwne medianie i przynajmniej potowavartasci wicksze lub jej
rowne. O ile dla zbioru o nieparzystej liczbie edatdw obydwie definicje jedno-
znacznie pozwalgjwskaza mediar, o tyle dla parzystej liczby potencjalnych
wartasci mediany jest wiele.

J&li  rozpatrywanym  zbiorem jest upadkowany zbior liczb
X= (x(l) X2) ,...,x(n)), mediana obliczana jest jako:

Xna BT ;
(7J jesli n jest nieparzyste

me= 1[ J )
=X X jesli n jest parzyste
2('13) 1o
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Zauwamy, ze dla préby parzystej medi@maoze by kazda liczba z przedziatu

n n+1
2 2

(ﬁ )x( J} zwyczajowo jednak przyjmujeesivartas¢ lezacg w potowie prze-

dziatu medzy srodkowymi wartgciami.
Oznaczmy wszystkie mibwe do wylosowania upogzlkowane proby jako
X =(x(l),x(2),...,x(n)). Wowczas standardowy estymator mediany (&

(2010)) okrelony jest wzorem:
X

(”7“] jesli n jest nieparzyste

(10)

2

2

Me = 1 o
E{X(nj + X[nﬂjJ jesli n jest parzyste

Dla proéby o nieparzystej liczbie elementéw znarst zkiad teoretyczny
mediany (Efron (1979)). Oznaczmy pozyajediany jakam, za& mozliwe do wy-

losowania uporglkowane proby bootstrapowe jakX* :(le),xzz),...,xzn)).
W prébach bootstrapowych medzi;aﬂ(fpm) maze by kazdy element proby).

Aby wyznaczy rozkiad mediany, naky dla kazdego xqy obliczy¢ prawdopodo-
bienstwo tegoze jest on median Prawdopodobigstwo to mana zapiséajako:

PXom) = X)) = PX{om) > %)= P(X(o) > %) (11)

Aby mediana byta wksza odxg, naley w prébie wtdrnej wylosowaco
najwyzej pml elementéw mniejszych lub rownyah, za& pozostate wylosowane
elementy musgz by¢ od Xy wigksze. Prawdopodohistwo wylosowania pojedyn-

- ; . . ,
czego elementu mniejszego lub rownegpjest rowne— . Prawdopodobigstwo
n

wylosowania co najwiej pm-1 elementéw spetiggych ten warunek nima obli-
czy¢ stosugc schemat Bernoulliego, czyli:

P(X{am) > )= Fﬂ?}(lﬁy (1_%j"_j ' )

i=0
Analogicznie obliczamy drugie prawdopodaisavo we wzorze (11):

I-1\(. 1-1)""

P(X(m) > %)= [il(jj

j=0
Ostatecznie rozktad estymatora mediany dkje nastpujace prawdopodo-
bienstwa:
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p(x;pm)=x(.))="g(?)('_;1jj(1-'gj“"'_‘g@('ﬁ)’(l-'ﬁj“"} w4

Zauwamy, ze tak okrélone prawdopodobiestwa nie zalgg od préby pier-
wotnej, a jedynie od liczby jej elementéwWiasndci tej nie lzdzie miat rozktad
mediany okrélony regub (10) dla préby o parzystej liczbie elementéw. Nexli
dla wtornych préb bootstrapowych nmpbyé bowiem wszystkie elementy préby
orazsrednie arytmetyczne wszystkich atiavych do wylosowania par jej elemen-
tébw. Nie mana z goéry okrdi¢, miedzy ktérymi elementami prébyrednie s
znajdup. Poniewa niektoresrednie arytmetyczneellg sic powtarz&, prawdopo-
dobierstwa w ich przypadku natg dod&. Wynika z tegoze prawdopodobiestwa
dla poszczegolnych realizacji standardowego estyraahediany zalex beda od
préby.

WYNIKI OBLICZEN

Estymacg mediany przeprowadzono dla 13-elementowej prébyykPad
pochodzi z pracy Erona (1979). Poniewmabdba ma nieparzysliczbe elementéw
rozktad mediany nie zatg od elementow proby, a jedynie od jej liczefmio
W tabeli 1 oraz na rysunku 1 przedstawiony zosafdtyczny rozkiad mediany,
oraz rozklad uzyskany metpdoktadnego bootstrapu. Obydwie metody daty takie
same wyniki, co potwierdza poprawédavykorzystanego algorytmu.

Tabela 1. Teoretyczny rozktad mediany i rozktadskayy metog doktadnego bootstrapu
dla proéby nieparzystej

X 1i13 2i12 3ill 4i10 5i9 6i8 7
Rozktad

1,8E-05| 0.0014 0.01423 0.05495 0.12427 0,193612292
teoretyczny
Rozklad 1,8E-05| 0.0014 0.0142B3 0.05495 0.12427 0,193612292
bootsrapowy

Zrédio: obliczenia wtasne
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Rysunek 1. Rozktad mediany - teoretyczny i uzyskaeyod, doktadnego bootsrapu dla
proby nieparzystej
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Zrédio: obliczenia wtasne

Dla 12-elementowej proby rozkiad mediany oszacowadwoitadry metod
bootstrapow przedstawiono w tabeli 2 i na rysunku 2. W przylkia jako elemen-
ty proby przygto kolejne liczby naturalne pogaszy od jedynki. Uzyskany roz-
klad jest rownie symetryczny. Zauwany, ze najbardziej prawdopodobnymi war-
tosciami mediany $6 i 7, a nie wart& faktyczna, jak jest 6,5. Poniewaw wy-
korzystanej probie tinice midzy jej kolejnymi elementamiggednakowe (réwne
1), liczba maliwych wartaici mediany nie jest dia. S to jedynie elementy préby
oraz wartdci lezace pomédzy nimi. Wartd¢ oczekiwana estymatora mediany jest
rowny jej faktycznej wartei dla préby, czyli 6,5.

Tabela 2. Teoretyczny rozktad mediany i rozkladskayy metog doktadnego bootstrapu
dla 12-elementowej préby parzystej

” 1i12 15i1115] 21l 251106 3110 3550,

bROZ"*ad 15E-05 | 0.00008 | 000125| 0003049 001163 0,01951
ootsrapowy

” 479 45185 | 5i8 55175] 617 65

Rozkiad 4

A 004227 | 005552 | 008847| 009647 012432 011479
ootsrapowy|

Zrédto: obliczenia wlasne
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Rysunek 2. Rozktad mediany uzyskany metddkladnego bootstrapu dla 12-elementowej
proby parzystej
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Zrédio: obliczenia wtasne

Dla 12-elementowej proby (przedstawionej w Tabgli 8 ktorej ré&nice
migdzy kolejnymi elementami niegstakie same, rozktad mediany oszacowany
doktadry metody bootstrapow przedstawiono na rysunku 3. Pomioi prezentacje
tabelaryczn, poniewa w rozktadzie mediany jest w tym przypadku 75 zdji.
Wielu sparéd nich odpowiada bardzo mate prawdopodiadti®o, poniewa w
nielicznych prébach wtérnychg snedian. Najmniej prawdopodolnmediana w
prébach wtdérnych jest 9,25rédnia arytmetyczna 1,1 i 17,4). W prébach tych 1,1
musi wysipi¢ doktadnie 6 razy. Pozostate elementy to 17,4 @jgniej raz oraz
20. Prob wtérnych, w ktéorych med@n jest 9,25 bdzie wkc:

I I
6 + 6 + 6 + © + 6 +E=58212 Prawdopodobigstwo uzy-
613 624 633 642 651 66
58212

12
zgadza s z prawdopodobigstwem wyznaczonym metgdloktadnego bootstrapu.

Doktadny rozktad mediany na wykorzystanej w obliiaeh proby nie jest
symetryczny. Posiada ponadto wimee niepaadane wiasn€ri, polegajce na
tym, ze wartdci bardziej oddalone od wakim oczekiwanej majwyzsze prawdo-
podobidstwa realizacji, ri niektére wartéci znajdujce st blizej nigj.

Mediana préby jest réwna 9,8, natomiast bootstrap@jyoszacowanie do-
konane metagd doktadnego bootstrapu wynosi w przyehiu 10,26. Oznacza to,
ze estymator tyty do jej szacowania jest obhgony. Potwierdza to wyniki teore-
tycznych rozwaan Zielinskiego (2010 str. 14¥e dla proby z parzysticzba ob-
serwacji ,mediana rozktadu estymatorazmdoy¢ dowolnie daleko od estymowa-

skania mediany 9,25 jest ¢t rowne P(me: 9,25) = 6,52886107, co
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nej mediany rozkladu”. Wskazuje to na koniecggnposzukiwania innego hi
standardowy estymatora.

Tabela 3. Préba 12-elementowa, w ktéreniée medzy kolejnymi elementami niggs
takie same

I |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x |11 | 23] 46| 61| 79| 95 101 132 1%7 1pb8 1740 2

Zrodio: opracowanie wiasne

Rysunek 3. Rozktad mediany uzyskany metddktadnego bootstrapu dla 12-elementowej
préby parzystej, w ktérej phiice medzy kolejnymi elementami niey $akie same
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Zrédto: obliczenia wlasne
PODSUMOWANIE

Z przedstawionych w artykule badevynikaja nastpujace wnioski:

1. Dokladna metoda bootstrapowa pozwala wygeneraletadny rozklad esty-
matora mediany. Potwierdzajo obliczenia wykonane dla préby o nieparzystej
liczbie elementow, dla ktérej znany jest rozktadrétyczny. Prawdopodohie
stwa dla wszystkich jego realizacji zajgedynie od liczebnii préby, a nie jej
elementow. Rozkfad teoretyczny jest taki sam, jakskany doktads metod
bootstrapow.

2. Dla préby o nieparzystej liczbie elementéw tadk prawdopodobiestwa po-
szczegolnych realizacji mediany zajeod préby, a nie tylko od jej liczebfw.
Przeprowadzone badania pokazaly (potwiergzapzwaania teoretyczneye
standardowy estymator mediany xaomie& rozklad o wartéci oczekiwanej
odbiegagcej od wartéci mediany dla préby, co wskazuje jest to estymator
obciazony. Dodatkowo, w wielu przypadkach, prawdopodasiea poszcze-
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go6lnych realizacji bardziej oddalone od wadiooczekiwanej rozkladu magj
wartcsci wyzsze, nk znajdujce sk blizej niej.

3. Badania wskazajna konieczn& poszukiwania innego estymatora mediany dla
préby o nieparzystej liczbie elementéw.
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MEDIAN ESTIMATING USING THE EXACT BOOTSTRAP METHOD

Abstract: The article presents the exact bootstrap methoihwkas used to
estimate the median. Calculations have confirmgcftectiveness, because
attempts with an odd number of elements, the estundistribution of the
standard median estimator exactly coincide withttieretical distribution.
For the sample with an even number of items showhag the standard esti-
mator of the median may be biased, which indictitesheed to seek its other
form.

Keywords: median estimating, exact bootstrap method



