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Streszczenie: Jednym z podstawowych nadzi statystycznej kontroli
jakosci 53 karty kontrolne. Umdliwiajg one staly nadz6r nad procesem
produkcyjnym poprzez dostarczanie informacji o tyzy proces jest stabilny
oraz sygnalizy mozliwos¢ utraty jego stabilni@i w przyszidei. Karty
kontrolne Shewharta mag by¢ wykorzystywane do monitorowania
pojedynczych wiéciwosci. W rzeczywistéci niejednokrotnie mamy do
czynienia z procesami, ktdre charakteryzowanergez wiele cech. Istnigj
rézne metody wykrywania, czy tego typu proces prodjikcyprzebiega
w sposéb ustabilizowany, d nich  kartaT? Hotellinga. W pracy
przedstawiono karty kontrolne oparte na zanurzafiserwacji w probie,
ktore mog by¢ wykorzystywane w celu monitorowania procesow
produkcyjnych o wielu wigciwosciach.

Stowa kluczowe karty kontrolne, miara zanurzania obserwacji
w prébie

WPROWADZNIE

Karty kontrolne § jednym z nargzi sterowania jakiwia procesu
produkcyjnego. Zostaty one wprowadzone przez Walter Shewhart'a w 1924
roku. Wykorzystywane assw celu wykrycia nielosowych odchyleod zadanej
normy, ktére zachodz w monitorowanym procesie. aS wykorzystywane
w praktyce do kontroli trzech wielkoi procesu: parametru paenia (najczsciej
sredniej), parametru rozproszenia oraz wadiisiio

Niejednokrotnie w praktyce produkcyjnej napotykamayprocesy opisane za
pomo@ wielu parametréw. Zachodzi wéwczas koniecéndezpdredniego
monitorowania kilku wzajemnie powdanych statystyk jakoi. W zwigzku
z powhzaniami pomgdzy tymi charakterystykami nie powinnog sanalizowa
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procesu produkcyjnego ze wedlu na kada charakterystyk oddzielnie,
wykorzystupc jednowymiarowe karty kontrolne. Rglane jest zatem
zastosowanie wielowymiarowych kart kontrolnych. $fleznym przyktadem takiej
karty jest kartal? Hotellinga. Jednym z gtownych zaeh w tym przypadku jest
zgodna¢ pomiarow z rozkladem normalnym [Koronacki 1999].

Celem pracy jest przedstawienie propozycji wykoray® zanurzania
obserwacji w prébie do monitorowania proceséw pkoglinych o wielu
wiasciwosciach. Omoéwione w niej zostaly zasady konstrukgitkkontrolnych
opartych na mierze zanurzania obserwacji w préhienastpnie zilustrowane
przyktadami liczbowymi dla prob dwuwymiarowych.

KARTY KONTROLNE JEDNOWYMIAROWE

Karty kontrolne wykorzystywanegsdo analizy zbieranych systematycznie

z procesu produkcji wynikdw pomiaréw produkowanyelyrobéw. $ one
konstruowane w formie wykresu, gdzié pozioma jest ogi czasu, na ktérej
odktadane s numery préb pobrane do badania. Na osi pionowsjazzana jest
obserwowana charakterystyka probki, ktdmaze by na przykiad: srednia
arytmetyczna lub odchylenie standardowe z probkakdja lub liczba sztuk
wadliwych w prébce. Wykres karty kontrolnej przedsiono na rysunku 1.
Zaznaczona zostata linia centralna CL oraz dwusyrabszar kontrolny okéeony
przez dola (LCL) i gérma (UCL) lini¢ kontrolm. W zalenosci od potrzeb
konstruuje si dwustronne lub jednostronne obszary kontrolne mglkpad, gdy
monitorowana jest frakcja wadliwych wyrobow.

Rysunek 1. Budowa karty kontrolnej
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Aktualnie w literaturze przedmiotu spotkenazna podziat kart kontrolnych
na karty wykorzystywane w ocenie alternatywnej fkafrakcji lub liczby
wyrobow niezgodnych, karty liczby niezgodod w kontrolowanej jednostce
wyrobu) lub liczbowej (karty wartgi sredniej i rozsipu lub odchylenia
standardowego, karty pojedynczych obserwacji i onobgo rozsipu, karty sum
skumulowanych) [Greber 2000].

Na potrzeby pracy omowione zostaty trzy rodzajet kkontrolnych
jednowymiarowych: karta kontrolnasrednich obserwacji i odchylenia

standardowego X —S), karta kontrolna srednich obserwacji i rozgbu
()7 —R)oraz karta kontrolna pojedynczych obserwacji i nmkgo rozsfpu
(IX =MR) . Szczegdtowo konstrukcja tych kart zostanie oméwiponze;.

Najczsciej stosowanymi kartami kontrolnymg karta X —s oraz karta

X-R. S one wykorzystywane w przypadku, gdy ina sobie pozwati na
badanie okrdonej liczby probek, kada o statej liczngci. Linia centralna w tych
kartach wyznaczona jest zgodnie z wzorem

1&_
= E; X, |
Granice kontrolne wyznaczong isa podstawie wzoréw:
- dla karty)_( —-S:

XI|

CL=

UCL:§+A3[§, LCL=§—A3[§,
- dla karty X —R
UCL=X+A[R, LCL=X-A[R.
Poszczegodlne oznaczenia to:

X - srednia wartéé cechy w probceé = lle ,
n

i=1

X - érednia warté¢ z wartgci srednich w poszczegolnych prébkach,
n-liczebna¢ probki,

K-liczba prébek,

§ - odchylenie standardowe w probce,

S -$rednia warté¢ z odchylé standardowych w poszczegdlnych prébkach,
A,, A,-wspdtczynniki statystyczne [Bartkowiak 2011].

Karty te mana stosow& wtedy, gdy analizowane pomiary rpajozktad
normalny. W zwizku z tym,ze warté¢ odchylenia standardowego charakteryzuje
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precyzg procesu produkcyjnego, zaklada,ste nie zmienia gi ona w czasie
(lwasiewicz 2005). Proces uwa st za stabilny, jeeli wartasci srednich
arytmetycznych obliczonych na podstawneelementowych prébek losowych
ukltadap si¢ wokot linii centralnej i nie wychodz poza wyznaczone linie
kontrolne.

Dopuszczalne gs ,niewielkie” odstpstwa dotyczce zatgenia zgodnéci
z rozktadem normalnym, w przypadku kart kontrolnywigkorzystywanych do
kontroli wartagci éredniej. Bardzo wrdiwe na zatagenia dotyczce normalnéci
rozktadu badanej cechy karty odchylenia standardowego.

Karta kontrolna pojedynczych obserwacji i ruchomydiozstpéw
(IX = MR) wykorzystywana jest w przypadku, gdy kontroli poddae g
pojedyncze pomiary, a nie probki zéme z wielu obserwacji. Stosuje: $4, gdy
nie ma maliwosci uzyskania dizej liczby danych ze wzgllu na znaczn
czasochionng lub wysokie koszty badania (np. badania niszey. Obszarem ich
zastosowa jest produkcja nierytmiczna, czyli brak regularmspwtarzalnéci
wielkosci produkowanych wyrobow z powodu na przyktad piagiuokresowej
lub produkcji matoseryjnej [ i in. 2010].

Karta IX = MR bazuje na dwdch wykresach: pojedynczych obserwacji

z préby oraz ruchomego rogpu. Linia centralna oraz granice kontrolne
wyznaczanegwedtug nastpujacych wzordw:

- dla pojedynczych obserwacji

CL=x-= lz X,
Nz
LCL=X - 266[MR, UCL= X+ 266[MR,
- dla ruchomego rozgtu

- 1 n
CL=MR=——>» MR
n—1Z:1: R

LCL=0, UCL= 327[MR

n
MR =[x =X,
gdzie
X - pojedynczy pomiar,
X - warta¢ srednia proby,
n - liczebna¢ proby,
MR- srednia wartéc ruchomego rozspu.
Omoéwione karty wykorzystuje siw zalenaosci od wielkaci pic')bek.
W przypadku kartlX — MR liczebna¢ préby wynosi 1, stosowanie kariy — R
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wymaga liczebnixi od 2 do 9, natomiast kartyX —s liczebndci powyzej 9.
Zanim wykona g wykres karty kontrolnej naky zmierzy co najmniej 20 prébek.
[Greber 2000].

MONITOROWANIE PROCESOW O KILKU CHARAKTERYSTYKACH
JAKOSCI

Nadzorowanie zdolroi procesu produkcyjnego wymagaesto oceny
kilku wzajemnie powjzanych charakterystyk jako procesu. W tym celu
wykorzysta& mazna karty kontrolnd? Hotellinga. Na karcie kontrolnej dla #dej
probki nanoszonegsodlegtaici T? Hotellinga wyznaczone wediug ngstijagcego
wzoru:

T2(p) =n|(X(p) - )" s™(X(p) - %) (1)

gdzie
n - liczba jednostek w prébce,
X(p) - wektorsrednich w prébce,

X - wektorrednich uregulowanego procesu,

s™ - macierz odwrotna do macierzy kowariasdpatrz np. Ptaska 2000].

W przypadku wykorzystania tych kart i zaobserwowansygnatu

0 rozregulowaniu procesu problememzamdy¢ ustalenie, ktéra z charakterystyk
osiggreta niewta&ciwa wartasé. Obliczenia wykorzystane do konstrukcji tych kart
sa dos¢ skomplikowane, dlatego wymagane jest odpowiedmpeogramowanie
komputerowe.

W pracy Liu przedstawione zostalo wykorzystaniauzaania obserwaciji
w probie do konstrukcji kart kontrolnych [Liu 1995Pogcie to zostato
wprowadzone przez Tukey'a w 1975 roku. W literagunzrzedmiotu znaig
mozna liczne rozwzania dotyczce wykorzystania zanurzania obserwacji w prébie
w statystycznej analizie danych m. in. w: wykrywarni eliminacji obserwaciji
nietypowych, w  konstrukcji  estymatorow  odpornych,ak j rownie
w monitorowaniu wielowymiarowych proceséw produkoygh [Donoho i Gasko
1992, Rousseuw i Verboven 2002].

W niniejszej pracy oméwione zostaty karty kontrolaparte na miarach
zanurzania obserwacji w probie. {deéych kart jest madiwos¢ zredukowania
wielowymiarowych pomiaréw do jednowymiarowych wanio statystyki
rangowej, dla ktorych spagdzany jest wykres karty kontrolnej. W tym celu
wykorzystana zostata miara zanurzania obserwagrdbie, ktora jest okétona
wedtug nastpujacej definiciji.
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Definicja 1. Miag zanurzania Mahalanobisdizan,) punktu 6 w probie
PP nazywamy funkej

Mzan, (8: P?) = [1+Q(6,P?)] ", 0
gdzie Q(8,PP)=(6-X)"S™(@-X) jest odlegtécia Mahalanobisa wektora
6 X
o 6, _ _|X%| __1Q
6 od wektorasrednich X, przy czym 8= , X= x=—in ,
n4s
6P Yp

S jest maciergz kowariancji médzy rozwaanymi p wektorami, natomiash™
jest jej macierz odwrotry, X - wektorem wartéci srednich.

W definicji P” jest préla p-wymiarows o liczebndgci n, pochodzcy
z pewnego p-wymiarowego rozktadu okéenego dystrybuaat F,. Miara

zanurzania zostata obliczona dla pewnpgoymiarowego punktud, ktéry maze
by¢ elementem prébyPP, lub mae nalee¢ do przestrzeni punktowR".

Wykorzystupc zanurzanie obserwacji w probie ima ocent potozenie punktow
wzgledem oddalenia od centralnego skupienia. z¥¥g¢ wartéci tej miary
odpowiadaj punktom potaonym bardziej centralnie w prébie.

W pracy omowiona zostata konstrukcja dwoch rodaaiart kontrolnych

opartych na mierze zanurzania obserwacji w prokéty r i karty )_(r), ktore
mog by¢ odpowiednikami jednowymiarowych kart kontrolnyclipowiednio

karty IX —MR oraz kart X —R i X —s. Do sporzdzenia wykreséw tych kart
wykorzystane zostaly wagoi statystyki rangoweerm (%) wyznaczone wedtug

WZOru.
o, (%) =#1{y, /Mzan,(y;) < Mzan,(x),i =12,..n,j =12,..m{/m,  (3)

gdzie #{[} oznacza liczebrid rozwazanego zbioru,Mzan,([) jest wartécia

miary zanurzania Mahalanobisa obserwacji w prébigznaczon zgodnie
z wzorem 2. Natomiast G jest teoretycznym rozklademdniesienia

monitorowanego procesu produkcyjnego, ékmeym dystrybuant G, Y, (dla
I =12,...m) ;3 p-wymiarowymi wektorami pochodeymi z rozktaduG , X
(dla i=12,...n) - p-wymiarowymi wektorami pochodzymi z pewnego
rozktadu F , okreilonego dystrybuantF, .
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Na wykresie karty kontrolnej, bedacej odpowiednikiem kartylX — MR,
nanoszonegswartdici statystyki rangowej (%) w czasie. Gorna linia kontrolna

nie wystpuje. Linia centralnaCL =05, dolna linia kontrolna LCL=a .
Potazenie linii centralnej wynika z wtasiai, ze statystykaer(xi) ma rozktad
jednostajny okrdony na przedziale <0;1>. Waktboczekiwana w tym przypadku
wynosi 0,5 [Liu 1995].

Koncepcja kart kontrolnych K jest zblkzona do kart kontrolnych

jednowymiarowych X-si X-R. Na wykresie przedstawioneg svartcci
srednich arytmetycznych podzbiorér@m (%) o liczebndci n wyznaczone wedtug

WZzZOoru
_ 1
X, (G,F,) =EZer(xi)- (4)
i=1

Mozna zapisé, ze karta)?r jest wykresem wartai
{Xq (GF), X (G,F2),...Xq (G,FO},

gdzie:
n - liczebna¢ podzbioréw,
k —liczba podzbioréw.

Okreslenie linii centralnej i linii kontrolnej w tej kare zaley od
liczebndci podzbiorow n. W pracy omoOwiona zostanie konstrukcja kart

kontrolnych K dla liczebnéci N=5. Jeeli liczebnd¢ probek wynosi co

najmniej 5, linia centralnaCL= 05, natomiast dolna granica kontrolna
wyznaczona jest ha podstawie wzoru:

LCL=05-u, iﬁliﬂ. 5)
12|\ m

Rozwaania dotycace wyznaczania linii centralnych oraz kontrolnych
dotyczice omawianej karty zamieszczorg s pracy Liu i Singh [Liu i Singh
1993].

Konstrukcja kart kontrolnych zostata przedstawioaadanych liczbowych
préb dwuwymiarowych. Jako teoretyczny rozklad odigieia G przyjto proke
o liczebndci 400, pochodicg ze standaryzowanego dwuwymiarowego rozkladu
normalnego. W celu zilustrowaniazyteczngdci kart kontrolnych opartych na
miarach zanurzania obserwacji w probie do badao@&egulowania procesu
wykorzystano proby dwuwymiarowe, #da o liczebnéci 200, w ktérych
pierwszych 100 obserwacji pochodzi ze standaryzegandwuwymiarowego
rozktadu normalnego. Kolejnych 100 obserwacji pazio
z dwuwymiarowego rozktadu normalnego z zerowym wekh wartdci srednich
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4 0
i macierz kowariancji{O 4} (préba PD1), natomiast w przypadku préby PD2,

05 10
wektorsrednich wynos{os} , @ macierz kowariancji jest réw{% J.

Rysunek 2. Karta kontroln& dla PD1
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Zrodio: opracowanie wiasne

Rysunek 3. Karta kontrolné_(r dla PD1
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Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono wykresy kart kainych r oraz )Tr :
Zaznaczone zostaty linie centraln€L=05 oraz dolne granice kontrolne
LCL= 005 (dla karty r ) i wyznaczona zgodnie z wzorem BCL= 0319 (dla

karty )Tr ). Wartdci statystyki rangowej, (), ktora jest wykorzystywana do
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konstrukcji tych kart, okrdaja ilu obserwacjom rozktadu hipotetyczneds
odpowiada wart& miary zanurzania mniejsza lub rowna od zadanejodarX, .

Z powyzszych rysunkéw wynikaze procesy nie gs stabilne w czasie.
Wystepujag punkty poza granicami kontrolnymi, co wskazuje roaregulowanie
procesu. Na rysunkach przedstawiono proces ustaiiny do 100. probki (rys.2)
i 10. prébki (rys.3) z wprowadzonym wzrostem rogaenia.

W przypadku niestabildoi zmienndci procesu wyspuja dwa obszary
przedstawiajce r&ne konfiguracje punktow na wykresach kart kontromydeeli
od 100. obserwacjiGm (%) przyjmuje bardzo mate wadt oznacza toze bardzo

mata liczba obserwacji zbioru hipotetycznegoagai wartdci miary zanurzania
mniejsze od warkwi miary zanurzania dla danego punktuX . Proces

przedstawiony na rysunkach 2 i 3 charakteryzujewsekszym rozproszeniem
obserwacji wokot wektora wardoi srednich w poréwnaniu z procesem
hipotetycznym.

Na rysunku 4 przedstawiono proces uregulowany da pe3bki
z wprowadzonym przeswuiem procesu. Wykres tej karty kontrolnej sygnajk
rozregulowanie od 10. obserwacji.

Rysunek 4. Karta kontrolné_(r dla PD2
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POSUMOWANIE

W artykule przedstawiono koncepcganurzania obserwacji w prébie do
konstrukcji kart kontrolnych. Wykorzystanie miargrurzania daje nitwosé
redukcji wielowymiarowych pomiarow pochagtz/ch z procesu produkcyjnego do
jednowymiarowego wskaika statystyki rangowej. Dla tych waéth sporadzane
s3 dwuwymiarowe wykresy kart kontrolnych, za pomdddrych mana wykry
zdeterminowane przesgnoie procesu o statwartas¢ jak i zmiar rozproszenia
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procesu. Zauwg¢ mozna, ze w przypadku wzrostu rozproszenia linie na
wykresach kart kontrolnych (rys. 2 i 3) ,gwaltowhiepadap. W przypadku
zmiany wektora potaenia procesu ,spadek” linii na wykresie jest tagoys.4).

Omowione karty kontrolne nie wymagagpetnienia zatzen dotyczcych
zgodndci z rozkladem normalnym oraz nie wymagaieby zalenos¢ pomidzy
wiasciwosciami procesu byta liniowa, co jest wymagane w pegku stosowania
kart T? Hotellinga.

Przedstawione rozwania wskazuj, ze miara zanurzania obserwaciji
w probie mae znalé¢ zastosowanie w sterowaniu procesem produkcyjnym
0 wielu wigciwosciach. Obszar tych rozwan jest obszerny w zweku z tym
trudno byto przedstawiw pracy inne rozwaania dotycace tego zagadnienia.
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DEPTH MEASURE IN THE MONITORING
OF MULTI-PROPERTY PROCESSES

Abstract: Control cards are one of the basic tools for dtesik quality
control. They enable continuous supervision of adpction process and
provide information on the process stability anghal any possible loss of
future stability. Shewhart’'s control cards may Isedi for monitoring single
properties. In reality, we frequently deal with pegses characterised by
multiple properties. There are a variety of methtalgletect whether the
course of this type of production process is stainieluding ? Hotellinga
cards. This paper presents control cards basedseration depth measure
in a sample, which can be used to monitor multprty production
processes.

Keywords: observation depth measure in a sample, contrdsca



