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Streszczenie. W pracy dowodzimy twierdzenia, ktére awe zaldenie
doktadndci skal ekwiwalentnéci (ESE) z symetrycznym czynnikiem
dominacji stochastycznej pierwszegedu. Doktadniej, niechX i Y beda
rozktadami wydatkéw, odpowiednio, analizowanej grugospodarstw
domowych i grupy gospodarstw odniesienia. Nietloznacza rozklad
skorygowany za pomacpewne]j skali ekwiwalentrigi. Jeli spetnione jest
zalozenie ESE, toZ jest stochastycznie indyferentne %. Jednake
indyferencja stochastyczna (Sl) nie implikuje E€Enacza toze Sl jest
zalazeniem stabszym niESE. Proponujemy obliczaskale ekwiwalentriei
na podstawie kryterium Sl, gdy ESE nie jest spe&i@io

Stowa kluczowe:skale ekwiwalentrizi, indyferencja stochastyczna, rozktad
wydatkow

WSTEP

Celem niniejszej pracy jest wykazanie gzkiu miedzy relacy indyferencji
stochastycznej (IS) pary rozktadow wydatkow a tkwyterium doktadnéci skal
ekwiwalentnéci (ESEY. Wykazemy,ze ESE implikuje 1S, jednak implikacja ta
zachodzi tylko w jeds strore. Pokaemy tez sposob konstruowania nowej klasy
skal ekwiwalentnéci bazujcy na IS.

W empirycznych poréwnaniach dobrobytu os6b na @wdst rozktadow
wydatkow lub dochodow wygbuje powana trudnéé polegagca na tym,ze
jednostly statystycza bada jest gospodarstwo domowe, a populacja owych
gospodarstw jest niejednorodna z uwagi na rozmaitgbuty, np. wielkéc

! Doktadng¢ skal ekwiwalentnéci jest réwnowana warunkowiniezalenasci od bazy

(IB).
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gospodarstwa (liczba o0s6b), struktura demograficznabecné¢ o0sb6b
niepetnosprawnych, itp., co oznacza heterogeniézzesspokajanych potrzeb.

Z powodu heterogeniczia populacji gospodarstw domowych procedura
bada przebiega zwykle w dwoch etapach. W pierwszynpietprzeksztatca @i
rozktady wydatkéw owej populacji w abstrakcyjn jednorodn populacg
wydatkéw gospodarstw odniesienia jednoosobowyza pomog indeksow
zwanych skalami ekwiwalentda. W drugim etapie przeksztatcone rozkiady
wydatkow analizuje giz uwagi na nierownigi, ubéstwo, dobrobyt, etc. Zaklada
sie przy tym,ze oba etapyashiezalene.

Powyzsza dwuetapowa procedura badawcza ma dwie y@vatomndci.

Po pierwsze, okazatoesize owe dwa etapy nieg niezalene, co oznaczaze
pomiar nieréwnéci, ubdstwa i dobrobytu zate od wyboru skali ekwiwalentroi
[Coulter, Cowell and Jenkins, 1992a,b]. Po drugi@zalo s}, ze stosowane
dotychczas skale ekwiwalentwb nie g identyfikowalné na podstawie obserwacji
rynkowych zachowa konsumentéw (w danym ukladzie cen) [Blundell and
Lewbel, 1991].

Wykazano, ze przezwygizenie problemu identyfikowaldoi skal
ekwiwalentndci jest maliwe albo przez przycie dodatkowych zalen, albo te
odwotanie s} do wyjatkowych i na ogét niedogpnych danych statystycznych o
wydatkach w réanych rezimach cenowych. Owe dodatkowe, matematycznie
rownowane, zatagenia sformutowali niezalmie Blackorby and Donaldson (1993)
(doktadnd¢ skal ekwiwalentngci, ESE) oraz Lewbel, (1989) (niezat®s¢ od
bazy, IBf. Wielu badaczy testowato spetnienie tych zedoi ostatecznie zostaty
one odrzucone [Blundell and Lewbel, 1991, Blun@¢lhl., 1998, Dickens et al.,
1993, Pashardes, 1995, Gozalo, 1997, Pedankur].1999

Naszym zdaniem zatenie ESE/IB jest zbyt restrykcyjne. Jedimak
implikuje ono stabszy warunek w postaci relacjiyifedencji stochastycznej (Sl),
przy czym ta implikacja zachodzi tylko w jegrstrore. Proponujemy, aby Sl
przyja¢ za podstaw konstruowania skal ekwiwalent§w, gdy zataenia ESE/IB
nie g spetnione..

Dalszy uktad pracy jest napujacy. W czsci pierwszej, zatytutowanej
Arbitralnosé dotychczasowych skal ekwiwalenitip prezentujemy standardowe
skale ekwiwalentnizi oraz skalgraktyczne Ukazujemy te, jakie konsekwencje
niesie owa arbitralnig dla pomiaru nierébwniei i ubdstwa ekonomicznego. &#

2 W pracy ograniczymy sido rozktadéw wydatkéw. Jednak wiele z omawianych tu
probleméw odnosi siréwniez do rozktadow dochoddw.

3 W niektérych badaniach przyjmuje esiinng grupe gospodarstw odniesienia zni
jednoosobowe.

4 W ekonometrii identyfikowalni jakiejs wielkosci oznacza midiwos¢ jej obliczenia lub

oszacowania ha podstawie danych rzeczywistych.

5> Poniewa zatlazenia ESE i IB § matematycznie réwnoviae, to w dalszych rozvaniach

bedziemy powolywa sie na nie zamiennie.
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druga, zatytulowandtochastyczne skale ekwiwalertip zawiera podstawowe
twierdzenie pracy oraz sposob jego wykorzystanisbddowy nowej klasy skal.
Ostatnia cgs¢ zawiera wnioski oraz wskazuje kierunki dalszycbdaa

ARBITRALNOSC DOTYCHCZASOWYCH SKAL
EKWIWALENTNOSCI

Zalézmy, ze populacja gospodarstw domowych sktada si m+1>2
roztgcznych grup, wyrgnionych z uwagi na pewien atrybut, oprécz wydatkop:,
liczba 0s06b, struktura demograficzna, obééne gospodarstwie domowym 0s6b
niepetnosprawnych, itp. Oznaczmy symbolem ={ho,hy,...,hn} zbiér m+1
atrybutéw. Dla utatwienia wypowiedzietziemy wywaé okresleniagospodarstwa
typu h, oznaczajce grug gospodarstw o atrybucte-h. Niech gospodarstwa typu
ho, np. jednoosoboviestanowd grup; odniesienia.

Wydatki gospodarstw domowych tyguh bedziemy opisywé dodatnj i
ciaggla zmienny losowas X, o rozkladzie okrdonym dystrybuant Fn(x), co
bedziemy zapisyw& symbolicznie Xp~Fn(x). Dla gospodarstw odniesienia
rezerwujemy symboY~G(y).

Paradygmatyczne pytanie porovindgobrobytu ména sformutowa na dwa
nastpujace sposoby:

1) Jakie miesiczne wydatki gospodarstwa odniesienia typpypozwoh mu
osiggna¢ poziom dobrobytw pojedynczej osoby gospodarstwa typwydajgcego
mieskczniex?

2) Jakie miesiczne wydatki gospodarstwa domowego typypozwoh mu
osiagmg¢ poziom dobrobytw gospodarstwa odniesienia (tyjw) wydapcego
mieskczniey?

Odpowiedzi na powjsze pytania uzyskuje ¢sitradycyjnie za pomac
indeks6éw zwanyckkalami ekwiwalentrai.

W celu zdefiniowania skal ekwiwalentftd rozwamy prosty model
uzyteczndci i preferencji cztonkéw gospodarstwa domowegmkfijonupcego w
srodowisku ekonomicznym z wektoreqndébr prywatnych. Zakladamye dwa
odrebne gospodarstwa domowe jednakowego typu, chayakiece sé takim
samym wektorem konsumpciji, majednakowy poziom dobrobytu [Blackorby,
Donaldson, 1993].

Zdefiniujmy funkcg kosztéw (wydatkdéw(p,u,h) gospodarstwa domowego
typu h, [odpowiadajcg funkcji uzyteczndci u(g,h) tego gospodarstwa], jako
minimalny wydatek nieziziny dla osignigcia wyteczndci u w ukifadzie cemp

c(u,p, h) = min{p’ (g |u(q, h) > u} (1)
Pdsrednia funkcja iyteczndci v(p,x,h) bedzie wéwczas rowna

6 Jako gospodarstwa odniesieniazma przyjé¢ grupe dowolnego typu, w zakmosci od
celu bada.
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u=v(p.xh) = maxu(@.h) [pd < x} 2)

gdziex jest catkowitym wydatkiem przy cenaph Funkcjec orazv s3 powigzane
nastpujaca tozsamdcia [Blackorby, Donaldson, 1993]:
x=c(u,p,hy-=u=v(p,x,h) 3

Niech d oznacza licze o0séb ekwiwalentnych osobie dorostej
w gospodarstwie domowym typh, o dochodziex i napotykagcego cenyp.
Blackorby i Donaldson, (1993) definiujl nastpujaco:

u=v(p,xh) :V(p,g,hoj @

gdzie hyp oznacza typ jednoosobowego gospodarstwa odniasigakltadamyze
réwnanie (4) ma jednoznaczne rozeanie ze wzgldu nad, dla kazdegoh ¢ h.

Zauwamy, ze rownanie (4) jest matematycznym zapisem pierwseesji
paradygmatycznego pytania porowindobrobytu. Pytanie paradygmatyczne w
wersji drugiej maemy zapisé jako:

u=v(p,yd,h)=v(p,y,h). (5)

Réwnania (4) lub (5) definigjimplicite skat ekwiwalentnéci w postaci
funkcji d=eq(p,u,h),gdzieeq(,u,h)=1.

Korzystajc z réwndci (3) i (4) ma@emyd przedstawd za pomog funkciji
kosztéw [Blackorby, Donaldson, 1993]
c(p,u,h)

c(.u.hy) ©

Funkcja (6) zaley od nieobserwowalnej zytecznéci u czionkow
gospodarstwa. Oznacza tae mamy do czynienia nie z jegdnskah

ekwiwalentndci, lecz z cat ich rodziry {eq@,u,h} wy , indeksowam po zbiorzetd
wszystkich wartéciach wyteczndgci.

Blundell i Lewbel (1991) wykazalize skala ekwiwalentr$gi (6) nie jest
identyfikowalna w jednym ukladzie cen. Innymi slqgwgie mana obliczy¢
wartadsci (6) na podstawie obserwowanych wydatkow gospidadomowych typu
h i gospodarstw odniesienia.

Twierdzenie Blundella i Lewbela (1991) przewidujeedpak
identyfikowalng¢ skal ekwiwalentngei, jesli bylyby dostpne obserwacje
o rynkowych zachowaniach gospodarstw domowychréénych uktadach cen.
Takie obserwacjegsniezwykle rzadkie, poniewazmiany cen zachodzzwykle
w diuzszych odsfipach czasu, ale woéwczas #eo ulec zmianie struktura

d =eq(p,u,h) =

" Por. Deaton, A., Muellbauer, J. (1980) Economiad @onsumer BehavioyrCambridge
Univ. Press., Cambridge, pp..205
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gospodarstwa domowego. Z tego powodu ten warianticzalmia skal
ekwiwalentndci raczej nie nadajestdo zastosowa

Aby unikm¢ konsekwencji wspomnianego twierdzenia, Blackorby
I Donaldson, (1993) i - niezaleie - Lewbel (1989) wykazalize mazna osagnac
identyfikowalnag¢ skal ekwiwalentngci, jesli przyjmie sk dodatkowe zatzenie.
| tak, Blackorby i Donaldson zaproponowali poréwuayie funkcji kosztow

gospodarstwa typth i ho dla jednego, ustalonego, poziomuyteczndgci,
powiedzmyu;. Wowczas indeks (6) przyjmie poéta
- c(p,u,,h
d = eq(p,hy =SP4 )
c(p uy, hy)

W og6lnym wypadku indekd nie jest rowny indeksowd . Poréwnywanie
dobrobytu lkdzie poprawne wtedy i tylko wtedy, gdy ten indekszie doktadny
tj. wtedy i tylko wtedy, gdy dla kalego(p,u,h)zachodzi rownge

eq(p,h) =eq(p,u,h), (8)

Gdy rowndg¢ (8) jest spetniona, to Blackorby, Donaldson (198@)iadaj,
ze wyteczndgci spetniaj warunek doktadngci skali ekwiwalentn&i (ang.
Equivalence Scale ExactneESE)

Lewbel (1989) uzyskat identyczny warunek i nazwatniezalenascig od
bazy (ang. Independence of BaselB). Wykazat ze jeli istnieje skala
ekwiwalentndci 4(p,h) zalezna tylko od cenp oraz atrybutuh gospodarstwa
domowego, spetniga 1B, to funkcje kosztéw gs zwigzane naspujaca
tozsamdcia:

c(p,u,h) =c(p,u,hy)A(p, h) 9)
gdzie 4(p,h) jest niezalene od u. Korzystapc z (3) i (4), funkcja p@redniej
uzyteczndci przyjmie postéa

v(p, x.h) = v(p,A(;h),hoj, (10)

Nazwijmy x/A(p, a;) wydatkami ekwiwalentnynRéwna¢ (10) pokazuje,

ze dwa gospodarstwa domowe mé#gki sam dobrobyt i, spotykapc te same
ceny, wykazuj takie same wydatki ekwiwalentne.

Podobnie, na podstawie (3) i (5) otrzymamy ¢@shca funkcje pasredniej
uzyteczndci v(1) odpowiadaica funkcji kosztéwc:

v(p, y(p,h),a;) =v(p,y.h,) (11)

Zatozenia ESE | IB s wielce kontrowersyjne, gdywymagaj uznania,
wszyscy konsumenci maja jednakowe preferéncig tego powodu wielu
ekonomistéw je odrzuca. Owe zadmia byly te testowane empirycznie przez
wielu badaczy i ostatecznie zostaly odrzucone [Bdlinand Lewbel, 1991,

8 Dla jasnéci wywodow pomijamy tu wzny problemporéwnywalngci interpersonalnej,
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Blundell et al., 1998, Dickens et al., 1993, Padbsr 1995, Gozalo, 1997,
Pedankur, 1999].

Z powyzszych rozwaan wypltywa mato optymistyczny wnioseke oceny
skali ekwiwalentnéci uzyskiwane na podstawie ekonometrycznych maquigytu
sa arbitralne, gdy nie dadz sie wywies¢ z teorii rynkowych zachowa
konsumentoéw w sytuacji niespetnienia zatoia ESE/IB. Rownie dobrze rma
by wybra dowolne wartcsci skal, bo z powodu arbitraldéa niemaliwe jest
rozstrzygnécie, ktéra skala jest wdaiwa.

Arbitralne g tez skale ekwiwalentriwi stosowane przez praktykdw,
poniewa nie da s ich wywies¢ z teorii ekonomicznej. Praktyka jednak jest
zmuszona do postugiwaniaesjakimis skalami ekwiwalentrii, gdy dokonuje
poréwna dobrobytu, np. przy ustalaniu minimum socjalneggsitkéw socjalnych,
itp. Przy braku podstaw teoretycznych wyihoyo wiele skal ekwiwalentrioi,
nazywanych pragmatycznymi[Coulter, Cowell, Jenkins, 1992], jak np. skale
autorstwa Buhmann et al. (1988), Cutler, Katz @)99enkins, Cowell (1994),
skale OECD itp.

Arbitralnos¢ skal ekwiwalentn€ci nie miataby w¢kszego znaczenia, gdyby
nie mialy one wplywu na pomiar nierOwdod i ubdstwa. Jak ju
wzmiankowalimy we Wstpie, pomiar tych charakterystyk rozktadu wydatkow
i dochodowzale’y od wyboru skali ekwiwalentsoi, na co zwrécili ja uwag
Coulter, Cowell, Jenkins (1992).

Obserwacje wspomnianych autoréw, poczynione natpadks rozktadow
dochodow w Wielkiej Brytanii, zilustrujemy na przgkizie danych pochodeych
z polskich budetéw gospodarstw domowych. W tym celu wybierzemiegawg
skak autorstwa Buhmann et al. (1988) postaci

X
y="15 (12)
m,
gdzie x» oznacza wydatki gospodarstwa domowegm osobowego,y jest
dochodem ekwiwalentnym, a param@tr[0,1] jest elastyczrizia skali wzgkdem
liczby osob.

W praktyce parametd jest ustalany arbitralnie. Gd§=1, otrzymujemy
wydatki na osol, co oznacza brak korgsi z wielkasci gospodarstwa domowego.
Przypadek =0 oznacza wydatki na gospodarstwo domowe. Gthi/2,
otrzymujemy tzw. pierwiastkoywskak ekwiwalentndci.

Zaleznos¢ ocen nierowngxi i ubostwa od wyboru parametézilustrujemy
na przyktadzie rozktadéw wydatkéw gospodarstw doywwwedtug liczby oséb
w roku 2010. Dla 100 wartoi 6 z przedziatu [0,1] obliczydimy rozkiady
wydatkéw ekwiwalentnych (12) i oszacowéatly indeks Giniego (Rysunek 1), oraz
frakcje ubogich HCR, dla linii ub6stwa rownej potowdieedniej (Rysunek 2).
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Rysunek 1. Nieréwrizi ekonomiczne jako funkcja
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Rysunek 2. Zagg ub6stwa jako funkcjé
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Na Rysunku 1 widoczne jeste wybor skali ekwiwalentrsai ma wplyw na
ocere nieréwndci. Jgli bedziemy szacowanierowndgci w rozkltadzie wydatkow
ekwiwalentnych na oseb(d = 1), to otrzymamy wisze oceny i w wypadku
rozktadu  wydatkbw ekwiwalentnych  otrzymanych z  @aetvaniem
pierwiastkowej skali ekwiwalentgoi (¢ =1/2). Na pytanie g@rawdziwypoziom
nierowngci w kraju, jednoznaczna odpowiedhie jest maliwa, bo teoria nie
pozwala rozstrzygi€, jaka wartas¢ parametrud nalery wybra. tatwo wic
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o manipulacje wynikami. Trudno jednak méwiu o naduayciu, poniewa
polegatoby ono na ukrywaniu (nieznanej przéciprawdy i demonstrowaniu
odmiennego obrazu nierowse.

Mozna powiedzié doktadnie to samo w odniesieniu do oceny ¢asi
ubo6stwa. Wybor skali ekwiwalentéi ma wplyw na pomiar ubdstwa. Pytanie o
prawdziwypoziom ubdstwa réwnie w tym wypadku nie ma odpowiedzi.

Konstatacja o za#mosci ocen nieréwnéci i ubostwa od skali
ekwiwalentndgci odnos3z sie tez do innych pragmatycznych skal ekwiwaleriirio

Zauwamy, ze stwierdzona powgj zaleénos¢ ekwiwalentnych rozktaddw
wydatkéw od wyboru skali ekwiwalentfm stanowi powany problem w
wypadku arbitralnéci owych skal, poniewa przektada s ona na arbitralni
wszelkich wynikow badarozktadéw ekwiwalentnych. Celowe zatem wydaje si
poszukiwanie innej niobecna podstawy teoretycznej dla skal ekwiwalewaingVv
niniejszej pracy proponujemy pewne roZeanie omawianego problemu.

STOCHASTYCZNE SKALE EKWIWALENTNGCI

Stochastyczna indyferencja rozktadow

Teoretyczg podstaw naszej propozycji skal ekwiwalentwdp stanowi
kryterium indyferencji rozkladéw zmiennych losowycBwa indyferencja jest
symetrycznym skiadnikiem relacji dominacji stoclyaghej, dlatego rozwania
niniejszej czsci rozpoczniemy od przywotania peja dominacji stochastycznej.

Zatzmy, ze rozktady wydatkéw dwoch populacji opisugiagle zmienne
losowe Wi~Ri(w) i Wu(X)~R(w). Nich Ui bedzie rodzim funkcji uzyteczndci u
von Neumana-Morgensterna takicte u’> 0 (rosmcych), gdzie znak oznacza
pierwsz pochodn. NiechU; oznacza rodzinwszystkich funkcji aytecznaci u z
rodzinyU; z dodatkowym warunkiem” < 0 (wklestych).

Postpujac za ustaleniami w pracy Linton, Masuomi, Whang 0&0
przytoczymy definicj dominacji stochastycznej.

Definicja 1. RozktadW, dominuje stochastycznie rozkidth w stopniu 1-szym
(symbolicznie W>>:sp\Wh) witedy i tylko wtedy, gdy albo
1) Ru(w >Rx(w) dla wszystkichw, z nierdwndcia ostr dla pewnychw, albo
2) E[u(Wy)<E[u(W,)] dla wszystkichueU:, z nierébwndcia osti dla pewnych
u, gdzieE[-] oznacza operator nadziei matematycznej zmiengej\ej.

Definicja 2. RozkiadW, dominuje stochastycznie rozkiatly w stopniu 2-gim
(symbolicznie Wo>sspM1,) wtedy i tylko wtedy, gdy albo
3) j:le(t)thI:VRz(t)dt, dla wszystkich w, z nierbwndciag ostg dla

pewnychw, albo
4) E[u(Wh)<E[u(W.)] dla wszystkichueU2, z nieréwnécia ostr dla pewnych
u.
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Dominacg stochastyczn wyzszych stopni definiuje si rekurencyjnie
wprowadzajc kolejne catkowania i nakladaj kolejne restrykcje na klagunkciji
uzyteczndci [Davidson, Duclos, 2000]. Dowiedziono zfe ze dominacja
stochastyczna w stopniu>1 implikuje dominags stochastyczn wszystkich
wyzszych stopni, jednak ta implikacja zachodzi tylko w jedstrore.

Indyferencg rozktadéw rozumie gijako jednoczesndominacg wzajemn.
Powiemy, ze rozkltadW; jest indyferentny 1-go stopnia wzdem rozkladuw;
wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczeie W, dominuje stochastycznigVi i W
dominuje stochastyczn\&,, co mana zapiséjako Wo>rspWi A Wo<rspWh.

Definicija 3. RozkladW. jest indyferentny wzghlem rozkladuW:, w stopniu
1-szym wtedy i tylko wtedy, gdy albo
5) Riy(w)=Rx(w), dla wszystkictw, albo
6) E[u(Wh)]=E[u(W>)], dla wszystkichueU;.

Definicja 4. RozkladW: jest stochastycznie indyferentny w stopniu drugim
wzgledem rozktadui, co zapisujemyWo>sspM A W<zsspWia, wiedy i tylko
wtedy, gdy albo

7) ["R(t)dt = [ R,(t)dt, dia wszystkictw, albo

8) E[u(Wh)=E[u(W>)], dla wszystkichucU,

Indyferencg stochastyczn wyzszych stopni definiuje si wprowadzajc
kolejne catkowania i nakladgj kolejne ograniczenia na ktasfunkcji
uzyteczndci. tatwo mana udowodrd, ze indyferencja stopni&>1 implikuje
indyferencg wszystkich wyszych stopni ivice versa Ta wlasné¢ odr&nia
indyferencg stochastycznod dominacji stochastyczne;.

Istnieje wany i znany zwazek dominacji stochastycznej z nierowociami
ekonomicznymi i ekonomicznym ubostwem [Davidsongcbg, 2000, Davidson,
2008]. Zwhzki te w oczywisty sposéb zachadzowniez dla indyferencji
stochastycznej. Parsze stwierdzenigggnatematycznie rownowge;

a) Ri(w)=Rx(w), dla wszystkich w.

b) Dobrobyt spoteczny w rozktadadh, i W. jest taki sam, tznE[u(W4)]=
E[u(W.)], dla kazdej funkcji uzyteczndci u /7 Us..

c) Ubdstwo w rozktadziéM, jest takie samo jak w rozklad2ih, dla kadej
linii ubostwa i dla atkinsona (1987) klasy miar stvéa.

d) Nieréwnaci w rozkladachw, i W, s3 takie same.

Warunek 5) w definicji 3, czyli rowrsé dystrybuant poréwnywanych
rozktadoéw, jest fatwy do testowania za pomoctandardowego testu
Kotmogorowa-Smirnowa (K-S). Nieodrzucenie przez test hipotezy zerowej o
réwnasci dystrybuant oznacza nieodrzucenie istnieniacjieladyferencji stopnia
1-go i indyferencji wszystkich wagzych stopni.
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Dla skonstruowania stochastycznych skal ekwiwalgiein kluczowe
Znaczenie ma nagtujace twierdzenie:
Twierdzenie 1. Niech ggle zmienne losow&n~Fn(x) i Y~G(y) opisup rozkiad
wydatkoéw, gospodarstw domowych odpowiednio tygph i rozktadu odniesienia.

Zalézmy, ze spelnione jest zatenie ESE/IB, co oznaczae istnieje A(p,q;)

spetniajce réwnanie (11). Zdefiniujmy rozkiad ekwiwalenfako:

Z, =X, IA(p,h)~H(2). (13)
WodéwczasZ jest stochastycznie indyferentne wadgm Y, czyli H(z)=G(z), dla
kazdego rzeczywistegp.
Dowdd. Poniewa z zataenia ESE/IB implikuje spetnienie rownania (11), to

rozktad wydatkéw gospodarstw typibedzie rowny X, =Y [A(p, h). Zatem

Y =X, IA(p.h) = Z, (14)
Ale rownas¢ dwoch zmiennych losowych oznacza rodhah dystrybuant, czyli
G(z) = H(z), dla kazdego rzeczywistega. Zatem spetniony jest warunek 5) w
definicji, czyli Z» jest stochastycznie indyferentne wagmY. QED.

Jednake implikacja w tezie powsszego twierdzenia zachodzi tylko w jgdn
strore. ROwna¢ dystrybuant nie implikuje bowiem réwém zmiennych
losowych, poniewa jedna dystrybuanta me odpowiadé& réznym zmiennym
losowym [Billingsley, 1995, pp. 261]. To oznacza, kryterium indyferencji jest
stabsze i zalazenie ESE/IB.

Proponujemy przyg relacg indyferencji jako teoretyczna podstaw
konstruowania skal ekwiwalentém. Skoro zataenie ESE/IB jest za mocne do
spetnienia, to m@emy zaakceptowazatazenie stabsze.

Trudnaici podobnego typu napotkano w analizie szeregowavzgch przy
definiowaniu stacjonarr$oi procesu stacjonarnego. Przypomnijmy, proces
stochastycznyX; jest stacjonarny (w ggszym sensie), @i dla n=1,2,... i dla
dowolnych rzeczywistych,...,t orazr zachodzi réwn&

Fooee, (X X,) = POX < %00, X <X) =

= P(Xyar <X, X4 <X,) = (15)

VAT

= P o (Xm0 X5)
gdzieF(-) jest dystrybuantprocesu [Fisz, 1969, s. 330].

Definicja stacjonarniei w wezszym sensie okazatag¢shieprzydatna w
typowych analizach, w ktérych badacz dysponujeaydrn realizacy (szeregiem
czasowym) procesu. W takim wypadku nietthge jest oszacowanie dystrybuanty
I testowania jej niezmiennicga przy przesuwaniu po 0sSi czasu. Z uwagi ¢a t
niedogodné&¢ zdecydowano si na zaakceptowanie definicji stacjonaitiow
szerszym sensie (lub w sensie Chinczyna). Skomgstatwierdzeniaze jesli
proces jest stacjonarnym wegzym sensie, to nadzieja matematyczna i wariancja
Sa state, a funkcja autokorelacji zajyejedynie odr [Fisz, 1969, str. 331]Proces
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stochastyczny jest stacjonarny w szerszym sene, gpetnione § warunki
wystepujace w tezie tego twierdzenia. Poniewa powyzszym twierdzeniu
implikacja zachodzi tylko w jednstrorg, to proces stacjonarny weaszym sensie
jest zawsze stacjonarny w sensie szerszym, aleanbelwrot.

Proponujemy wic posgpi¢ w podobny sposob. Skoro zagmie ESE/IB nie
jest spetnione, to skorzystajmy ze stabszego warurk indyferencji, (teza
twierdzenia 1) jako podstabudowania skal ekwiwalentfa.

Definicja stochastycznych skal ekwiwalentnéci

Niech, jak poprzednio, zmienne losow&~Fn(x) oraz Y~G(y) oznaczg
odpowiednio rozklad wydatkbw gospodarstw tygu i rozktad wydatkow
gospodarstw odniesienia. Niecgh R—R bedzie pewn ciggta i monotoniczyg
funkcja, ktérej odwrotné¢ ma cihgte pierwsze pochodne. Wprowady zmienmn
losowg Z=s(X)~H(z).

Definicja 5. Funkaj s(-) bedziemy nazywé stochastyczn skal; ekwiwalentngci
(SES) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzizsama¢

H(z)=G(z2) (16)
dla kazdego rzeczywistegp.

Zauwamy, ze definicjab nie precyzuje konkretnej postaci funksjizatem
kazda funkcja, ktéra przeksztatca rozktad wydatkowpgaokarstw typth w rozkitad
Z indyferentnyzgledem rozktadwy gospodarstw odniesienia, aeoby uznana za
SES. Magemy wkc skorzysta z pragmatycznych skal ekwiwalenfgo lub
konstruowé@ nowe, jako potencjalne kandydatki na SES i teste@isprawdza
zachodzenie tsamdci (16Y.

Kryterium indyferencji pozwala réwnie na estymagj SES, zar6wno
nieparametrycznych, jak i parametrycznych. Jako kdjgn straty metody
estymacyjnej proponujemy kryterium K-S.

Hipoteza zerowa & H(z)=G(z) ma posta (16). Hipoteza alternatywna
bedzie postaci H H(z)}#G(z). Niech H(z) i G(z) beda dystrybuantami
empirycznymi, odpowiednioH(z) i G(z) oszacowanymi na podstawie dwoch
niezalenych prob wielkéci ni . Gdy H, jest prawdziwa, to statystyka

A | Oh
U =max|H(2) -G(2)| |+ dla kardegoz. 17)

ma asymptotyczny rozkltadKotmogorowa [Smirnow, 1939].
Dla oszacowania funkcg(-przyjmiemy warunkow dystrybuarg H(z|s) w
miejsceH(z). Proponujemy estymata, ktory minimalizuje statystykU, tzn.

U(s") = msin mzax| H(z|s)-G(2)]. :-EI]I , dla kazdegoz. (18)

Jeili dodatkowo spetnione jest kryterium zgodaip jak w przypadku testu (17).

% Wskpng wersje SES przedstavitny w pracy Kot (2012), rozdziat IV.
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Zamiast minimalizowa statystyk U, mozemy maksymalizowa
prawdopodobigstwo testowe
p(s) = P[U(S) = Ueal((S)] (19)
gdzieucacjest obliczol wartdscig statystykiu. Estymatorens bedzie s* obliczone
z rbwnania

p(s*) = MaxPIU(9) > U (9] T HS) >a (20)

gdziea jest przygtym z gory poziomem istotgoi.

Proponowag metod estymacji zilustrujemy na przyktadzie szacowania
parametrw) potgowej skali ekwiwalentriei (12). W tym wypadku dystrybuanta
H(z bedzie mieszank k rozktadow Z.=Xn/mw’~Hn(z), gdzie k jest liczly grup
gospodarstw typt natomiastm, jest liczla os6b w gospodarstwach typu

Estymators* znajdziemy w nagpujacy sposob. Przedziat [0,1] dzielimy na
pewry liczbe punktéwé, ... An i w kazdym z nich obliczamy warfei dystrybuant
Hn(z) wartcsci dystrybuantyH(z) dla mieszanki orap(f). Za ocern 6 przyjmiemy
maksymalg wartas¢ p* ze wzoru (20). llustruje to Rysunek 3.

Rysunek 3. Estymacja paramettypoegowej skali ekwiwalentrizi
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Zrodio: opracowanie wiasne

Na Rysunku 3 mma zauway¢, ze wartgci p(s) przecina linie przyjetego
poziomu istotnéci a=0.05 w dwodch punktach oznaczonych symbolaki) i
6*(+), wyznaczagcymi przedziat [0.51267, 0.52559]. Dlazkkej wartdgci 6 z tego
przedziatu jest brak podstaw do odrzucenia hipogezgwej. Innymi stowy, kada
funkcja (12) z parametrefhz tego przedziatu nie by uznana za SES. Za ogen
punktowg przyjmiemy warté¢ ¢*=0.51872, dla ktorep(d) przyjmuje warté¢
maksymalg.
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WNIOSKI

Zaproponowane w pracy kryterium indyferencji z@ostanowt nowg
teoretyczn podstaw konstruowania skal ekwiwalentfw, pozbawionych
arbitralngci dotychczasowych rozezan. Owo kryterium jest stabsze mi
dotychczasowe zatenia ESE/IB testowane przez licznych badaczy itestaie
odrzucone. Kryterium indyferencji pozwala nie tylk@a wykorzystanie wielu
dotychczasowych skal pragmatycznych, atetteorzenie nowych. Umidiwia ono
tez estymagj skal stochastycznych w sposob znacznie tatwigjgzya podstawie
modeli ekonometrycznych.
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EQUIVALENCE SCALE EXACTNESS
AND STOCHASTIC INDIFFERENCE

Abstract: In this paper we prove the theorem, which links ¢givalence
scale exactness (ESE) assumption with the symnfatiior of the first order
stochastic dominance. Namely, ¥eaindY be the expenditure distributions of
an analysed group of households and the referemeesehold group,
respectively. LeZ be theX distribution adjusted by an equivalence scale. If
the ESE assumption holds theh will be the first order stochastically
indifferent withY. However, stochastic indifference (SlI) does nqilinESE.
This means that Sl is a weaker assumption than B&®Epropose to calculate
equivalence scales based on Sl criterion when ESBlated.

Keywords: equivalence scales, scale exactness, stochasfifference,
expenditure distribution



