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Streszczenie: W artykule prezentujemy zastosowanie szacowaniarymi
martyngatowej dla indeksu WIG20 z Gieldy Papierowartticiowych

w Warszawie. Miag martyngatowy szacujemy na podstawie cen opcji na ten
indeks. Przyjmujemyze miara martyngatlowa jest mieszanirozkladow
logarytmiczno-normalnych, a parametry rozktadu sgoy minimalizujc
sunt kwadratéw bj}dow wyceny. Otrzymane wyniki poréwnujemy
z modelem zakladggym rozkiad logarytmiczno-normalny. Jak przykiad
rozwazamy zmiany miary martyngatowej na patkw marca 2014 r., po
rozpoczciu kryzysu na Krymie.

Stowa kluczowe: wycena martyngatowa, rozklad prawdopoddbtea
implikowany przez ceny opcji, awersja do ryzyka,alna miara
probabilistyczna, wykrywanie wydanze

WPROWADZENIE

Jednn z podstawowych regut nowoczesnej teorii finans@st jzasada
wyceny martyngatowéj Zgodnie z 4 zasad cena dowolnego instrumentu
finansowego jest réwna wakt oczekiwane] zdyskontowanych przeptywow
zwigzanych z tym instrumentem, przy czym waétoczekiwana jest wyznaczana
nie na podstawie rzeczywistych prawdopodasie, ale przy przyciu pewnej
sztucznie wprowadzonej miary probabilistycznej,ymeemej miag martyngatow.
Miara ta to rozkiad prawdopodoligwa, ktory przyjmowatby hipotetyczny

! Patrz np. Musiela, M., Rutkowski, M. (200@artingale Methods in Financial Modelling,
Springer lub Pliska, S.R. (2008)prowadzenie do matematyki finansowej. Modele z
czasem dyskretnym, WNT, Warszawa.
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inwestor pozbawiony awersji do ryzyka, przy Zza&loiu, ze jego wycena
instrumentow finansowych bytaby zgodna z obserwewesycery rynkowy —

dlatego okréla sk ja takze jako ,miat neutralm wzgledem ryzyka” (angrisk-

neutral measure). Na rynku mamy zatem do czynienia z dwomanydni miarami
probabilistycznymi: miay  rzeczywisi P, opisupca  rzeczywiste
prawdopodobigstwa r&nych pozioméw cen oraz migrmartyngatow Q,

zawierajca informacje na temat wyceny rynkowej. Ta druga miaawiera
informacje o oczekiwaniach rynkéw, co do przysztegawoju sytuaciji, oraz
0 awersji inwestorow wobec ryzyka.e€as¢ miary martyngatowej wzgtem
miary rzeczywistej nazywana jest rynkgpwcery ryzyka i okresla niecke¢

inwestorow do ryzyka w nitiwych przysztych stanaciwiata.

W pracy [Breeden, Litzenberg 1978] zaweao,ze miae martyngatovy dla
dowolnego, przysztego momentd mozna wyznacz§ na podstawie opcji
europejskich, ktorych terminem wykonania jékt jezeli istnieje odpowiednio
dwo opcji o r@nej cenie wykonania. W teoretycznym przypadkuglieistnieje
nieskaiczenie wiele opcji (kupna lub sprzegia z dowolry cery wykonania,
gestas¢ miary martyngatowej maa otrzyma jako drug pochodn funkcji ceny
opcji w zalenosci od ceny wykonania. W praktyce opcji jest jedrskioaczenie
wiele, slgd pojawita s¢ koniecznéé opracowania innych metod wyznaczania
miary martyngatowej, ktérych przegl mazna znalé¢ w opracowaniu [Bahra
1997].

Oszacowania miary martyngatowej majwa podstawowe zastosowania.
Pierwszym jest wykrywanie mtwosci arbitrau, na co zwrdécono uwagjuz
w [Breeden, Litzenberg 1978].slieprzy aktualnych cenach rynkowych nie ina
znalezé gestasci miary martyngatlowej — prawdopodobgtwa pewnych stanow
swiata § ujemne — oznacza taze opcje o rénych cenach wykonaniaas
niepoprawnie wycenione. Mbwe jest wdwczas stworzenie strategii opcyjnej
(portfela zt@onego z trzech opcji kupna, taka strategia nazywestaspreadem
motyla®) pozwalajcej na wykorzystanie niiwosci arbitrazu.

Oprocz tego oszacowania takie stosowane sinalizie zdarzerynkowych
i wykrywaniu oczekiwa rynkéw. W [Bahra 1997] przedstawiono kilka propaozy
wykorzystania tego pod@jia przez wtadze monetarne (m.in. do oceny oczekiwa
skutecznéci polityki pienkznej i oczekiwa inflacyjnych). W artykule [Jackwerth,
Rubinstein 1996] przedstawiono peywmetod szacowania miary martyngatowej
na podstawie cen opcji na indeks S&P 500. Jak st&imo, po kryzysie
gietdowym z padziernika 1987 roku martyngatowe prawdopodabiea duych
spadkow wartéci  indeksu g wielokrotnie wiksze ni odpowiednie
prawdopodobigstwa w mierze rzeczywistej, wyznaczone przy zeiu
normalndci stop zwrotu, co dowodzi zmiany oczekiwdryzys ten badano tak

2 Patrz np. Bjork, T. (2009rbitrage Theory in Continuous Time, Oxford University Press.
3 Patrz np. Hull, J. (200%ptions, Futures and Other Derivatives, Prentice Hall, s. 225.
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w [Bates 1991]. W artykule [Melick, Thomas 1997]simsowano analizowano
zmiany oczekiwania na rynku ropy naftowej po wojnieZatoce Perskiej w roku
1990. Autorzy wykazali,ze po wojnie rozkiad martyngatowy zmienit ksztaht
i pojawit sic w nim gruby prawy ogon. Problem analizy rynku ramftowej byt
nastpnie podejmowany w pracach [Sadorsky 2001] i [GagnBower 2013]
W pracy [Mandler 2002] poréwnano ksztait rozktadutygodniach, w ktorych
odbywaty s¢ zebrania Rady Prezeséw Europejskiego Banku Caetal

z rozkladem martyngatowym w tygodniach bez zébraykazano istotne tdice
mi¢dzy tymi rozkladami. Zmiany miary martyngatowej, zmaczonej na podstawie
opcji na kontrakty futures LIFFE-Euribor charaktsywaly sé duzg
réznorodndcia i nie zdotano uzyska jednoznacznych rezultatéw. Natomiast
w pracy [Birru, Figlewski 2012] oszacowania rozikdad prawdopodobigstwa
wykorzystano do analizy kryzysu finansowego 2008uroN pracy [Wang 2009]
zastosowano oszacowania miary martyngatowej dlaeksal FTSE 100 przy
zalazeniu, ze proces stochastyczny opigty wartégé indeksu posiada skoki

i pokazano,ze zdolnd¢ predykcyjna modelu takiego modelu jest lepsza W
artykule [Ait-Sahalia , Jacod 2009] zaproponowamrboak wykrywania skokow w
procesie cen akcji oparna szacowaniu miary martyngatowej na podstawie cen
opcji.

W pracy [Chabi-Yo, Garcia, Renault 2008] wykorzyistarzeksztatcenia
miar martyngatowych do préby wyjaienia zagadki nadmiernej premii za ryz§ko
W artykule [Ziegler 2007] po¢ffo prole wyjasnienia tzw. ,dmiechu zmiennéci”
(ang.volatility smile), przyjmupc, ze maze on by wywotany przez agregacjmiar
martyngatowych inwestoréw o #dych oczekiwaniach.

W pracach [Liu et al. 2007], [de Vincent-HumpherelMess 2012] oraz [de
Vincent-Humphereys, Puigvert 2012] petdj proke powigzania miary
martyngatowej z miar rzeczywisy. Zwroécono uwag, ze miara martyngatowa,
oszacowana ha podstawie cen opcji, zencstanowd uzupetnienie prognoz
tworzonych na podstawie danych historycznycklj jela st znalez¢ odpowiedng
transformagj od prawdopodobiestw martyngatowych do prawdopodoimséw
rzeczywistych. Jako tgktransformagj proponowano m.in. funkejrozktadu beta,
uogolnione rozktady beta oraz przeksztatcenia epaat funkciji ayteczndci ze
stab awersy do ryzyka.

W artykule podejmujemy pr@boszacowania miar martyngatowych dla
zdarzé na Gieldzie Papierow Wasciowych w Warszawie na podstawie opcji na
indeks WIG20. Zastosowanie standardowych metodynkur polskim zwizane
jest z powanymi problemami, poniewaopcje znajdujce s¢ w obrocie ha GPW
Sa mato ptynne. W zwizku z tym do szacowania rozktadu martyngatowegezgal
stosowé podejcie parametryczne z matliczbg parametrow. Oszacowane

4 patrz Mehra, R., Prescott, E.C. (1985) The EquRrgmium: A Puzzle, Journal
of Monetary Economics, vol. 15, ss. 145-161.
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rozktady mana nasgpnie poréwnywa z rozkltadem martyngatowym otrzymanym
z modelu Blacka-Scholesa, podobnie jak robiono tfMelick, Thomas 1997] i
[Mandler 2002], i wnioskowa stad o zmianach oczekiwiainwestorow i ich
sktonndci do akceptacji ryzyka w odpowiedzi na pewne wydara rynkowe.

ESTYMACJA MIARY MARTYNGALOWEJ NA PODSTAWIE CEN
OPCJI EUROPEJSKICH

Rozwamy europejsk opcg kupna z terminem wykonani& i cery wykonania
K. Zgodnie z zasadvyceny martyngatowej cena tej opcji w chwili O vogn
(K, T)=e"E%|(s, -K )], &)
gdzie S; to cena instrumentu, na ktéry opcja jest wystaajo® to miara
martyngatowa, a jest stop zwrotu wolmy od ryzyka. Nalgy podkréli¢, ze Q

zwigzana jest z konkretnym momentem wykonafia - okrela rozktad cen
instrumentuS w tym wianie momencie. Zakladgj, ze rozktad ten jest gity,
oznaczmy jego gstas¢ przez ¢, (X) . Wzor (1) mana zatem zapigav postaci

o(K,T)=¢e"" T(x — K ), (X)dx. )

Podobnie, cep opcji sprzeday z cem wykonania K mozemy wyrazé
nastpujacym wzorem:

K
p(K,T) = e"TJ(K —- X)g; (X)dx. 3)
0
Ra&zniczkujac dwukrotnie obie strony rownania (2) wedem K otrzymujemy
(X) = e’ M (4)
o oK ?
Podobnie, z rownania (3) moa otrzyma nastpujaca zaleznosé
0°p(K,T)
X)=€T —————~. 5
G () K2 (5)

Zatem jdli posiada si obserwacje cen opcji (kupna lub sprzadaprzy
wszystkich  maliwych cenach wykonania, mpa wyznacz§ rozkiad
martyngatowy. W praktyce jest to oczyweie niemaliwe — notowanych jest
jedynie kilka opcji na dany instrument zznymi cenami wykonania.

Gestaé¢ miary martyngatowe] mama jednak oszacowana podstawie
obserwowanych cen opcji, przyjmgj odpowiednie zatenia, co do postaci tej
gestasci. Przeghd stosowanych metod rawa znale¢ w [Aparicio, Hodges 1998]
oraz [Fusai, Roncoroni 2008]. Poej przedstawiamy krotk charakterystyk
roznych podejc.
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1. Podejcie nieparametryczne, oparte na regresji kernelowepstato
zaproponowane w [Ait-Sahalia, Lo 1998]. Wymaga geenak odpowiednio
dwzej liczby obserwacji. W warunkach polskich, gdzjeek opcyjny jest mato
ptynny, tej metody nie mima zastosowa

2. Podejcie oparte na dopasowywaniu zmieftiow modelu. W pracach
[Rubinstein  1994], [Jackwerth, Rubinstein 1996], ackwerth 1999]
zastosowano w tym celu implikowane drzewa dwumismoWNatomiast w
artykutach [Durpie 1994] i [Derma, Kani 1994] wykgstano ,dmiech
zmienndci” W obu tych podejciach przyjmuje si pewne zatgenia co do
przysztych zmienngei instrumentu podstawowego, aby otrzyma modelu
obserwowane na rynku ceny opciji.

3. Podegcie oparte na przygiu modelu dyfuzji ze skokami do opisu zmian cen
instrumentu podstawowego zostato przedstawione tykwaach [Hull, White
1987], [Heston 1993], [Bates 1991], [Wang 2009joMahym problemem w tym
podegciu jest brak wzoréw analitycznych na eeopcji w modelu dyfuzji ze
skokami. Opcje gwyceniane humerycznie, co znacznie wydhgzas oblicze

4. W pracach [Shimko 1993], [Dumas, et al. 1998] mtyj pewn
sparametryzowan post& powierzchni zmienngei (wyrazajacej zmiennéc¢
implikowans w zaleznosci od ceny wykonania i terminu wykonania). Na
podstawie oszacowanej powierzchni zmieftno wyznaczono miar
martyngatovy, korzystajc z wzorow (4) i (5).

5. W artykutach [Melick, Thomas 1997] i [Sdderlind, eéhsson 1997]
zastosowano parametryazmpost& funkcji gestasci miary martyngatowej, a
nastpnie szacowano parametry minimaligujréznice medzy teoretycznymi i
obserwowanymi cenami opcji.

W obliczeniach w tym artykule przyjmiemy to ostatodejcie. Podobnie,
jak w [Melick, Thomas 1997] przyjmujemyze martyngalowy rozktad
prawdopodobigstwa cen instrumentu bazowego w chwili wykonaniat je
mieszanig rozkladéw logarytmiczno-normalnych.e@ads¢ rozkladu ma zatem
posta:

o () = 2w u,0), 6)

gdzie wagi W >0 sumuj sie do jedndci (Zikzlvvi =1), z& f(x,u,0) to
gestas¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego z parametrami o :

2
f(x,u,0) =ﬁexr{—za%_r(lnx—lnso - Ut +%02Tj j @)

Ceny opcji w takim modelu gs srednimi waonymi cen wyznaczonych na
podstawie wzoru Blacka-Scholesa. Ceny opcji kupyaosz



42 Pawel Kliber

1
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c(K,n:engw{soe[" (e, )- KN, )}, ®

gdzie S jest obeca cemy instrumentu podstawowegoN([) to funkcja

dystrybuanty standardowego rozktadu normalnegospotezynniki d;, oraz d,,
s3 rowne

In§ —InK +(,ui +0;2JT
d, = ,
1 0-,\/? (9)

2
InSO—InK+(,ui —Uzi]T
d;, = .
1i U'I\/?

Natomiast cena opcji sprzeggest rowna

(10)

p(K.T) = e_rTZk:W[KN(_ d, ) - S‘oe[#i +EUZJT

i=1

NG%%- (12)

Ze wzoru (8), podstawiag K =0, mazna tez otrzyma cere terminowg (futures)
instrumentu podstawowego ktdra wynosi

k Hi s1a2|r

UT :e—rTZVVIS)e( 2 j
i=1

Oszacowanie miary martyngatowej polega na wyznauzaafpowiednich warei

parametréw 4, o,, W, i=1.,k. Dla mieszaniny k rozktadéw

(12)

logarytmicznych natey oszacowéa 3k —1 parametréw.

Wspotczynniki modelu mma kalibrowa minimalizugc sumy kwadratow
odchylex miedzy teoretycznymi i obserwowanymi cenami opcji. &Zaly, ze
dysponujmy obserwacjami cen opcji kupnec,, C,, ..., C, 0 cenach wykonania
K;, K,, ..., K, i m cen opcji sprzedg p,, p,, ..., P, 0 cenach wykonania
H,, H,, ..., H,, a wszystkie opcje majten sam termin wykonani& . Wektor

5 Jak mana zauway¢, wzory te rénia sig od standardowej wersji — w liczniku brak jest
parametrur (stopy wolnej od ryzyka). Jest to spowodowane tsenye wzorze Blacka-
Scholesa parametry dryfyd) i dyfuzji (0 ) sa wyznaczone w mierze rzeczywistej,

natomiast tutajgto parametry miary martyngatowej.
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parametrow 8= (L4,.... 14, Oy, s O s Wy, W, ) dobieramy  rozwizujac
nastpujace zadanie optymalizacji nieliniowej

m;n{i(c. ~o(K, D + 3 (p - pHTI) + U —e‘”so)] (13)

i=1
pod warunkiemze

Kk
0,,0,,...0, >0 orazw,w,,...,.w, =0, ZW‘ =1. (14)

i=1
DANE | PROCEDURA OBLICZENIOWA

Do estymacji rozkladu prawdopodoh#twa miary martyngatowej na
Gieldzie Papierow Wartgiowych w Warszawie poswlismy si danymi
dotycacymi cen opcji na indeks WIG20. Notowania cen opmjaz wartéci
indeksu zaczergtismy z bazy danych EIKON Thomson Reuters. Oszacowania
przeprowadzadimy dla czterech momentéw, odpowiaggich terminom
zapadalnéci czterech serii opcji: 21 marca 2014, 20 czer®0a4, 19 wrzénia
2014 i 19 grudnia 2014 r. Dla x@dej serii notowano opcje o adych cenach
wykonania, przy czym ceny wykonania dla opcji kuprsprzeday byly zawsze
takie same. Dla serii 0 terminie wykonania 21 m&@a4 oraz 20 czerwca 2014 r.
notowano opcje o cenach wykonania: 1800, 1900, 20000, 2200, 2300, 2400,
2500, 2600, 2700, 2800, 2900, 3000. Dla serii miteie wykonania 19 wrzaie
2014 r. ceny wykonania byly naptijagce: 2000, 2100, 2200, 2300, 2400, 2500,
2600, 2700, 2800, 2900, 3000. Dla serii o termumngonania 19 grudnia 2014 r.
ceny wykonania to: 2000, 2100, 2200, 2300, 2400023600, 2700, 2800, 2900.

Rynek opcji w badanym okresie nie byt bardzo plynyprzypadku kadej
serii istniaty dni sesyjne, w ktérych nie odbywalg zadne transakcje na opcje z
tej serii. Na ogot bardziej ptynne bylyfisze opcje ,nie w cenie”o(t-of-the-
money), przy czym opcje najtssze charakteryzowaly ¢sinajwickszy ptynnascia.
W przypadku opcji kupna byly to zatem opcje ze@ cery wykonania,

a w przypadku opcji sprzegla— z nizsz cery wykonania. Na og6t bardziej ptynne
byly opcje o krotszym terminie wykonania (a ¢wi z wczéniejszych
serii).W przypadku braku transakcji GPW jako eeramknicia podaje cen
wyznaczog na podstawie wzoru Blacka-Scholesa. Uwdglajgc te notowania
przy szacowaniu miary martyngatowej, otrzymaditmy oszacowania obgione
w kierunku rozktadu logarytmiczno-normalnego, coniaiptoby moc testéw
stosowanych do sprawdzania, czy rozklady martywgalstép zwrotu rénig sie
istotnie od rozktadu normalnego. Dlatego do oszasoa miary martyngatowej
w kazdym dniu uwzgtdnialismy jedynie notowania opcji, ktorymi w danym dniu
handlowano.
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Z uwagi na nisk ptynnas¢ i mak liczbe opcji podlegajcych obrotowi,
musielémy przyp¢ rozktad o malej liczbie parametrow. Prdi§my podejcie
opisane w [Melick, Thomas 1997], zgodnie z ktérymana martyngatowa jest
mieszanig rozktadéw logarytmiczno-normalnych. W [Melick, Thas 1997]
analizowano ceny ropy naftowej w okresie pierwszejny w Zatoce Perskiej
i przyjeto wobec tegoze rozktad martynagtowy jest mieszamqimzech rozktadéw
logarytmiczno-normalnych, ktére byly zywiane z trzema oczekiwanymi przez
rynek rozwijzaniami kryzysu politycznego: 1) powrotem do syjuaprzed
kryzysu, 2) powznym uszkodzeniem infrastruktury wydobywczej w kchja
Zatoki Perskiej, 3) kontynuagcpytuacji kryzysowe;j.

W przypadku mieszaniny trzech rozktadéw logarytmanormalnych
liczba parametrow do oszacowania wynosi 10. Z pawoidkiej ptynndci opciji
notowanych na Gieldzie Papieréw Wadimwych w Warszawie zdecydowsatiy
si¢ na przygcie, ze miara martyngatlowa stanowi mieszgnijedynie dwoch
rozktadéw logarytmiczno-normalnych. Liczba pararetdo oszacowania wynosi
wowczas jedynie 7. Pragie mieszaniny dwdéch rozkladéw ma oprocz tego
naturalr interpretagg ekonomiczgp: inwestorzy mog oczekiw& kontynuacji
obecnego trendu lub megiec spodziewa zaktocé na gietdzie warszawskie lub w
catym regionie Europy Wschodniej.

Dla kazdego dnia z okresu od 1 lipca 2013 r. do 19 mar@a42r.
wykonywalimy obliczenia dla kalej serii opciji, ktora byta notowana w tym dniu.
Miare martyngatovs szacowalmy na podstawie cen opcji, dla ktérych
wykonywano transakcje (dzienny wolumen obrotu bylckszy od zera).
W przypadku, gdy liczba takich opcji byta mniejszia 8, dla danego dnia nie
wykonywalismy obliczés. Tabela 1 przedstawia podstawowe informacje
dotyczce. préby. Jak nmima zauway¢, dla opcji z serii czerwcowej, wra@owej
I grudniowej nie mena byto przeprowadziobliczer w wigksza¢ dni sesyjnych z
powodu zbyt matej liczby opcji, na ktére odbywalie dransakcje. Znacznie
bardziej ptynne byly opcje z serii marcowej. #ae bylo dokonanie oszacowa
dla 136 dni sesyjnych (adznej préby 179 dni).

Tabela 1. Informacje dotygze uwzgédnionych w badaniu serii opcji

Seria opcji Okres Liczba dniLiczba dni [Liczba aktywnycHAktywnych opcji
(data wykonania)obserwagii w prébie |w badaniu |opcji (§rednia)  |sprzeday (srednia)
1 o0014) | 16as0s4 | 179 | 136 5,3 6,2
(@0122014) | 2052004 | 180 | 76 | 32 32
(1500014) | 2030014 | 120 | 19| 20 11
(a122014) |s0ss0na | %0 | 15 | 19 18

Zrodio: opracowanie wiasne
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Uwagi: Do badania brano tylko ,aktywne” opcje, tpkie, dla ktérych odbywaly si
transakcje w danym dniu sesyjnym. Ostatnie dwi@ikoly podaj, ile takich opcji (kupna i
sprzeday) przypadatosrednio na dzigé sesyjny w okresie obserwacji. W prébie, na
podstawie ktérej dokonywano oszacawawzgkdniono jedynie dni sesyjne, w ktérych
liczba ,aktywnych” opcji przekraczata 8.

WYNIKI

Prawdopodobigstwa martyngalowe wyznaczahy minimalizupc sung
kwadratéw odchyl@ cen teoretycznych od cen rynkowych, czyli ragmiac
zadanie (13)-(14). Obliczenia przeprowadzono nuommg za pomag funkcji
przygotowanych w pakiecie °R Dla poréwnania, oprécz szacowania miary
martyngatowej w modelu z mieszanindwoch rozkladéw logarytmiczno-
normalnych (model ten oznaczamy liteM), wyznaczylimy tez te miar
przyjmujac, ze jej rozktad jest logarytmiczno-normalny (modeh teznaczamy
litera L), czyli ze spetnione $ zalazenia modelu Blacka-Scholesa. Tabela 2
zawiera informacje na temat dopasowania obu modealiumy druga i trzecia
zawieraj dane dotyczce sredniej wartéci minimalizowanej funkcji celu (13) oraz
odchylenia standardowego tej wietkq obliczone na podstawie wszystkich dni,
dla ktérych dokonywano oblicae Tabela zawiera feinformacje o hjdzie
sredniokwadratowym (MSE) orazednim bédzie wzgtdnym (MAPE).

Tabela 2. Jaké dopasowania modelu logarytmiczno-normalnego i hodenieszaniag

roktadéw.
Suma kwao!ratow MSE MAPE
odchyler
Seria Model L| Model M| Modell] ModelM Modelll Mod#l
1700,2 826.6
marcowa (1923.9) | (1295,1) 9,98 7,07 0,31 0,40
8448,2 4541.,4
czerwcowa (23299,6)| (11911,2) 24,51 18,48 0,49 0,32
. 1360,0 109,9
wrzesniowa (651.4) (191.9) 12,44 3,80 0,29 0,09
. 1881,3 1203,1
grudniowa (2733.6) | (2182.8) 15,46 12,66 0,09 0,04

Zrédto: obliczenia wlasne

Tabela 3 zawiera statystyki oszacowanych parametti@vmodelu miary
martyngatowej opartym na mieszaninie rozkladow tgtgaiczno-normalnych.
Przedstawione wartoi maksymalne, minimalnérednie i odchylenia standardowe
zostaly obliczone na podstawie wynikow ze wszystkdoi, w ktéry maliwe byto

8 R Core Team (2013) R language and environment for statistical computing. R
Foundation for Satistical Computing, Vienna, Austria. http://www.R-project.org/.
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wykonanie oszacowa Jak mana zauway¢ rozktad pierwszy w mieszaninie
rozktadow charakteryzuje ¢simniejsa wartdcia oczekiwam (4, < U,) |

wigkszym odchyleniem standardowyra(> g,). Mozna go zatem zinterpretowa
jako oczekiwany przez inwestorow ,gorszy” stamata w przysziéci, w ktérym
realizup sie nizsze stopy zwrotu przy wkszej zmiennéci. Parametr w,,

okreslajacy udziat pierwszego rozkiadu w mieszaninie roz&admazna zatem
zinterpretowa jako ,wspétczynnik niepokoju”, oznaczaly oczekiwane przez
inwestoréw prawdopodohistwo realizacji tego gorszego stanu.

Tabela 3. Statystyki oszacowanych parametrow modelu

Seria 2l 2 o1 G2 W1
marzec | Max -0,029 5,467 0,518 0,217 0,805
Srednia -1,161 0,268 0,148 0,121 0,338
Min -24,083 -0,012 0,000 0,000 0,019
Odch. std. 3,159 0,484 0,095 0,037 0,170
czerwiec | Max -0,109 10,211, 5,145 2,423 1,000
Srednia -2,071 0,878 0,526 0,367 0,504
Min -20,879 -2,214 0,000 0,000 0,004
Odch. std. 3,755 1,306 0,710 0,450 0,209
wrzesié | Max -0,108 4,627 13,668 7,051 1,00(
Srednia -11,742 0,309 3,710 0,753 0,28p
Min -68,533 -1,097 0,354 0,109 0,014
Odch. std.| 18,132 1,224 4,011 1,550 0,299
grudzien | Max -0,121 2,028 9,733 7,876 1,00(
Srednia -5,641 0,175 2,632 1,365 0,368
Min -35,932 -0,653 0,011 0,186 0,004
Odch. std. 9,686 0,689 3,019 2,339 0,375

Zrédio: obliczenia wtasne

W Tabeli 4 znajduj sie charakterystyki otrzymanych rozkladéw. Tabela
zawiera informacje na temat waitd oczekiwanej, odchylenia standardowego,
wspotczynnika skanosci i kurtozy nadwykowej zaréwno oszacowanych
rozktadow logarytmiczno-normalnych, jak i mieszanirtakich rozktadéw
(model M). Tabela zawieraednie wartéci charakterystyk, a w nawiasach podano
odchylenia standardowe. Jak tatwo zamya stosupc mieszania rozkiadow
logarytmiczno-normalnych otrzymujegsna ogét wysze oszacowania odchylenia
standardowego i kurtozy.
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Tabela 4. Charakterystyki otrzymanych rozkladow

marcowa| czerwcowai wrggiowa ‘ grudniowa
Model L
Wartai¢ oczekiwana| 2430:49 | 2356,82 2376,70 2343,88
(84,29) | (119,22) (70,38) (62,74)
Odchylenie std 245,43 | 505,78 403,42 470,84
' (81,22) | (274,24) (31,58) (18,91)
Wsp. SK@nosci 83,15 498,58 208,89 288,37
. (48,22) |(1049,85) (35,23) (25,85)
Kurtoza (nadw.) 0,19 1,70 0,48 0,67
0,11) | (6.28) (0,09) (0,07)
Model M
Wartai¢ oczekiwana| 245594 | 238145 2406,07 2355,33
(85,63) | (111,95) (85,64) (49,54)
Odchylenie std 250,40 | 525,51 433,74 532,58
' (82,07) | (418,20) (43,37) (46,62)
Wsp. Skénasci -58,67 940,19 58,33 1189,23
' (115.40) | (614,09) | (293.46) |(1224,78)
Kurtoza (nadw.) 0,50 12,82 5,16 62,37
' (3.23) | (99.53) (11,79) (81,77)

Zrédto: obliczenia wlasne

Rysunek 1 przedstawia waftd parametruw, dla opcji serii marcowej

I czerwcowej. Najwgksze wartéci parametr ten oggja na pocztku marca — po
rozpoczciu si niepokojéw na Krymie (1 marca Rada Federacji Regjiazita
zgock na wycie wojsk rosyjskich na Krymie, a 11 marca parlatierymu ogtosit
niepodlegté¢). Podobnie, najwksze ré@nice medzy wartgciami oczekiwanymi
oraz medzy odchyleniami standardowymi rozktadow stargmyth mieszanig
réwniez wystpujg na pocztku marca. Nie dotyczy to opcji z serii wingowej
I grudniowej; by maze z uwagi na ich maiptynnasc.

Reakcg na wydarzenia mma take wykry¢ w momentach szacowanych
rozktadéw. Poniedziatlek 3.3.2014 to dzieggwattowanego skoku zaréwno
skasnoci, jak i kurtozy dla marcowej serii opcji. Wspoyemik skanosci spadt do
-552,27, a nadwikowa kurioza wzrosta do 8,1, podczas gdy poprzemnnia
sesyjnego, 28.2.2014 r. wiell@ te wynosity odpowiednio -75, 8 i 0,28, a we
wczesniejszych dniach utrzymywaty sina zblzonym poziomie. Rysunki 3 i 4
przedstawiaj wykresy funkcji gstasici oszacowanych rozktadéw, zaréwno dla
modelu M, jak i dla modelu L, odpowiednio w dnid2$3.2014 i 3.3.2014r.
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Rysunek 2. Wart@ parametruw, dla opcji z serii marcowej (linia qjta) i czerwcowej
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Rysunek 3. Mieszanina rozktadéw logarytmiczno-ralmych (linia ciygta) i pojedynczy
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Rysunek 4. Mieszanina rozktaddéw logarytmiczno-ralmych (linia ciygta) i pojedynczy
rozktad logarytmiczno-normalny (linia przerywanda den opcji z dnia

3.3.2014
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Zrodio: opracowanie wiasne
WNIOSKI

W artykule oszacowdlmy miary martyngatowe, reprezergcg rynkowe
oczekiwania odnimie przyszitych cen, na podstawie cen opcji ha ind&kG20.
Rozwaylismy dwa modele: w pierwszym z nich pretg rozktad logarytmiczno-
normalny, a w drugim - mieszagimiwoch takich rozktadéw. Drugi z tych modeli
ma oczywisi interpretacj: rozktady w mieszaninie reprezergujwa maliwe
stany swiata w przysziéci, ktdrych oczekuje rynek. Parametr przedstawiaj
procentowy udziat rozktadéw w mieszaninie zma wowczas interpretowgako
~wWspoétczynnik niepokoju” co do przysztego rozwoptisacji rynkowe;.

Mimo niskiej plynndci opcji notowanych na Gieldzie Papierow
Wartagsciowych w  Warszawie, préba oszacowania parametrowarym
martyngatowej zaktczyta s¢ powodzeniem dla wielu dni sesyjnych. Ngle
jednak zwrdoal uwag, ze dotyczy to opcji o krotkim okresie do wykonan@pcije
o dluzszym okresie g zbyt mato ptynne. Prébag wykorzystgé szacunki miary
martyngatowej do prognozowania ekonomicznego, §akaiproponowano to np. w
. [de Vincent-Humphereys, Noss 2012], aglegraniczy si¢ jedynie do prognoz
krétkoterminowych.

Wyniki bada pokazaly, ze zastosowanie mieszaniny rozkladoéw daje
zazwyczaj wysze charakterystyki rozproszenia rozktadu (wariankprtoz). Na
0g6t model z mieszaninrozktadow byt lepiej dopasowany do danych miodel
oparty na pojedynczym rozktadzie logarytmiczno-nalmgm.
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ESTIMATION OF RISK NEUTRAL MEASURE
FOR POLISH STOCK MARKET

Abstract: In the paper we present the usage of risk neutrehsore
estimation to the analysis of the index WIG20 frBuolish stock market. The
risk neutral measure is calculated from the prafabe options on that index.
We assume that risk neutral measure is the mixtofelognormal
distributions. The parameters of the distributians estimated by minimizing
the sum of squares of pricing errors. Obtainedlieswe then compared with
the model based on a single lognormal distributids. an example we
consider changes in risk neutral distribution &t bleginning of March 2014,
after the outbreak of political crisis in the Criane

Keywords: risk-neutral pricing, option-implied density, kisaversion, real-
world measure, event study



