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Streszczenie: Wykrywanie obserwacji nietypowych w prébie losowej
stanowi wane zagadnienie w analizach statystycznych. Jedreyspasobdéw
badania proby odgtem istnienia wartiei odstajcych jest stosowanie testow
statystycznych opartych na statystykach ekstreyohindo ktérych nale:
test Grubbsa i jego uogolnienie, test Dixona ora&styt oparte na
asymptotycznych rozktadach minimum i maksimum zbgréGranicznymi
rozktadami statystyk ekstremalnych, sw zalenosci od klasy rozkiadu
analizowanej zmiennej, rozktad Gumbela, Frecheth Weibulla. W
artykule, oprécz rozwan teoretycznych, przedstawiono zastosowania
wybranych testow do weryfikacji hipotez o waxi@ch nietypowych przy
konstrukcji modeli ekonometrycznych.

Stowa kluczowe: statystyki ekstremalne, minimum, maksimum, w&rto
nietypowa, rozktad Gumbela

WSTEP

W konstrukcji modeli ekonometrycznych istotne zzeade ma wykrywanie
i ewentualnie eliminacja wadoi nietypowych. W modelach regresji z jedn
zmienry obja&niajaca najprostszym sposobem ich wyznaczania jest analiza
rozrzutu obserwacji (diagramu korelacyjnego), nassinw przypadku regres;ji
wielu zmiennych wykresow korelacyjnych par wszysttkemiennych. Miernikami
nietypowdci 3 rowniez reszty regresji oraz standaryzowane reszty ragres;j

Wazng grupe metod staacych wykrywaniu obserwacji odstaych stanovg
testy statystyczne. Wykorzysgujone pogcia statystyk ekstremalnych i ich
wlasnaci, w szczegdélngi twierdzenia o granicznych rozktadach minimum
i maksimum z proby. Do testow weryfikigych hipotezy o istnieniu wargoi
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odstajcych wykorzystuicych wartdci ekstremalne nak@ m.in. test Grubbsa
i jego uogodlnienie oraz test Dixona. Informacja laske rozktadu statystyki
minimum, czy maksimum rozwanej zmiennej losowej me by réwniez
wykorzystana przy konstrukcji statystyki testow®fa rozktadéw o tzw. cienkich
ogonach, takich jak rozkiad normalny, logarytmicaymalny, granicznymi
rozktadami statystyk ekstremalnych mzktad Gumbela lub odwrécony Gumbela,
natomiast dla rozktadéw o grubych ogonach, mStudenta, granicznymi
rozktadami maksimum i minimunysodpowiednio, rozktad Frecheta i odwrdcony
Frecheta. Dla zmiennych losowych przyjauyjch wartdci ze skaczonego
przedziatu liczb rzeczywistych rozktady statystidsteemalnych stypu Weibulla.

TEST GRUBBSA | JEGO UOGOLNIENIE

Niech X, X, ..., X, bedzie préla losows pochodaca z populacji

o rozktadzie normalnym, £ax, X, ,...,X, wartagciami wylosowanej proby.
Rozwamy nastpujaca hipotez:

H,: w ciagu obserwacjix, X, ....,X, nie istniej obserwacje nietypowe (0 zbyt
duzych lub zbyt matych wartgiach).

Hipotez alternatywrn maze by jedna z nagpujacych hipotez:

H,": minimalna warté& realizacji x,X,....,X, proby losowej jest warfoia
nietypows,

H,": maksymalna warté realizacji x,X,,...,X, proby losowej jest warfoia
nietypow.
Dla hipotez H, i H," dtatystyka testu Grubbsa [Grubbs 1969] warat

wzorem:

X=X
G, =——%, 1
m 3 1)
natomiast dla hipoteH, i H," ma nasfpujaca posta:
X0 -X
Gu=—"g )

gdzie X’ =min{X,,.... X} oraz X{) =max{X,,....X}.

Obszar krytyczny dla testu Grubbsa, przy pgyn poziomie istotnéci a,
wyznaczony jest przez waktokrytyczr:

_ n-1 t(u/n,n—2)

. \/ﬁ \/n_2+t(za/n,n—2) ,

G

®3)
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gdzie t,,,,, Jest wartécig krytyczry rozktadut-Studenta on — 2 stopniach

swobody diaZ .
n

Hipotez zerows odrzucamy na poziomie istotw a, gdy G,, >G, lub
G, >G,.

Test Grubbsa rozstrzyga, czy wattanajmniejsza w prébie losowej lub
wartas¢ najwigksza mae by uznana za nietypaw odstagca od pozostatych
elementow proby. Istnieje uogdlnienie tego testzwadapce wyznaczy r-1
wartasci nietypowych wr krokach testowania.

Procedug weryfikacji hipotezyH, wobec~H, za pomog uogdlnionego
testu Grubbsa przeprowadza sastpujaco.

W i-tym kroku,i=12,..., oblicza s¢:

e X = {le X,, gdzie L, jest zbiorem indekséw elementéw proby

n-—i oL
zredukowanej, czyli powstatej poprzez poroani-1 wartgci,

* S - odchylenie standardowe wyznaczone w oparcileduitowan proky,

‘Xi‘iJ
G =may ———|. (4)

Statystyk te porownuje sj z wartgcig krytyczr:

n-—i tpn-icg)
G, = = : (5)
Vn-i+1 [n-i-1+t

(pn-i-1)

jest wartdcia odczytam z tablic wartéci krytycznych rozktadu-

« statystyk testu:

gdzie

pn-i-1)

Studenta @ -i -1 stopniach swobody dla wastd p =

n-i+1
Spetnienie nieréwnei G >G, swiadczy o istnieniu wart@i nietypowej,
ktorg pomijamy w kolejnym kroku. Testowanie hipotez kontujemy, @ do

momentu otrzymania decyzji o braku podstaw do arbmia hipotezy zerowej.
Jezeli nasppito to w r krokach, to wyznaczonych zostalel obserwacii

nietypowych.
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TEST DIXONA

Test Dixona jest kolejnym testem wykorzygtym wartdci ekstremalne
i weryfikujacym hipotezy o istnieniu w prébie losow&,, X, ....,X, obserwacji
nietypowych, przy zateeniu,ze pochodzi ona z populacji o rozktadzie normalnym
[Dixon 1950, Chromiski, Tkacz 2010].

Dla hipotezy alternatywnef," statystyka testu ma poséta

() _ y M
Q - X(2) X(l) (6)
M _ym’
X = X
natomiast dla hipotezy alternatywnidj,"":
() _ y ()
Q = X(n) x(ﬂ-l) (7)
XMWy !

m ~ o
gdzie X} oznacza-ta statystyk pozycyjm (i = 1, 2,n-1,n).

Wartaici krytyczne dla testu Dixona stablicowane m.in. w pracy Verma,
Quiroz-Ruiz [2006] dlan<100.

TESTY OPARTE NA ASYMPTOTYCZNYCH ROZKLADACH
STATYSTYK EKSTREMALNYCH

Do konstrukcji testow weryfikgcych hipotezy o istnieniu wargoi
nietypowych mana wykorzysta informacje o granicznych rozkfadach statystyk
maksimum i minimum.

Niech X bedzie populagi o rozktadzie normalnym N (o, )oraz

X, X, ..., X, prola losowa pochodzca z tej populacji. Ponadto, niech:

anmax(x‘_'u), (8)
I=n 0-

W, = min( X —,u)' (9)

isn ag
Standaryzowane zmienng, i W, maj, odpowiednio, rozktad Gumbela
o dystrybuancieH (z):exp(— exd— z)) dla zOR i odwrocony rozktad Gumbela
0 dystrybuancieL(z) =1- exr(— expz) , czyli

lim P{Z”b_a“ < z} =H(2), (10)

noo
n

oraz
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lim P{W“b_ P z} = L(2), (11)

n- oo
n

gdzie a =(2Inn)"? —W, b, =(2Inn)™"* i ¢, =-a, [Czekata 2001].
nn

Zatem statystyka testu weryfilkgego hipoteg H, wobec H," wyraza si
wzorem:

Z -4
T, =—/——, 12
=T (12)
a wart@d¢ krytyczna wyznaczona z réwnarﬂar(— exp(— z)) =1-a ma posta
1
t, , =-Inf In—— | 13
o =iin ] (13)

Jeli wartos¢ t,, statystykiT,, spetnia nierowné t,, >t, ., to na poziomie
istotnaici a odrzucamy hipotez H, na korzy¢ hipotezy alternatywnej mowcej,
ze w prébieX,, X,,...,X,, istnieje obserwacja nietypowa o zbytduwartgci.

Dla hipotezH, i H,'statystyka testu wyrana jest wzorem:

W, +a
=—t 1 14
m b, (14)
Wartas¢ t, statystykiT, porownujemy z wartkeia krytyczm t, -
t,, = In(lni} (15)
' 1-a

Jeli t >t ., to nie ma podstaw do odrzucenia hipoteldy, za& jesli

t,<t.,, to odrzucamy hipotgz zerowy na korzy¢ hipotezy alternatywnej
mowiacej, ze istnieje wart& nietypowa w probie o zbyt matej wasti.

Analogicznie skonstruowamozna testy weryfikujce hipotezy o istnieniu
wartcsci odstajcych w prébie wylosowanej z populac)k o rozkladzie
logarytmiczno-normalnym i logistycznym, gdypdpowiednio wystandaryzowane
statystyki maksimum i minimum majdéwniez rozktad Gumbela lub odwrécony
Gumbela. W przypadku rozktadu gamma, w szczegoblnaykladniczego oraz
rozktadu Pareto statystyka maksimum ma rozktad Glala minimum Weibulla,
natomiast dla rozktadu Cauchy'egbi-Studenta odpowiednio standaryzowane
statystyki ekstremalne mgjrozktad Frecheta i odwrécony rozklad Frecheta
[Castillo i in. 2004].
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WYKRYWANIE | ELIMINACJA OBSERWACJI NIETYPOWYCH
W PRZYPADKU MODELI EKONOMETRYCZNYCH

Rozwamy model ekonometryczny postaci:
V=X, A)+e,  (t=12..n) (16)

gdzie: ( @ Xt,) jest k+1) - elementowym wektorem losowym,
Y, jest zmieng objaniam,
X, :(Xlt, qu--kat) jest wektorem zmiennych oBjsajacych,
B, jest nieznanym wektorem parametrow strukturalnych,
&, jest sktadnikiem losowymg, ~ N(O, a).

Analiza wielkaci sktadnika losowego pozwala na wyznaczenie wearto
nietypowych przy ustalaniu linii regresji i ewenltuaich pomingcie przy budowie
modelu. Ze wzgldu na cgzsto zaktadam normalnd¢ rozkiadu zmiennejg,

korzysta s} z faktu,ze standaryzowane statystyki maksimum i minimumdshilea
losowego maj rozklady graniczne dolagce, odpowiednio, rozktadem Gumbela
i odwréconym Gumbela.

Oszacowaniami statystyK = nga{ﬂj orazW, = nlwin(ij na podstawie
<n 0' <n 0'
Ciaggu obserwacji (Y, X, Xoqeer X 1)r ooer (Yos Xins Xop v X%y n)  S3 Statystyki
2,=maf & wn:rginn(%} gdzie & = y, - £(x,. 3,).

W praktyce, w wielu przypadkach wariancja sktadnlksowegoo? jest
nieznana i szacujeesjg za pomog estymatora:

s ==y -l A, a7)

Zastosowanie testéw ze statystykami (12) i (140wpdza si do procedury
sprawdzenia dla obserwa&j»’(‘ , yt) nierowngci:

si_a“ 1 ;&Jra“ 1
n > —In(ln—j lup o < In(ln—}
b 1-a b 1-a

n n

Problematyk wyznaczania wartgi nietypowych mana zilustrowéa na
przyktadzie konstrukcji modelu opigsigego zalenos¢ dziennych stop zwrotu
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z inwestycji w akcje mBanku i PKO BP od stop zwratuindeksu WIG 30
wprowadzonego na GPW w Warszawie dnia 23.09.20R®zwaano hasipujacy
okres 23.09.2013 — 9.06.2014 r. Obserwacje z tégesa stanowity prép 173
elementow.

Dla inwestycji w akcje mBanku otrzymano rgmtjgca funkcje (przy
zalazeniu niezalenosci i normalndci stop zwrotu) :

y, =1,2966¢, +0,0009 (18)

gdzie Y, - stopa zwrotu z inwestycji w akcje mBanku,
X - stopa zwrotu z indeksu WIG 30.
Zastosowanie testu opartego ha granicznych roaktad statystyk
ekstremalnych zwizane jest z nagbujgcymi obliczeniami: Zn =48942,

W, =-2,2279 a,=25608, b, =03115 Statystyki (12) i (14) & réwne:
t, =7,4909, t, =10690, a wartdci krytyczne wyznaczone dla poziomu
istotndici a = 005: t,,=29702 t ,6=-29702. Poniewa t, >t, pag

wartcsci (0,0127; 0,0974), ktéra pojawita¢sil.10.2013 r., naly uzn& za
nietypowg przy konstrukcji modelu ekonometrycznego opjsago zalenosé
stopy zwrotu z inwestycji w akcje mBanku od stopyratu z indeksu gietdowego
WIG 30 (- value=0,0006). Na rysunku 1 przedstawiono standaryzowasety
modelu opisujcego zalenos¢ migdzy rozwaanymi wielkgciami..

Rysunek 1. Standaryzowane reszty modelu (18)
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Ze wzgkdu na normalnit rozkladu sktadnika losowego mliwe jest
rowniez zastosowanie testu Grubbsa. Zxeine jest to z obliczeniami:

e =min{e,,....6,} =-0,0364, e E:; =max{e,,....,} = 008, e =0,

®
S, =00164 i G, =48947, G, =22273oraz G, =33878 dla a = 005. Na
podstawie otrzymanych wynikéw wnioskuje,ste warté¢ 0,08 (standaryzowana
reszta 4,8942) jest zbyt #hu w poréwnaniu z pozostatymi co oznacze, para
wartasci (0,0127; 0,0974) jest nietypowa, a to potwierdiecyz podgta na
podstawie wczaiej stosowanego testu.

Analizujac zalenaos¢ wielkosci stop zwrotu z akcji PKO BP od stép zwrotu
z indeksu WIG 30 otrzymano nagtijagcy model:

¥, =0,9143 +0,0005, (29)

gdzie y, - stopa zwrotu z inwestycji w akcje PKO BP,

X - stopa zwrotu z indeksu WIG 30.

W tym przypadku :Z, = 25827 W, =-32780 a, =25608, b, =0,3115,
Stad t,, =0,0703, t =-23022 orazt, , =2,9702 t , =-29702 dla a = 005.
Zatem na poziomie istotda 0,05 brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej. Poniewa p- value=0,0952, wgc przyjmupc a =01 pak wartcci
(0,0005; -0,0276) pochogezs z dn. 16.05.2014 r. moa uzné za nhietypowy
(ty, =22504, t , =-2,2504). Graficzna prezentacja standaryzowanych reszt dla

! tma

tego modelu przedstawiona jest na rysunku 2.

1

Rysunek 2. Standaryzowane reszty modelu (19)
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Przy zastosowaniu testu Grubbsa otrzymujemy:

e, =minfe,,...e,}=-00285 e =maxfe,,..&,}=00224 & =0,

S, =00087 i G, =25827, G,=32779, G,=33878 dla a =005 oraz

G, =32045 dlaa =01. Std wnioskow& mazna, na poziomie istotsoi 0,1,ze
wartas¢ -0,0285 (standaryzowana reszta -3,278) jest zlayanczyli para warkei
(0,0005; -0,0276) jest nietypowa dla skonstruowarmaodelu.

UWAGI KONCOWE

Wyznaczanie wartgi nietypowych maliwe jest w analizach
zmiennych losowych jednowymiarowych jak i wielowyarowych, przy
konstrukcji ré@nego rodzaju modeli ekonometrycznych. Zastosowanie
testow Grubbsa, czy Dixona ie st z koniecznécig sprawdzenia, czy
zmienna losowa ma rozkiad normalny. Testy wykonzyse graniczne
rozkltady statystyk ekstremalnych rpegzersze zastosowanie. Znajaho
rozktadu badanej zmiennej losowej, standaryzagtysyk ekstremalnych
I wykorzystanie twierdae mowigcych o klasie ich rozkladéw pozwadaj
konstruowa tego typu testy.

W pracy przedstawiono testy statystyczne dla weirtodstagcych
oparte na statystykach ekstremalnych. Inne testy\Hampela, kwartylowy
wykorzystupce statystyki pozycyjne takie jak mediana, czy kywlarmazna
znalez¢ w pracyBudka i in. [2013].

Rozwaane testynajduj zastosowanie w badaniach zalesci miedzy
dwiema lub w¢kszy liczbg zmiennych. Zatgenie o normalngei rozktadu
sktadnika losowego sprawiaze rozkladami granicznymi statystyk
ekstremalnych & rozktad Gumbela i odwrocony Gumbela. Ich
wykorzystanie, zarOwno przy okfaniu zalenaosci wielkosci stopy zwrotu
akcji mBanku od stopy zwrotu indeksu WIG 30, jakrzy wyznaczaniu
funkcji opisupcej zalenos¢ wielkosci stopy zwrotu akcji PKO BP od stopy
zwrotu z indeksu WIG 30 prowadzito do uzyskaniautezow identycznych
z rezultatami testu Grubbsa. Poréwnywalne wynikthzeajg do analiz
testbw opartych na granicznych rozkladach statystgktremalnych dla
zmiennych o innych rozktadachznnhormalny, dla ktérych zastosowanie
testu Grubbsa, czy Dixona nie jestiine.
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CHOSEN STATISTICAL TESTS FOR OUTLIERS
AND THEIR APPLICATION IN ECONOMETRIC ANALYSIS

Abstract: The problem of the existence of outliers in the glamis an
important issue in statistical surveys. One ofrtfethods of outliers detection
is the application of statistical tests based otneexe statistics. Grubbs test
and its generalization, Dixon test and tests basedsymptotic distributions
of minimum and maximum (Gumbel, Frechet, Weibu#itdbutions) belong
to group of these tests. In the paper, besidethdwetical considerations the
application of selected tests, used to verify thpathesis of outliers in the
construction of econometric models, is presented.

Keywords: extreme statistics, minimum, maximum, outlier, n@el
distribution



