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Streszczenie: Celem artykutu jest wskazanie ograniczenia stosowania testow
statystycznych opartych na teorii Neymana-Pearsona. Najwazniejszg cecha
kazdego testu jest jego moc, ktdorg mozemy zbada¢, wtedy gdy jednoznacznie
mamy sformutowana zar6wno hipotez¢ zerowa, jak i hipotez¢ alternatywna.
W artykule przedstawimy przyklad takiego testu, dla ktorego okreslimy
empiryczng moc i jego rozmiar.

Stowa kluczowe: model statystyczny, idea Neymana-Pearsona, moc
i rozmiar testu, test Coxa, testy dla prob nieprostych

WSTEP

Celem artykulu jest wskazanie pewnych ograniczen stosowania testow
statystycznych opartych na teorii Neymana-Pearsona.

Przystepujac do wnioskowania statystycznego, czyli do sformutowania sgdow
0 zbiorowosci na podstawie pobranej z niej proby, konieczne jest ustalenie tzw.

trojki probabilistycznej: przestrzeni prob Q, o ciala N okre$lonego na Q i miary
probabilistycznej P okreslonej na N .

Niech A bedzie wyréznionym o -cialem podzbioréw zbioru ¥ < R", za§ X
jest mierzalnym przeksztatceniem (Q, N)—)( 7 A). Rozktad P*(A)= P(X 71(A)) jest
miarg na przestrzeni (z.A) W problemach statystycznych zaktada sie, ze rozklad PX
nalezy do pewnej okreslonej klasy rozktadow 7 na (2. A). Znajac te klas¢ oraz
majac dane wyniki obserwacji zmiennej losowej X, chcemy wysnu¢ poprawne
whnioski o nieznanym rozktadzie PX. Wobec tego matematyczng podstawg badan
statystycznych jest przestrzen mierzalna (Z ' A) i rodzina rozktadow 7. Przestrzen
probabilistyczna (€, ,P) odgrywa role pomocniczg. Sformulowanie: dana jest
przestrzen probabilistyczna (Q, N ,P), oznacza, ze znany jest model probabilistyczny
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pewnego zjawiska lub doswiadczenia, czyli wiemy, jakie sg mozliwe wyniki tego
doswiadczenia, jakie zdarzenia wyrdzniamy oraz jakie prawdopodobienstwa tym
zdarzeniom przypisujemy. Reasumujac, wiedza a priori o przedmiocie badan jest
sformutowana w postaci pewnych modeli probabilistycznych. Probabilistyka moze
wynika¢ z samego charakteru badanego zjawiska lub tez by¢ wprowadzana przez
badacza.

Zauwazmy, ze 7 ={Po: 0 € O} jest rodzing rozktadow prawdopodobiefistwa
na odpowiednim o -ciele zdarzen losowych w X-

Przestrzen proby wraz z rodzing rozktadéw 2, tzn. obiekt:

(- X {Ps: 0€0O}) 1)
nazywamy modelem statystycznym (przestrzenig statystyczng), natomiast
odwzorowaniaz ¥ w R¥ — statystykami lub k -wymiarowymi statystykami.

Jezeli X=(Xl, Xy sy Xn)T , przy czym Xy, X,y X, sa niezaleznymi

zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie, to bedziemy stosowaé tez
oznaczenie:

(. {Po: 6 €6})", )
w ktorym X jest zbiorem wartosci zmiennej losowej X (a wige kazdej ze
zmiennych X, X,,..., X,,) oraz Py to rozklad tej zmiennej losowej. Uzywa sie wtedy

réwniez terminologii: Xps Xy ooy X, jest proba z rozktadu Pe lub proba z populacji
Py dla pewnego & € ©.

PROBLEMY ANALIZY STATYSTYCZNEJ]

Zadaniem analizy statystycznej jest wykrycie, ktory z rozktadow z modelu
statystycznego mogt ,,wyprodukowac” (wygenerowac¢) dang probe. Waznym
problemem jest prawidtowe zdefiniowanie P. Niewlasciwy wybor P moze
doprowadzi¢ do blednego wnioskowania, co w statystycznym zargonie okresla sie
nieraz jako blad trzeciego rodzaju. Podstawowy warunek wlasciwego wyboru to
szczegdtowa znajomo$¢ procedury rzeczywiscie zastosowanej do uzyskania
wynikow proby.

Obecny etap rozwoju spoleczenstw charakteryzuje si¢ gwattownym
rozpowszechnianiem technologii informacyjnych. Prezentowane metody analizy
statystycznej obejmujg pewne obszary, ktore z jednej strony oparte sg na przyjetym
modelu, a z drugiej strony na metodach nieparametrycznych, ktore uwzgledniaja
dane pod wzgledem najogolniejszych rodzajow wzorcow. Czesto wymagaja
zastosowania technik iteracyjnych, w ktoérych odpowiednie programy komputerowe
pozwalaja wykonywa¢ wiele symulacji, a szereg oszacowan prowadzi do
ostatecznego rozwigzania.

W przypadku badan czeSciowych jednym z wazniejszych zagadnien,
koniecznych do rozwazenia, jest spelnienie lub niespetlnienie zalozenia
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0 niezalezno$ci elementow proby, na podstawie ktorej dokonywane jest
wnioskowanie statystyczne. Okazuje si¢ bowiem, iz czesto w zastosowaniach
praktycznych zalozenie o istnieniu proby prostej nie jest spetnione. Szczegdlnie
dotyczy to prob w obszarze nauk ekonomiczno-spotecznych, a zwtaszcza
w badaniach marketingowych. W takich przypadkach stosowane sa ztozone
schematy losowania proby, inne niz losowanie niezalezne, moga powodowaé
nielosowosc¢ prob, co w konsekwencji prowadzi do powstawania btedow (najczesciej
niedoszacowania). Wprowadzone wagi uktadu wptywaja bezposrednio nie tylko na
estymatory parametréw populacji ale rowniez na wariancje tych estymatorow.
Rozwazania teoretyczne nie dostarczaja jednak odpowiednich miar dotyczacych
zmienno$ci proby, szczegolnie dla matych prob.

Prezentowane w literaturze przedmiotu procedury estymacji dla prob
ztozonych dotycza w wigkszosci parametrow populacji takich jak wartos¢ srednia
i warto$¢ globalna, natomiast brak jest propozycji estymacji innych parametrow
populacji na przyktad nieliniowych miar nierdwnosci oraz korelacji, jak rowniez
estymacji parametrOw pozycyjnych. Analogiczna sytuacja jest obserwowana w
przypadku weryfikacji hipotez statystycznych dla prob ztozonych. Fakt, ze proba nie
jest prosta ma duzy wplyw na rozmiar testu. Prowadzone badania wykazaty
[Domanski, Pruska 2000], ze dla prob zlozonych dla testu niezalezno$ci >
faktycznie prawdopodobienstwo btedu I rodzaju przekraczalo nawet 0,5, przy
zatozonym poziomie istotnosci 0,05. Modyfikacje statystyk testowych powoduja, ze
faktyczny rozmiar testu waha si¢ pomig¢dzy 0,04 a 0,06 [por. np. Bracha 1996].

TEORIA NEYMANA — PEARSONA

Gltéwnym odkryciem Jerzego Splawy Neymana bylo to, Ze testy istotnos$ci nie
maja sensu, o ile nie ma przynajmniej dwoch mozliwych hipotez. Zatem nie mozna
weryfikowac hipotezy, czy dane pasuja do rozktadu normalnego, o ile nie jestesmy
przekonani, ze mogg one pasowac do jakiegos$ innego rozktadu lub klasy innych
rozktadoéw. Wybdr tej hipotezy alternatywnej okre$la sposob realizacji testu
istotnosci. Prawdopodobienstwo wykrycia tej alternatywy, o ile jest poprawna,
nazywa si¢ ,,mocg” testu. W matematyce jasno$¢ rozumowania osigga si¢ nadajac
wyrazne, dobrze zdefiniowane nazwy okreslonym koncepcjom. W celu odréznienia
hipotezy, ktorg wykorzystuje si¢ do wyznaczania p-warto$ci Fishera, od innych
mozliwych hipotez, Neyman i Pearson nazwali testowang hipoteze hipotezg zerowa,
a pozostate hipoteza alternatywna. W ich podej$ciu p-wartosci oblicza si¢, aby
przetestowac hipotezg zerowa, ale moc testu okresla, jak zachowa si¢ p-wartos¢, gdy
w rzeczywistosci prawdziwa jest hipoteza alternatywna.

Doprowadzito to Neymana do dwoch wnioskow.

Pierwszy z nich dotyczy mocy testu, ktora jest miara dobroci testu. Z dwoch
testow lepiej zastosowaé ten o wigkszej mocy.

Drugi wniosek zwigzany jest ze zbiorem wariantow hipotezy alternatywnej,
ktory moze by¢ zbyt duzy. Przeprowadzajacy analiz¢ nie ma mozliwos$ci okreslenia,



Ograniczenia stosowania testow statystycznych 21

czy dane z proby majg rozktad normalny (hipoteza zerowa), czy dowolny inny
mozliwy rozktad. To zbyt szeroki zbiér wariantéw hipotezy alternatywnej i zaden
test nie moze mie¢ wysokiej mocy przeciwko wszystkim mozliwym wariantom
takiej hipotezy.

OGRANICZENIA WYNIKAJACE Z TEORII NEYMANA - PEARSONA

W latach pigcdziesigtych Neyman opracowal ide¢ testu ograniczonych
hipotez, gdzie zbior wariantéw hipotezy alternatywnej jest bardzo wasko okreslony.
Pokazal, ze takie testy majg wigksza moc, niz te, ktére przyjmuja obszerniejsze
zbiory hipotezy alternatywnej.

Znane testy zgodnoS$ci nie zawsze moga by¢ stosowane w szczegdlnosci do
weryfikacji np. postaci rozktadéw ptac i dochodow. Po pierwsze, wiele z tych testow
to testy normalnosci, podczas gdy rozktad normalny dobrze opisuje rozklady ptac
jedynie w wyjatkowej sytuacji badania jednorodnych grup pracownikoéw. Po drugie,
popularne testy zgodnosci o szerszym zastosowaniu, jak test y?

A-Kotmogorowa, nie powinny by¢ stosowane ze wzgledu na zatozenia, ktore na ogot
sg niespetnione. Testy oparte na statystyce Kotmogorowa wymagaja, aby parametry

rozktadu teoretycznego byly znane. Zastosowanie testu y° wydaje sie takze

watpliwe, gdyz w przypadku bardzo duzych prob (kilka lub nawet kilkudziesigciu
tysiecy obserwacji), z jakimi mamy czesto do czynienia, badajac rozktady ptac
i dochodow, test ten odrzuca hipotez¢ zerowa nawet wtedy, gdy dopasowanie
rozktadow jest niemal pewne.

Przedstawimy testy zgodnosci Coxa, ktore uwzgledniajg postulat Neymana.

czy tez test

Testy zgodnosci Coxa

Niech Ht oznacza hipotezg zerowa, ze funkcja gestosci rozktadu populacji
generalnej przyjmuje posta¢ f(y,d), przy czym € oznacza wektor nieznanych
parametrow rozktadu.

Niech Hg oznacza hipoteze, ze funkcja gestosci rozktadu populacji generalnej
ma posta¢ g(y,7), gdzie n — wektor nieznanych parametréw, przy czym f(y,6)
i g(y,n) saroztacznymi rodzinami rozktadéw. Cox [1961, 1962] wyjasnia, ze pod
pojeciem roztgczne rodziny rozktadéw (separate families) nalezy rozumie¢, ze jeden
z poréwnywanych rozktadow nie moze by¢ przedstawiony
z zadana dokladnoscia za pomocg funkcji gestosci drugiego z rozktadow. Rozktad
taki nie moze by¢ wiec szczegdlnym przypadkiem ani tez rozkladem granicznym

drugiego. Hipoteza H, stuzy wskazaniu rozktadu alternatywnego, dla ktérego

chcemy osiagna¢ wysoka moc testu — informacja o tym rozktadzie jest zawarta
w sprawdzianie testu (T ).

Sprawdzianem testu Coxa jest statystyka:



22 Czestaw Domanski

T, = L,(0)}-1,()-E,[ L, 6) -L,3)]. ®

gdzie L, (é) Lg(ﬁ) oznaczaja wartosci logarytmow funkcji wiarygodnosci dla
oszacowanych metodg najwigksze] wiarygodnosci parametrow rozwazanych
rozktadow.

Jezeli przestawimy role H, i H_, odpowiednio jako hipotezy zerowej

i alternatywnej, otrzymujemy statystyke testu postaci:
T, = L)L 0)-ElL () -L,0) @
Statystyki T, i T, przy zatozeniu prawdziwosci odpowiednio H i H, maja
rozklady asymptotyczne normalne: T, ~as N(0,D(T;)), T, ~as N(0, D(T,)).
W przypadku H, jako hipotezy zerowej w wyniku przeprowadzenia testu

mozliwe sg nastepujace decyzje:
e nie ma podstaw do odrzucenia H, (T, bliskie zera);

e odrzucamy H, nakorzysc¢ H, (T, istotnie rézne od zera i ujemne);

e odrzucamy H; na korzys¢ innego rozktadu (nie g(y, 1)), gdy T, jest istotnie

rozne od zera i dodatnie.

W Tabeli 1 prezentowane sa wyniki badania rozmiaru testu Coxa. Zar6wno
dla rozktadu gamma, jak i dla rozktadu logarytmiczno-normalnego jako rozktadow
alternatywnych. Wobec hipotezy zerowej, ze rozktad jest Daguma, rozmiar testu
Coxa dobrze odzwierciedla przyjety poziom istotnosci a. Dla rozktadu gamma dla a
= 0,05 rozmiar testu jest zadowalajacy dla badanych liczebnosci prob, a dla rozktadu
Singha-Maddali dla n < 1000. (por. Tabela 1).

Wyniki badania mocy testu zgodnosci Coxa prezentowane sg w Tabeli 2, przy
czym rozwazano przypadki, gdy rzeczywisty rozktad byt rozktadem gamma,
logarytmiczno-normalnym lub Singha-Maddali, nie za$§ przyjetym w hipotezie
zerowej rozktadem Daguma. Nalezy podkresli¢, ze rozktady alternatywne dobrane
zostaty tak, ze obejmowaly rozklady o podobnym ksztalcie i potozeniu w stosunku
do rozktadu zerowego. Wszystkie sa bowiem rozktadami o dodatniej asymetrii
a ich parametry oszacowano na podstawie tego samego rozktadu empirycznego.
Najbardziej podobnym do rozktadu Daguma jest oczywiscie rozklad Singha-
Maddali; oba rozktady naleza do systemu rozktadow Burra. Moc testu dla rozktadu
gamma jako rozktadu alternatywnego jest bardzo wysoka dla wszystkich liczebnosci
prob i poziomow istotno$ci. Dla rozktadu logarytmiczno-normalnego odsetek
wiasciwych decyzji jest bliski 100% dla n > 2000, natomiast dla rozktadu Singha-
Maddali zadowalajace wyniki otrzymano dopiero dla n = 5000. Wynika to z faktu,
ze dla tej pary rozkladéw funkcje gestosci sg prawie identyczne. Badanie
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przeprowadzono metoda Monte Carlo powtarzajac 10000 razy kazdy wariant

eksperymentu.
Tabela 1. Rozmiar testu Coxa dla wybranych rozktadow alternatywnych
Rozktad
n logarytmiczno-normalny gamma Singha-Maddali
o =0,05 a=0,01 =005 | =001 | =005 | o=0,01
200 0,047 0,011 0,049 0,006 0,051 0,029
300 0,047 0,011 0,049 0,010 0,055 0,031
400 0,053 0,011 0,046 0,014 0,050 0,022
500 0,051 0,012 0,055 0,009 0,043 0,015
600 0,048 0,014 0,049 0,013 0,057 0,023
700 0,053 0,012 0,041 0,013 0,049 0,023
800 0,055 0,014 0,053 0,013 0,055 0,024
1000 0,040 0,014 0,042 0,012 0,053 0,014
2000 0,037 0,015 0,052 0,014 0,062 0,021
5000 0,056 0,015 0,046 0,011 0,061 0,016

Zrédlo: na podstawie pracy Jedrzejczak [2011]

Tabela 2. Empiryczna moc testu Coxa dla wybranych rozktadow alternatywnych (w %)

Rozktad
n logarytmiczno-normalny gamma Singha-Maddali

o =0,05 a=0,01 o =0,05 a=0,01 o =0,05 a=0,01

200 218 47 951 848 72 30
300 141 24 997 979 72 37
400 523 227 1000 998 97 40
500 643 357 1000 999 139 57
600 716 431 1000 1000 167 80
700 797 543 1000 1000 162 65
800 830 610 1000 1000 208 92
1000 846 594 1000 1000 286 123
2000 991 921 1000 1000 624 289
5000 1000 1000 1000 1000 985 901

Zrodlo: obliczenia wlasne

KRYTERIUM WYBORU TESTU

W podejsciu Fishera testy istotnosci pozwolity uzyskac¢ liczbe, ktorg nazywat
p-warto$cig. Jest to obliczone prawdopodobienstwo zwigzane z zaobserwowanymi

danymi, przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa.

Jerzy Sptawa Neyman znalazt sposob przedstawienia testowania hipotez tak,
by prawdopodobienstwa zwigzane z decyzjami podjetymi na podstawie testu mozna
byto obliczy¢. Musiat powigza¢ p-wartosci testu statystycznego z rzeczywistoscia.
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W podejsciu Neymana i Pearsona badacz przyjmuje pewng liczbe, taka jak
0,05 i1 odrzuca hipoteze zerows, gdy tylko p-wartos¢ testu istotnosci jest nie wigksza
od 0,05. W ten sposob w dlugiej perspektywie badacz bedzie odrzucat prawdziwg
hipotezg zerowa doktadnie w 5% przypadkow. Idea Neymana i Pearsona testowania
hipotez ma charakter czgstosciowego podejscia do prawdopodobienstwa.
Jednoczeénie Neyman przedstawit problem potrzeby okreSlenia dobrze
zdefiniowanej hipotezy alternatywnej, ktorg testuje si¢ wobec hipotezy zerowej, co
pozwala na okre§lenie mocy wybranego testu.

Lehman [1959] napisal monografi¢ z dziedziny testowania hipotez, ktory
pozostaje najbardziej kompletnym dzietem prezentujacym podejscie Neymana
i Pearsona do testowania hipotez statystycznych.

W przypadku, gdy dysponujemy prébami nieprostymi tzn. uzyskanymi na
podstawie losowania np. zaleznego, warstwowego, zlozonego, wielostopniowego,
zastosowanie odpowiednich testow dla préb prostych moze prowadzi¢ do zmiany
wlasnosci statystycznych testowanych o czym wspomniano w rozdziale PROBLEMY
ANALIZY STATYSTYCZNEJ.

Kish [1965] wprowadzit pojecie wspotczynnika, ktory nazwat efektem
strategii (schematu) losowania (design effect).

Uwzgledniajac ten wspolczynnik uzyskujemy modyfikacje testow dla prob
prostych, ktérag mozna zastosowac¢ do odpowiednich prob ztozonych opartych na
ro6znych schematach losowania lub ich kombinacjach.

Whioskowanie statystyczne oparte na probach nieprostych gwarantuje
poprawne decyzyjne wtedy, gdy postugujemy si¢ zmodyfikowanymi statystykami
testowymi. Szerszg charakterystyke tych probleméw przedstawit Bracha [1996],
[por. takze Domanski, Pruska 2000].
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LIMITATIONS OF APPLICABILTY
OF STATISTICAL HYPOTHESIS TESTING

Abstract: The aim of this article is to show limits of applications of statistical
tests based on the theory Neyman-Pearson. The most important feature of each
test is its power, which we can examine if only we had formulated both the
null hypothesis and the alternative hypothesis. In this paper we present an
example of a test, for which we defined empirical power and size.

Keywords: a statistical model, the Neyman-Pearson idea, power and size
of the test, the Cox test, tests for not simple samples



