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Streszczenie: W pracy przedstawiono zastosowanie transformaty Mellina do
poréwnania liczb rozmytych bedacych wynikiem dziatania metody FSAW.
Transformata Mellina wykorzystuje funkcje gestosci prawdopodobienstwa
zwiazanej z liczba rozmyta, po uwzglednieniu transformacji proporcjonalnej.
Pozwala to na porzadkowanie liniowe liczb rozmytych w oparciu o miary
statystyczne ($rednig i wariancje). W szczegolnosci przedstawiono zaleznosci
matematyczne dla tréjkatnych liczb rozmytych. Metode zilustrowano na
przyktadzie wieloatrybutowego podejmowania decyzji.

Stowa kluczowe: podejmowanie decyzji, metoda wielokryterialna, liczby
rozmyte, rozmyta metoda SAW, transformata Mellina

WSTEP

Wieloatrybutowe metody rankingowe dostarczaja narzedzi  wyko-
rzystywanych w rozwigzywaniu wielokryterialnych probleméw decyzyjnych
(MADM - Multi Attribute Decision Making). Jedng z najprostszych i najcze$ciej
stosowanych metod wieloatrybutowych jest metoda SAW (Simple Additive
Weighting). W klasycznym algorytmie SAW przyjmuje si¢, ze elementy macierzy
decyzyjnej sg wyrazone za pomocg liczb rzeczywistych. W rzeczywistoSci oceny
wariantow decyzyjnych wzgledem kryteriow moga by¢ nieprecyzyjne lub tez
informacje moga by¢ trudne do oceny w sposob doktadny w formie ilosciowe;.
W takiej sytuacji zasadne wydaje sie zastosowanie podejscia lingwistycznego
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wykorzystujacego jezyk naturalny zamiast liczb [Herrera, Herrera-Viedma 2000].
Zmienne lingwistyczne bedace elementami macierzy decyzyjnej mozna opisa¢ za
pomocg liczb rozmytych. Jako wynik dziatania metody SAW rowniez uzyskamy
liczby rozmyte, ktore po wyostrzeniu utworzg ranking i wskazg element najlepszy.
Przedstawiong metod¢ nazywa si¢ rozmytg metodg SAW (FSAW — Fuzzy Simple
Additive Weighting).

W rozmytej metodzie SAW najczgéciej wykorzystuje si¢ liczby rozmyte
trojkatne lub trapezowe, ktore sg charakteryzowane za pomoca odpowiednio trzech
lub czterech liczb rzeczywistych, stanowiacych wartoéci graniczne przedziatu
nos$nika i jadra. Jednak mozemy rowniez uzy¢ liczb rozmytych o funkcji
przynalezno$ci opisanej innymi funkcjami np. o ksztalcie dzwonu. Wowczas
metoda wyostrzania uzyta do budowy rankingu powinna uwzglgdnia¢ ksztatt
funkcji przynaleznos$ci, a nie tylko wartosci graniczne przedziatu nosnika i jadra.
Jedna z takich metod wyostrzania zostanie zaprezentowana w pracy. Wykorzystuje
ona transformat¢ Mellina oraz funkcje gestosci prawdopodobiefistwa zwigzang
z wynikowg liczba rozmyta.

Praca sktada si¢ z szeSciu czgsci. W drugiej zaprezentowano podstawowe
informacje na temat liczb rozmytych. W cze$ci trzeciej przyblizono zagadnienia
zwigzane z rozmyta metoda SAW. Kolejny element pracy to prezentacja
transformaty Mellina oraz PDF (probabilistic density function), stuzgcych do
wyostrzania liczb rozmytych i tworzenia rankingu wariantéw decyzyjnych. Praca
konczy si¢ przyktadem oraz podsumowaniem.

LICZBY ROZMYTE

Pojecie zbioru rozmytego wprowadzil Lotfi Zadeh w 1965 roku. Zbiorem
rozmytym A na uniwersum X, nazywamy zbior par:

A= {(x, pa(x)): xeX, uA:X—>[0,1]}, 1)
gdzie p, jest funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego A, ktoéra kazdemu
elementowi xeX przypisuje jego stopien przynaleznosci do zbioru rozmytego A
[Zadeh 1965]. Nosnikiem zbioru rozmytego A nazywamy zbidr oznaczany jako
suppA i okreSlony nastepujgco: suppA = {xeX:u,(x) > 0}. Jadrem zbioru
rozmytego A  nazywamy zbiér  oznaczany jako  kerA  postaci:
kerd = {xeX: u,(x) = 1}.

Liczba rozmyta A nazywamy szczegdlny rodzaj zbioru rozmytego, ktory jest
okreslony na uniwersum liczb rzeczywistych (X = R) oraz spelnia nastgpujace
warunki:

e normalnos$¢ tzn. IxeR: pp(x) = 1,
e wypukto$¢ tzn.

VX1, X2 €R, VA€[0,1]: pa(Ax1 + (1 — )xz)>min(pa (x1), pa(X2)),
e nosnik jest przedzialem,
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e funkcja przynaleznosci jest przedziatami ciagta.

Jednak praktyczne zastosowania liczb rozmytych pokazuja, ze ich funkcje
przynalezno$ci nie sa dyskretne ale ciagle i maja przewaznie do$¢ regularny
ksztalt, zazwyczaj w postaci trojkata, trapezu, dzwonu itp. Oznacza to, ze zamiast
podawac stopnie przynaleznosci dla wszystkich elementow nos$nika, wystarczy
kilka parametréw do jednoznacznego opisania takich regularnych funkcji
przynaleznosci. W przypadku tréjkatnych liczb rozmytych (uzywanych w dalszej
czesci pracy) funkcja przynaleznosci ma postac:

X—a

— gdy a<x<b
(x) =423 . 2
Ha % gdy b<x<c @
Wowczas, takie liczby rozmyte mozemy charakteryzowaé za pomocg trzech liczb
rzeczywistych A = (ay; by;cy). Na Rysunku 1 pokazano przyktad trojkatnej
liczby rozmytej A = (1; 4;6).

Rysunek 1. Funkcja przynaleznosci trojkatnej liczby rozmytej A = (1; 4; 6)

H(X) A

> X

8 10
Zrodlo: opracowanie wiasne

Podstawowe operacje na trojkatnych liczbach rozmytych o funkcji
przynaleznosci (2) sprowadzaja si¢ do operacji na trzech parametrach. Niech dane
beda liczby rozmyte A = (ay; ba; ca) | B = (ag; bg; cg) oraz liczba rzeczywista r.
Wowczas:

e suma liczb rozmytych A i B jest rowna

A+ B = (ag+ag;by+ bg;cy +cp), 3
o iloczyn liczby rzeczywistej r i liczby rozmytej A jest rowny
r-A=(r-agr- -bgr-cy). 4)

W kolejnej czg$¢ zostanie zaprezentowana metoda SAW oraz jej rozmyta
wersja.

ROZMYTA METODA SAW

Metoda SAW jest najprawdopodobniej najbardziej znang i najczeSciej
stosowang metoda wsrod narzedzi wykorzystywanych do wielokryterialnych
problemow decyzyjnych [Abdullah, Adawiyah 2014]. Kazdy dyskretny,
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wielokryterialny problem decyzyjny mozna przestawi¢ W postaci macierzy
warto$ci wariantu wzgledem kryterium (macierzy decyzyjnej) (zob. Tabela 1).
W macierzy poszczeg6élne symbole oznaczaja: Kn (n = 1, ..., N) — n-te kryterium
decyzyjne, Wn (Wn >0, n=1,..,N) — wage n-tego kryterium, spetniajaca
zaleznos¢:

Wi+ W2+--+WN =1, (5)
Hm (m=1,..,M) — m-ty wariant decyzyjny, x,, (Vn=1,.,N;m=
1, ..., M: x;n€R) — warto§¢ m-tego wariantu decyzyjnego ze wzgledu na n-te
kryterium.

Tabela 1. Opis problemu decyzyjnego w postaci macierzy decyzyjnej

Kryteria
Warianty | K1 | K2 | K3 | .. | KN
decyzyjne Wagi kryteriow
wi w2 W3 WN
H1 X11 X1p X13 X1N
H2 Xon
HM X1 X2 Xy3 XuN

Zrodto: opracowanie wlasne

W klasycznym algorytmie SAW zaklada si¢, ze warianty decyzyjne s3
reprezentowane przez liczby rzeczywiste x,,,, € R. W przypadku rozmytej metody
SAW (metody FSAW) warianty decyzyjne sa oceniane wzgledem kazdego
kryterium za pomoca okreslen (wartosci) lingwistycznych, ktére matematycznie sg
opisane za pomoca liczb rozmytych A,,,. Najcze$ciej wykorzystywane sg w tym
celu trojkatne funkcje przynaleznosci, opisane wzorem (2). OkreSlenia
lingwistyczne wyrazaja werbalng skale oceny wariantu (kryterium) np.
odpowiednia, dostateczna, dobra, bardzo dobra ocena wariantu wzgledem danego
kryterium, itp.

Istniejg rézne podejécia dla funkcji agregujacej, ktora jest wyliczana na
podstawie liczb rozmytych A,,, dla wariantow ocenianych wzgledem kryteriow
oraz ostrych (badz rozmytych) liczb Wn, stanowiacych wagi poszczegdlnych
kryteribw. Mozna tutaj wyrdzni¢ metody proponowane przez Baas’a
i Kwakernaak’a, Dubois’a i Prade’a, Cheng’a i Mclnnis’a oraz Bonissone’a [Chen,
Hwang 1992].

Podej$cie Bonissone’a [Bonissone 1982] nie zaktada normalizacji liczb
rozmytych, a jedynie wykorzystanie odpowiednich operacji arytmetycznych.
Funkcja agregujaca, oznaczona jako FS, jest wowczas wyliczana na postawie
zaleznosci:

vm=1,..,M:FS(Hm) = ¥N_ Wn - A, (6)
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gdzie: Hm stanowi m-ty wariant decyzyjny, Wn — wage n-tego Kkryterium
w postaci liczby ostrej (badz rozmytej), A, — liczbg rozmytg dla m-tego wariantu
decyzyjnego ze wzgledu na n-te kryterium.

Wynikiem funkcji FS (6) sa liczby rozmyte, ktore daja jedynie ogdlny
poglad na oceng wariantow wzglgdem danych kryteriow. W celu utworzenia
dokladnego rankingu wariantow nalezy dokonaé wyostrzenia liczb rozmytych
i uporzadkowa¢ liniowo otrzymane wyniki ocen. Wariant z najwyzsza oceng
bedzie stanowi¢ wariant najbardziej preferowany ze wzgledu na spetnienie celow
i ograniczen, odzwierciedlanych w kryteriach oceny. Ponizej przedstawiono
metod¢ wykorzystujaca transformate Mellina, jako sposdéb na wyostrzanie
wynikowych liczb rozmytych.

WYKORZYSTANIE TRANSFORMATY MELLINA DO
POROWNYWANIA LICZB ROZMYTYCH

Niech A bedzie dowolng liczbg rozmyta. Funkcje przynalezno$ci piy(x)
liczby rozmytej A mozemy odwzorowac na funkcj¢ gestosci prawdopodobienstwa,
ktora bedzie zwigzana z liczbg A. Jedna z metod takiego przeksztalcenia jest
transformacja proporcjonalna (proportional probability distribution) [Yoon 1996].
Polega ona na wyznaczeniu funkcji gestosci prawdopodobienstwa f,(x),
zawigzanej z liczbg rozmytg A, na podstawie nastgpujacej zaleznosci:

fa(x) = h-pa(x), (7
gdzie h jest statg proporcjonalnosci taka, ze pole pod funkcja f,(x) jest rowne 1.
W przypadku trojkatnej liczby rozmytej A o funkcji przynaleznosci (2) funkcja
gestosci prawdopodobienstwa f, (x) zawigzana z tg liczbg ma postac:

x®
Q

h-— gdy a<x<b
b-a
x) = _ , 8
fa@) h-—z_z gdy b<x<c ®)
gdzie
h=—" ©)

Na Rysunku 2 pokazano trojkatng liczbe rozmyta z Rysunku 1 oraz zwigzang z nig
funkcje gestosci prawdopodobienstwa, otrzymana za pomoca przeksztatcenia (8).

Niech funkcja f(x) bedzie funkcja gestosci prawdopodobienstwa okreslong
dla x > 0. Transformata Mellina funkcji f (x) dana jest wzorem:

M, (s) = fooo x5 (x)dx, 0 < x < oo, (10)
gdzie s jest zmienng zespolong. Wzdér (10) mozemy poréwnaé z wartoscig

oczekiwang funkcji  g(X) zmiennej losowej X, o funkcji gestosci
prawdopodobienstwa f(x), wyrazong zalezno$cia:

E(g(X)) = [ g(Of (x)dx, (11)
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wowczas otrzymamy
My(s) = E(X°™) = ["x" ' f(x)dx. (12)
Pozwala to na wyznaczenie dwoch podstawowych momentow, wartosci
oczekiwanej i wariancji, za pomocg transformaty Mellina w nast¢pujacy sposob:
e warto$¢ oczekiwana
my = E(X) = M, (2), (13)
e Wariancja
o =E[X —EMX)]* = EX?) — [EX)]* = M,(3) — [Mx(2)]. (14)

Rysunek 2. Funkcja przynaleznosci trojkatnej liczby rozmytej wraz z funkcja f(x)

H(X)

> X

8 10
Zrédlo: opracowanie wiasne

Obliczenie warto$ci oczekiwanej (13) oraz wariancji (14) funkcji gestosci
prawdopodobienstwa f,(x) opisanej wzorem (7), zawigzanej z liczba rozmyta A
pozwala na liniowe porzgdkowanie liczb rozmytych. Wyzsze miejsce w rankingu
zajmuje liczba rozmyta o wyzsze] wartosci oczekiwanej. W przypadku
jednakowych wartoéci oczekiwanych wyzszg pozycje zajmuje liczba 0 mniejszej
wariancji.

W dalszej czgSci pracy =zostang wyznaczone zaleznosci na stalg
proporcjonalnosci h we wzorze (7), transformat¢ Mellina (10), warto$¢ oczekiwang
(13) oraz wariancj¢ (14) dla trojkatnych liczb rozmytych, ktora najczesciej
znajduje zastosowanie w metodach wielokryterialnych (szeroki opis charakterystyk
(12)-(14) dla trapezowych liczb rozmytych mozna znalez¢ np. w [Yoon, 1996]).

Trojkatne liczby rozmyte o funkcji przynaleznosci (2) mozemy podzieli¢ na
trzy grupy:

o liczby postaci A1 = (a; b; ¢) (zob. Rysunek 3 a),
o liczby postaci A2 = (a; b; b) (zob. Rysunek 3 b),
o liczby postaci A3 = (b; b; ¢) (zob. Rysunek 3 c).
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Rysunek 3. Funkcje przynaleznosci trojkatnych liczb rozmytych: a) A1 = (a; b; ¢),
b) A2 = (a; b; b), ¢) A3 = (b; b; ©)

U U u
Al A2 A3

X X X
a b c a b b c

Zrodto: opracowanie wlasne

Woéwcezas wspomniane wyzej zaleznosci majg nastgpujace postacie:

e liczba postaci A1 = (a; b; ¢)
2

c—a'

= My(s) =

2 (c(cs—bs) _ a(bs—as))
s(s+1)(c—a) c-b b-a J'

. m1=§(a+b+c),
. 02=1i8(a2+b2+cz—ab—ac—bc),
e liczba postaci A2 = (a; b; b)

2

" b-a'
- _ 2z s _ a®’-a’)

Mx(S) T s(s+1)(b-a) (Sb b-a )'
= m; =< (a+2b),

- 2 _ 1 N2
a—lS(a b)~,

e liczba postaci A3 = (b; b; ¢)
2
c-b'

. _ 2 c(cS-b%) s
My (s) = s(s+1)(c—b)( c-b sb )’

. m1=§(2b+c),
1
= g2 =1—8(b—c)2.

W kolejnej czgsci przedstawiony zostanie przyktad wykorzystania opisanych
narzedzi do podejmowania decyzji w ujeciu wielokryterialnym.

PRZYKLAD ZASTOSOWANIA ROZMYTEJ METODY SAW
| TRANSFORMATY MELLINA DO PODEJMOWANIA DECYZJI
W UJECIU WIELOKRYTERIALNYM

Rozwazmy przyktad wyboru miejsca na spedzenie letnich wakacji. Decydent
zrobit liste krajow oraz hoteli, ktore uznat za potencjalne miejsca wyjazdu. Po
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wstepnej selekcji decydentowi zostalo pie¢ mozliwosci, z ktérych chce wybraé naj-
lepsza: Cypr — H1, Egipt — H2, Grecja — H3, Hiszpania — H4 i Turcja — H5. Nas-
tepnie kazdy z hotel zostat oceniany wzgledem szesciu kryteriow wybranych przez
decydenta: hotel ogolnie i atrakcyjnos¢ okolicy — K1, pokdj — K2, serwis — K3,
potozenie — K4, gastronomia — K5 oraz sport i rozrywka — K6. Dodatkowo
decydent okreslit istotno$¢ poszczegodlnych kryteridw otrzymujac nastepujacy
wektor wag:
w = (0,05;0,25;0,1;0,2;0,25; 0,15).

W role ekspertow (respondentéw) dokonujacych oceny weielili si¢ uczestni-
cy wakacji spedzonych we wspomnianych hotelach. Na podstawie swoich odczu¢
1 obserwacji dokonuja oni oceny hotelu wzgledem poszczegélnych kryteriow za
pomocg termindéw lingwistycznych zawartych w Tabeli 2. Nastepnie uzyskane
opinie od respondentdw sg agregowane (np. za pomocg Sredniej arytmetycznej lub
dominanty). Wyniki ocen ekspertow sa zawarte w Tabeli 3. W Tabeli 4 zestawiono
uzyskane wyniki koncowe: na podstawie (6) liczbe rozmyta okreslajaca zagrego-
wang ocene hotelu — FS(Hm), jej warto$¢ oczekiwang — m; i wariancje — o2 oraz
jej pozycje rankingowa — RANK okre$long na podstawie m, i o2,

Tabela 2. Terminy lingwistyczne wykorzystywane do okreslenia rankingu wariantow

decyzyjnych
Terminy lingwistyczne | Skrét | Trojkatna liczba rozmyta w notacji (a; b; ¢)

Bardzo staby BS (0;0;0,1)

Slaby S (0;0,1;0,3)

Srednio staby SS (0,1:0,3;0,5)

Dostateczny DT (0,3;0,5;0,7)

Srednio dobry SD (0,5:0,7;0,9)

Dobry DB (0,7;0,9;1)

Bardzo dobry BD (0,9;1;1)

Zroédlo: opracowanie whasne na podstawie [Chen 2000]

Tabela 3. Wyniki oceny hoteli wzgledem kryteriow uzyskane od respondentow

K1 |K2|K3|K4|K5|Ké6
H1|BD |DB|SD | SS |DT|DT
H2|SD |DB|DT |DB| SS | DB
H3 |SD |DT DB | SS |SD | SD
H4 |SD |SD DB |SD |DB | DT
H5|SD |DT (DB |DB | DT | SS

Zrodto: opracowanie wlasne
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Tabela 4. Zagregowane wyniki oceny hoteli wzgledem kryteriow oraz ranking
FS(Hm) my o? RANK
H1|0,410|0,605|0,770|0,595|0,005413
H2 0,500 |0,700| 0,840 | 0,680 | 0,004867
H3 0,390 0,590|0,780 | 0,587 | 0,006339
H4 | 0,540 0,740 0,910 | 0,728 | 0,005568
H5|0,400 0,600 |0,770| 0,590 | 0,005717

AlR|OIIN|W

Zrédlo: opracowanie wlasne

Uzyskany ranking za pomocg rozmytej metody SAW ma postac:

Grecja < Turcja < Cypr < Egipt < Hiszpania
poniewaz H3 < H5 < H1 < H2 < H4. Oznacza to, ze decydent powinien spedzi¢
wakacje w Hiszpanii (najwyzsza pozycja w rankingu).

Metoda SAW ma wady, z ktorych dos¢ wazna jest brak odpornosci na
,manipulacj¢”. Oznacza to, ze koncowy ranking zalezny jest od sposobu
normalizacji elementéw macierzy decyzyjnej oraz moze nastgpi¢ zmiana
uporzadkowania wariantow decyzyjnych w sytuacji usuni¢cia lub dodania nowego
wariantu do juz rozwazanego zestawu tzw. rank reversal [Wang, Lou 2009].
W przypadku prezentowanej rozmytej metody SAW (FSAW) nie stosuje si¢
normalizacji elementéw macierzy decyzyjnej, co wptywa na wigkszg odpornosé
metody na ,,manipulacj¢”. W przyktadzie wyboru miejsca na spedzenie letnich
wakacji zaprezentowano dodatkowy wariant hotelu w Bulgarii H6, oceniany
wzgledem kryteriow K1 — K6 nastepujaco:

(SD; DT; SS; SS; DT; SS).
Z uwagi, iz jest to miejsce nie najlepiej oceniane przez respondentéw
my; = 0,42, 62 = 0,006667 (nieistotny wariant), nie wptyngt on na ogdlne
uszeregowanie w rankingu ocen:
Bulgaria < Grecja < Turcja < Cypr < Egipt < Hiszpania.
Ponadto, usuniecie ktoregokolwiek z wariantow nie zmieni kolejnosci w rankingu
dotychczas ocenianych wariantow.

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono zastosowanie transformaty Mellina do porownania
liczb rozmytych w metodzie FSAW. Metoda zaktada wykorzystanie funkcji
gestosci prawdopodobienstwa zwigzanej z liczbg rozmyta, po uwzglednieniu
transformacji proporcjonalnej. Przyktad wykorzystania metody pokazuje, iz
sprawdza si¢ ona dobrze przy wielokryterialnym podejmowaniu decyzji. Metoda ta
moze by¢ zatem alternatywa dla algorytmu wyostrzania liczb rozmytych
w zastosowaniach wielokryterialnych rozmytych metod rankingowych, rowniez
innych niz najprostsza metoda FSAW.
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DECISION-MAKING BASED ON FUZZY SAW METHOD
AND MELLIN TRANSFORM

Abstract: The paper presents the use of Mellin transform to compare fuzzy
numbers in the FSAW method. The Mellin transform uses the probability
density function (PDF) associated with the fuzzy number. The PDF is
calculated with the proportional transformation. The proposed method allows
to rank fuzzy numbers based on statistical measures (the mean and the
variance). In particular, the mathematical relations for the triangular fuzzy
numbers are presented. A numerical example of the fuzzy multi-criteria
decision-making is illustrated.

Keywords: Fuzzy Multi Attribute Decision Making FMADM, fuzzy
numbers, fuzzy SAW method, Mellin transform



