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Streszczenie: W artykule przedstawiono rozktad bootstrapowego estymatora
mediany dla proby o nieparzystej liczbie elementow. Wykorzystujac jego
wlasnosci, oszacowano punktowo i przedzialowo mediang dla prob pocho-
dzacych z populacji o wybranych rozktadach o réznej liczebnosci. Przepro-
wadzone badania symulacyjne pokazatly, kiedy lepszym oszacowaniem me-
diany jest mediana estymatora, a kiedy jego wartos¢ oczekiwana. Zbadano
wplyw liczebnosci proby na doktadnos¢ szacunkéw punktowych i przedzia-
lowych.

Stowa kluczowe: bootstrapowy estymator mediany, punktowe i przedziato-
we szacowanie mediany

WPROWADZENIE

W wielu zagadnieniach, nie tylko ekonomicznych, do charakterystyki po-
ziomu badanego zjawiska nie wystarcza $rednia arytmetyczna. Tak jest w przypad-
ku, gdy rozklad cechuje asymetria. Wowczas przydatna jest inna miara $redniej,
czyli mediana. Jesli badacz dysponuje danymi z catej populacji, moze interesujgcy
go parametr np. mediang obliczy¢. W przypadku gdy dostepne sa jedynie informa-
cje z czesci populacji, moze jedynie parametr oszacowac.

Jedng z metod szacowania parametréw jest metoda bootstrapowa, ktorg sto-
suje sig, jesli nie jest znany rozktad cechy w badanej populacji. Warto doda¢, ze
w zastosowaniach praktycznych zwykle rozklady badanych cech nie sg znane
i jedyna informacja jaka dysponujemy jest pobrana proba losowa.

Zaproponowana przez Efrona [Efron 1979] metoda bootstrapowa polega na
wtornym probkowaniu proby oryginalnej (pierwotnej). Jesli metode stosuje sig
w celu szacowania parametréw, dla kazdej proby wtormej wyznaczany jest intere-
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sujacy badacza parametr. Na podstawie zbioru obliczonych dla prob wtoérnych war-
to$ci mozna okresli¢ bootstrapowy rozktad estymatora. Rozklad ten mozna wyko-
rzystac nastgpnie do punktowego lub przedzialowego szacowania parametru.

Podkresli¢ nalezy, ze liczba wszystkich mozliwych prob wtormych jest skon-
czona i towna Nn", gdzie n — jest liczbg elementow proby pierwotnej. Metode bazu-
jaca na wszystkich probach wtornych nazywa si¢ metoda doktadnego bootstrapu’
(exact bootstrap method). Metode doktadnego bootstrapu mozna zastosowaé
w przypadkach gdy n nie jest zbyt duze® lub, jesli znany jest bootstrapowy rozktad
estymatora. W przypadku mediany dla proby o nieparzystej liczbie elementow
»dokltadny” rozktad jej bootstrapowego estymatora jest znany.

Dla proby o nieparzystej liczbie elementéw estymator mediany jest estyma-
torem medianowo-nieobcigzonym [Zielinski 2010]. Jesli wigc mediana estymatora
jest rozna od jego wartosci oczekiwanej nalezy, jako oszacowanie mediany, przy-
ja¢ mediang estymatora, a nie jego warto$¢ oczekiwang. Z drugiej strony wiadomo,
ze granicznym rozktadem mediany z proby o nieparzystej liczbie elementéw jest
rozktad normalny o warto$ci oczekiwanej rownej medianie rozktadu [Domanski
i Pruska 2000]. Z uwagi na symetryczno$¢ rozktadu granicznego, dla prob duzych
zarowno mediana jak i warto$¢ oczekiwana estymatora powinny dawac oszacowa-
nie rownie dobre.

Celem przedstawionych w niniejszym artykule badan bedzie punktowe
i przedziatlowe szacowanie mediany bazujace na rozktadzie estymatora bootstra-
POWeQO.

Szacowanie punktowe ma na celu pordwnanie mediany i wartosci oczekiwa-
nej bootstrapowego estymatora mediany. Rozwazania teoretyczne wskazuja, ze
mediana powinna by¢ oszacowaniem lepszym, natomiast wraz ze wzrostem liczeb-
nos$ci proby réznice pomiedzy nimi powinny by¢ coraz mniejsze.

Dla przedzialowego szacowania mediany granice przedzialu ufno$ci, ze
wzgledu na wlasnos$ci rozktadu estymatora bootstrapowego, moga by¢ z gory wy-
znaczone dla wszystkich prob o zadanej licznosci i zadanego poziomu ufnosci.
Zbadany zostanie wptyw wielkoSci proby na doktadno$¢ oszacowan przedziato-
wych.

Proby wykorzystane do symulacji losowano przy uzyciu generatora liczb
pseudolosowych wbudowanego w program MS Excel. Wszystkie obliczenia wy-
konano z wykorzystaniem jezyka VBA.

! Metoda jest przedstawiona miedzy innymi w pracy Kisielinska J. (2014) Szacowanie
mediany przy uzyciu doktadnej metody bootstrapowej, Metody Ilosciowe w Badaniach
Ekonomicznych. Tom XV, Nr. 3, str. 111-121.

2 Dla wiekszych liczebnosci proby pierwotnej czas potrzebny do wygenerowania wszyst-
kich prob wtornych i obliczenia dla nich interesujacych parametréw moze by¢ bowiem
bardzo dhugi.
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BOOTSTRAPOWY ESTYMATOR MEDIANY DLA PROBY O NIEPA-
RZYSTEJ LICZBIE OBSERWACIJI

Rozwazania prowadzone bgda dla proby prostej X,, X,,..., X, wylosowanej
z populacji o nieznanym rozkladzie F z mediang Mgs. Warto$ci proby oznaczone
zostang jako X;,Xy,..., X, za$ uporzadkowane niemalejaco jako Xy, Xz ,--Xp -
Statystyka pozycyjna o randze k oznaczona zostanie jako X,. Mediang Me
z n-elementowej proby o nieparzystej liczbie elementdw jest jej srodkowy element:

Me = X, (1)
gdzie m= n7+1 jest pozycja mediany.

W metodzie bootstrapowej z proby pierwotnej losowane sg ze zwracaniem
proby wtorne: X, X;,..., X, . Je$li w probie pierwotnej nie byto powtorzen, kazda
ze zmiennych X przyjmowaé moze wartosci ze zbioru {x1 ) S Xn} z jednako-
wym prawdopodobienstwem rownym 1/n.

W préobach wtérnych mediang moze by¢ dowolny element proby pierwotnej.
Jesli bootstrapowy estymator mediany oznaczymy jako X (*m) okreslenie jego roz-
ktadu wymaga obliczenia prawdopodobienstw P()Z(*m) = x(l)), dlal=1,2,...,n. Praw-
dopodobienstwa te mozna wyznaczy¢ w sposob nastepujacy [Maritz i Jarrett 1978,
Efron 1979, Kisielinska 2014, Pekasiewicz 2015]:
dlal=2,...,n-1
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Wzor ten dla I=2,...,n-1 mozna zapisa¢ w prostszej postaci [Maritz i Jarrett 1978]:
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Wazng cecha przedstawionego rozktadu jest to, ze prawdopodobienstwa
okreslone wzorem (2) dla poszczeg6lnych wartosci Xy nie zaleza od wartosci

obserwacji wchodzacych w sktad proby. Mowiac inaczej, prawdopodobienstwa te
sa jednakowe dla wszystkich n elementowych prob. Latwo pokaza¢ ponadto, ze:

P(Riny = 40 )= PRy = X010, @
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Warto$¢ oczekiwana rozkladu bootstrapowego estymatora mediany dla proby
0 nieparzystej liczbie obserwacji mozna obliczy¢ ze wzoru:

E(*(m>)=ix@ PR =x) (5)

za$ wariancj¢:
n

VAR (R iy )= 3 ()~ EQR i JF - P(Xisy = 1) (6)

Wartos¢ oczekiwana E()Z;) bedzie rowna medianie z proby pierwotnej je-
dynie® w przypadku proby idealnie symetrycznej wzgledem $rodkowego elementu,
czyli takiej, ktéra spetnia warunek:

Xm) = X1) = Xn-142) ~ X(m) ()

Na wylosowanie reprezentatywnej proby symetrycznej sa szanse jedynie
wowczas, gdy rozktad, dla ktorego pobrano probe jest rozktadem symetrycznym.
Pamicta¢ jednak nalezy, ze mediana jest parametrem interesujacym jedynie dla
rozktadow asymetrycznych.

Znajac rozktad bootstrapowego estymatora mediany mozna zbudowaé prze-
dzialy ufnosci. Poniewaz rozktad ten jest dyskretny, jako granice przedzialu warto
przyjac¢ elementy proby. Dla zadanego poziomu ufnosci 1-¢, lewa granica prze-
dziatu ufnosci Me, dla wszystkich n-elementowych prob o nieparzystej liczbie

2
elementéw bedzie wowczas najwigkszy element X(g), ktory spetnia warunek:

(04
F(x(d))s? (8)

RS

gdzie F jest dystrybuanta estymatora X . Granica prawa przedziatu Me _ nato-
1—

miast bedzie najmniejszy element X, ktory spetnia warunek:
a
F)21-7- 9)

Podkresli¢ nalezy, ze jesli proba nie spetnia warunku (7) przedzialy te beda
asymetryczne wzgledem mediany z proby, a wobec tego jako miar¢ doktadnos$ci
oszacowania lepiej uzywac szerokosci przedziatu, a nie jego potowy.

WYNIKI OBLICZEN

Eksperymenty symulacyjne przeprowadzono dla populacji o sze$ciu rozkta-
dach. Rozktady te oznaczone zostaty jako:
e F(10,7): rozktad F o liczbie stopni swobody licznika 10 i mianownika 7,

¥ Nie mozna oczywiscie wykluczy¢ wylosowania proby niesymetrycznej, dla ktérej media-
na bedzie rowna wartosci oczekiwanej, bedzie to jednak przypadek, a nie reguta.
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o F(5,2): rozktad F o liczbie stopni swobody licznika 5 i mianownika 2,
o CHI(3): rozktad ;(2 o liczbie stopni swobody 3,

e CHI(10): rozktad ;(2 o liczbie stopni swobody 10,

e N(5,1): rozktad normalny,
e N(5,4) : rozktad normalny.

Z kazdej populacji wylosowano po 100 prob o liczebnosciach n = 21, 31, 41,
51,61, 71, 81,91, 101, 111, 121. W celu wiekszej poréwnywalnosci wynikow dla
roznych rozktadow losowano liczby losowe z przedziatu [0,1], ktore traktowano
nastepnie jako dystrybuantg rozktadu. Dla kazdego n obliczono bootstrapowy roz-
ktad mediany, a nastepnie dla wszystkich prob wyznaczono parametry rozktadu:
mediang i warto$¢ oczekiwang oraz przedziaty ufnosci.

Tabela 1. Srednie odleglosci oszacowan mediany od faktycznej mediany rozktadu wyzna-
czone ze 100 prob

F(10,7), Mgs=1,030 F(5,2) , Mgs=1,252 CHI(3) , Mys=2,366
1] d;] Id] d;] Idi] d;]
21 0,059711 0,078324 0,192693 0,304717 0,155731 0,193178
31 0,044853 0,028693 0,078128 0,149936 0,054525 0,082834
41 0,021680 0,031027 0,078977 0,128069 0,054326 0,074151
51 0,015578 0,021089 0,054239 0,086433 0,039551 0,050352
61 0,009630 0,021438 0,037836 0,082665 0,023370 0,052524
71 0,001856 0,009608 0,018773 0,051427 0,001571 0,019940
81 0,001284 0,009143 0,014879 0,046507 0,000635 0,019574
91 0,001247 0,006294 0,016100 0,037439 0,000183 0,012125

101 0,013141 0,014929 0,008399 0,019089 0,034271 0,036979

111 0,002381 0,007478 0,013762 0,034142 0,004663 0,016976

121 0,007537 0,009489 0,026806 0,039185 0,018990 0,022568

CHI(10) , My5=9,342 N(5,1) , Mys=5 N(5,4) , Mgs=5
n I d;] I d] I Id]
21 0,059711 0,078324 0,192693 0,304717 0,155731 0,193178
31 0,044853 0,028693 0,078128 0,149936 0,054525 0,082834
41 0,021680 0,031027 0,078977 0,128069 0,054326 0,074151
51 0,015578 0,021089 0,054239 0,086433 0,039551 0,050352
61 0,009630 0,021438 0,037836 0,082665 0,023370 0,052524
71 0,001856 0,009608 0,018773 0,051427 0,001571 0,019940
81 0,001284 0,009143 0,014879 0,046507 0,000635 0,019574
91 0,001247 0,006294 0,016100 0,037439 0,000183 0,012125

101 0,013141 0,014929 0,008399 0,019089 0,034271 0,036979

111 0,002381 0,007478 0,013762 0,034142 0,004663 0,016976

121 0,007537 0,009489 0,026806 0,039185 0,018990 0,022568

Uwagi: d; - odlegtos¢ mediany estymatora bootstrapowego od mediany rozktadu,
d, - odleglos¢ warto$ci oczekiwanej estymatora bootstrapowego od mediany rozktadu.

Zrodto: badania wlasne
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W Tabeli 1 przedstawione zostaty $rednie odlegloéci oszacowan mediany od
jej faktycznej wartosci, wyznaczone dla szesciu populacji ze 100 prob. Odlegtosé
oznaczong jako d; obliczono dla oszacowania w postaci mediany z prob bootstra-
powych, za$ d, dla oszacowania w postaci wartosci oczekiwanej. Dla rozktadow
asymetrycznych (F(10,7), F(5,2), CHI(3), CHI(10)) mediana byta oszacowaniem
lepszym od wartosci oczekiwanej (jedynie w czterech przypadkach na 44 bylo
przeciwnie). Dla dwoch rozktadow symetrycznych (N(5,1), N(5,4)) lepszym osza-
cowaniem byta zwykle warto$¢ oczekiwana (z wyjatkiem trzech przypadkow na
22).

Poniewaz dla rozktadow asymetrycznych mediana estymatora jest lepszym
oszacowaniem niz warto$¢ oczekiwana, stosowanie wariancji jako miary doktad-
no$ci nie bedzie odpowiednie. Mozna uzy¢ w tym celu odleglosci miedzykwarty-
lowej [Zielinski 2010] lub szerokosci przedziatow ufnosci.

W przypadku prob z populacji o rozktadach F, systematyczne zmniejszanie
odlegtoséci zaobserwowaé mozna dla rozktadu F(10,7) do n = 91, za$ dla rozktadu
F(5,2) do n = 101. Dalsze zwigkszanie proby w niektorych przypadkach daje osza-
cowanie gorsze niz dla proby mniejszej. Najmniejsze réznice migdzy oszacowa-
niem mediany, a jej faktyczng warto$cia uzyskano dla proby 91 elementowej w
przypadku rozktadu F(10,7) i 101 elementowej dla rozktadu F(5,2). Na btedy osza-
cowan wplyw ma wariacja rozktadu populacji. Rozktad F(5,2) ma wigkszg warian-
cje niz rozktad F(10,7), co skutkuje wickszymi btedami (zarowno dla mediany jak
1 wartosci oczekiwane]j bootstrapowego rozktadu estymatora) niemal dla wszyst-
kich liczebnosci prob.

Dla populacji o rozkladzie ¥* najlepsze oszacowanie mediany uzyskano dla
n = 91 w przypadku rozktadu CHI(3) oraz dla n = 111 w przypadku rozktadu
CHI(10). Zwigkszanie liczebnosci proby w poczatkowym zakresie n skutkowato
zmniejszaniem bledow. Dla wyzszych wartosci n oszacowania byly w niektorych
przypadkach gorsze niz dla n mniejszych. Rozktad CHI(10) ma wigkszg wariancje
niz CHI(3) i oszacowanie byly dla niego zwykle gorsze (z wyjatkiem n = 101
i 111).

Najlepsze oszacowanie mediany dla obydwu populacji o rozktadzie normal-
nym uzyskano dla n = 111. Btedy oszacowan dla n=121 byty w niektorych przy-
padkach wigksze nawet kilkukrotnie. Podobnie jak w przypadku populacji o roz-
ktadach asymetrycznych, bledy oszacowan byly wigksze dla populacji o wigkszej
wariancji.

Wazrost btedéw oszacowan mediany rozktadu wraz ze wzrostem liczebno$ci
proby (dla wigkszych n) stoi w sprzecznosci z teorig i wynika z btedow numerycz-
nych wystepujacych podczas obliczania prawdopodobienstw zgodnie ze wzorem
(2) dla wickszych prob. Bledy te wystepujg mimo zastosowania w programie kom-
puterowym podwojnej precyzji dla zmiennych rzeczywistych. Oznacza to, ze
zwickszanie liczebno$ci proby, przy aktualnej doktadnosci komputeréw nieko-
niecznie musi prowadzi¢ do zwigkszania doktadnos$ci szacunku.
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Wpltyw wielko$ci proby na réznice pomigdzy mediang i wartoscig oczeki-
wang estymatora bootstrapowego dla prob wylosowanych z populacji o rozktadach
F, x*i normalnym przedstawiono na Rysunkach 1, 2 i 3. Odlegtosci te obliczono
jako réznice pomiedzy warto§ciami $rednimi wyznaczonymi ze 100 prob.

W przypadku prob z populacji o rozktadach F, mozna zaobserwowac niemal
systematyczne zmniejszanie réznic migdzy mediang i warto$cia oczekiwanag.
Zmniejszanie r6znic wystepuje takze w przypadku rozktadu x° cho¢ nie jest juz
systematyczne. Dla prob z populacji o rozktadach normalnych wielko$¢ proby nie
wplywa na analizowane roznice.

Roznice pomigdzy mediang i warto$cig oczekiwang estymatora bootstrapo-
wego sa wigksze dla prob wylosowanych z populacji o wigkszej wariancji w przy-
padku rozktadéw F i normalnych. Dla rozktadu y? takiej prawidtowosci nie zaob-
serwowano.

Rysunek 1. Warto$ci bezwzgledne roznic pomiedzy mediang i warto$cig oczekiwang boot-
strapowego estymatora mediany dla préb z populacji o rozktadach F
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Zrodto: badania wiasne
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Rysunek 2. Warto$ci bezwzgledne réznic pomigdzy mediang i wartoscig oczekiwana boot-
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Zrodto: badania wiasne

Rysunek 3. Wartos$ci bezwzgledne roznic pomiedzy mediang i warto$cia oczekiwang boot-
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Zrodto: badania wiasne
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Znajac rozktad bootstrapowego estymatora mediany mozna wyznaczy¢
przedziaty ufnosci. Granice przedziatdéw spelnia¢c musza warunki (8) i (9).
Poniewaz prawdopodobienstwa poszczegdlnych realizacji estymatora sg jednako-
we dla wszystkich préb o zadanej liczebno$ci, granice te wyznaczaja elementy
proby o okreslonej pozycji w uporzadkowanej probie. W Tabeli 2 podano pozycje
granic dla poziomu ufnosci 1-a = 0,95 dla proéb liczacych n = 21, 31, 41, 51, 61,
71, 81, 91, 101, 111 i 121. Podkresli¢ nalezy, ze w przypadku stosowania metody
percentyli przedstawionej miedzy innymi w [Pekasiewicz 2015] losowanie prob
wtornych nie jest potrzebne do szacowania mediany i innych kwantyli.

Na Rysunku 4 przedstawiono wptyw wielkosci proby na srednig szeroko$¢

przedziatéw ufnosci dla 1-a = 0,95 dla badanych szes$ciu rozktadow wyznaczong
ze 100 prob.

Szeroko$¢ przedziatow ufnosci zmniejsza si¢ niemal rownomiernie wraz ze
wzrostem liczebnosci proby. Pozwala to wnioskowaé, ze dla mniejszych i wigk-
szych elementow proby (odpowiadajacych dystrybuancie na poziomie 0,05 i 0,95)
rozktad obliczony jest z mniejszymi bledami numerycznymi niz dla obserwacji
srodkowych.

Wariancja rozktadu w populacji wptywa na szerokosci przedziatdéw ufnosci.
Im wicksza wariancja, tym przedzialy sa oczywiscie szersze. Najszersze przedziaty
obserwujemy dla przypadku rozktadu CHI(10), a nastepnie kolejno dla rozktadow
N(5,4), CHI(3), F(5,2), N(5,1) i F(10,7).

Tabela 2. Numery obserwacji bedace granicami przedziatow ufnosci dla 1-o. = 0,95

n|21 |31 |41 |51 |61 (71 (81 |91 |101 |111 |121

Ne | 6|11 |15 [19 |24 |28 |33 |37 | 42 | 46 | 51

Ng |16 |21 |21 |33 |38 |44 |49 |55 | 60 | 66 | 71

Uwagi: nq) — pozycja lewej granicy przedzialu ufnosci,
n(g) - pozycja prawej granicy przedziatu ufnosci.

Zrodto: badania wiasne
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Rysunek 4. Wptyw wielkosci proby na $rednig szeroko$¢ przedziatow ufnosci
dlal-a=0,95
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41 61 81 101
— F(10,7) = =F(52) - = =CHI(3)

==== CHI(10) -« N(5,1) N(5,4)
Zrodlo: badania wlasne

PODSUMOWANIA

Przeprowadzone badania pozwalaja na wyciggnigcie nast¢pujacych wnio-
skow:

e W przypadku punktowego szacowania mediany, dla préb z populacji o wzig-
tych pod uwage rozktadach asymetrycznych, mediana bootsrapowego estymato-
ra mediany jest oszacowaniem lepszym niz warto$¢ oczekiwana. Jest to zgodne
z teorig, poniewaz mediana jest estymatorem medianowo-nieobcigzonym. Dla
rozktadow symetrycznych (normalnych) lepszym oszacowaniem okazala sie
warto$¢ oczekiwana. Wraz ze wzrostem liczebnosci proby réznice pomigdzy
mediang i warto$cig oczekiwang estymatora bootstarpowego malaty dla prob ze
wszystkich populacji.

e Zwigkszanie liczebnosci proby w zakresie poczatkowych wartosci n prowadzito
do lepszych oszacowan mediany. Dla wigkszych n natomiast wzrost liczebnos$ci
proby w wielu przypadkach prowadzil do zwigkszania btedow. Jest to prawdo-
podobnie skutkiem bledow numerycznych podczas obliczania prawdopodo-
bienstw dla poszczegodlnych realizacji estymatora dla wigkszych prob. Przy ak-
tualnej doktadnosci komputeréw wzrost liczebnosci proby niekoniecznie musi
prowadzi¢ do zwigkszania doktadnosci szacunku.
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e Poniewaz prawdopodobienstwa poszczegdlnych realizacji bootstrapowego es-
tymatora mediany zaleza jedynie od liczebnosci proby, pozycje granic przedzia-
16w ufnosci sa jednakowe dla wszystkich prob o zadanej liczebnosci. Z tego tez
wzgledu losowanie prob wtérnych do ich wyznaczania nie jest potrzebne.

e Dla zadanego poziomu ufnosci szerokosci przedzialow ufnosci zmniejszaja si¢
wraz ze wzrostem liczebnosci proby.

BIBLIOGRAFIA

Efron B.(1979) Bootstrap methods: another look at the jackknife, The Annals of Statistics,
Vol. 7, No. 1, 1-26.

Domanski C., Pruska K. (2000) Nieklasyczne metody statystyczne, Polskie Wydawnictwo
Ekonomiczne, Warszawa.

Kisielinska J. (2014) Szacowanie mediany przy uzyciu doktadnej metody bootstrapowe;j,
Metody Ilosciowe w Badaniach Ekonomicznych. Tom XV, Nr. 3, str. 111-121.

Maritz J. S., Jarrett R. G. (1978) A note on estimating the variance of the sample median,
Journal of the American Statistical Association, Vol. 73, No. 361, 194-196.

Pekasiewicz D. (2015) Statystyki pozycyjne w procedurach estymacji i ich zastosowania
w badaniach ekonomicznych, Wydawnictwo Uniwersytetu L.odzkiego.

Zielinski R. (2010) O $redniej arytmetycznej i medianie. Matematyka Stosowana, Tom
XI/52. http://www.matstos.pjwstk.edu.pl/noll/noll_zielinski.pdf

MEDIAN BOOTSTRAP ESTIMATOR FOR AN ODD SAMPLE

Abstract: The article presents the distribution of the median bootstrap esti-
mator for the sample with an odd number of elements. Using its properties,
made point and interval estimation of median for samples taken from a popu-
lation of selected distributions of different sizes. The conducted simulation
studies have shown, when the median of estimator is a better estimate, and
when its expected value. It was examined the impact of sample size on the
accuracy of point estimates and intervals.

Keywords: bootstrap median estimator, point and interval estimation of me-
dian
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