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Streszczenie: Granicznym rozkladem statystyki maksimum wyznaczonej na
podstawie proby losowej jest jeden z rozktadow: Gumbela, Frécheta lub
Weibulla. Gdy posiadamy informacje o klasie rozktadu analizowanej
zmiennej twierdzenia graniczne okreslaja klas¢ rozktadu maksimum z proby,
natomiast w innym przypadku nalezy stosowac testy statystyczne oparte na
statystykach pozycyjnych rozstrzygajace o przynaleznosci dystrybuanty
maksimum do obszaru przyciggania odpowiedniej dystrybuanty. Do
szacowania parametrow rozktadéw maksimum wykorzysta¢ mozna rdézne
metody estymacji, w szczegélno$ci metode najwigkszej wiarygodnosci,
metode momentow i metody oparte na kwantylach. W pracy przedstawiono
rezultaty analiz bledoéw s$redniokwadratowych estymatorow parametrow
rozktadu Gumbela otrzymanych metoda momentéw, kwantyli oraz
kwantylowa metoda najmniejszych kwadratow z ucigta liczbg kwantyli.
Otrzymane wyniki pozwalaja sformutowa¢ wnioski dotyczace wiasnosci
rozwazanych estymatorow.

Stowa kluczowe: statystyka maksimum, rozktad Gumbela, rozklad Frécheta,
rozktad Weibulla, metoda momentow, metoda kwantyli, kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratéw z ucieta liczba kwantyli.

WPROWADZENIE

Statystyki ekstremalne, w tym statystyka maksimum, znajduja zastosowanie
w réznego rodzaju badaniach ekonomicznych, przyrodniczych i medycznych. Przy
ich uzyciu okresla si¢ miedzy innymi miary ryzyka ekstremalnego oraz
wystepowanie wartosci odstajacych. Zdarzenia ekstremalne pojawiajg si¢ bardzo
rzadko, ale ich wystapienie zwigzane jest zwykle z duzymi stratami finansowymi,
dlatego istnieje potrzeba poszukiwania jak najlepszych metod szacowania
wielkosci tych strat.
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Niech X,,X,,..,X, bedzie n-elementowa proba prosta wylosowana
z populacji X, natomiast X =max{X,X,,...X,} statystyka maksimum
wyznaczong na jej podstawie. Statystyke t¢ charakteryzuje rozktad zwany
uogolnionym rozkladem maksimum GEW)M(y,a,f) okreslony za pomoca

dystrybuanty postaci (por. Castillo i in. 2004):
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exp —(1+§X_“j§ dla £20, 1+&X2°# 50,
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Fal 2 (0= ’ (1)
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. . . o1
gdzie u jest parametrem potozenia, o - skali, za§ — - parametrem ksztaltu.

Szczegblnymi przypadkami uogdlnionego rozktadu maksimum sa rozktady:
Gumbela (£ =0), Frécheta (£ >0) i Weibulla (£ <0). Dla znanych klas rozktadu

populacji sformutowano twierdzenia okreslajace rozktady statystyk maksimum
(por. Czekata 2001, Gumbel 2004). Przyktadowe typy rozktadéw populacji
i maksimow z proby przedstawia Tabela 1.

Tabela 1. Typy rozktadow granicznych statystyk maksymalnych dla wybranych populacji

Rozklad populacji X Rozklad X"
gamma, Gumbela, logistyczny, lognormalny,

normalny, Rayleigha, wyktadniczy Gumbela
Burra, Cauchy’ego, Pareto, t Studenta Frécheta
beta, jednostajny, potegowy Weibulla

Zrodto: opracowanie wlasne

Czesto klasa rozktadu populacji jest nieznana, tym samym nieznana jest
klasa rozkladu statystyki maksimum. Istnieje wigc konieczno$¢ weryfikacji
hipotezy statystycznej o przynaleznosci dystrybuanty analizowanej statystyki
ekstremalnej do obszaru przyciagania dystrybuanty rozktadu Gumbela wobec
hipotezy alternatywnej mowiacej o przynaleznosci dystrybuanty tej statystyki do
obszaru przyciggania dystrybuanty rozktadu Frécheta lub Weibulla. Zastosowanie
testow typu: zgodnosci y°, Kolmogorowa, Cramera von Misesa lub Andersona —

Darlinga w tym przypadku nie jest przydatne ze wzgledu na konieczno$¢ estymacji
parametréw rozktadu, ale mozna wykorzysta¢ testy przedstawione w pracy Neves
C., Fraga Alves M. I. [2008] oparte na wartoscich statystyk pozycyjnych:

X rn Xy . Jednym z tego typu testow jest test o statystyce
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G, (k)= k/4 —= — 2|, ktora przy zatozeniu prawdziwosci
K
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hipotezy zerowej, ma rozklad asymptotycznie normalny N (0,1).

W zaleznosci od podjetej decyzji w kolejnym kroku szacuje si¢ dwa
parametry rozktadu Gumbela lub trzy parametry rozktadu Frécheta lub Weibulla.
W pracy rozwazane sg trzy metody estymacji parametréw: metoda momentow,
kwantyli oraz modyfikacja kwantylowej metody najmniejszych kwadratéw zwana
kwantylowg metoda najmniejszych kwadratéw z ucigta liczbg kwantyli.

W pracy przedstawione sa rezultaty badan dotyczacych wielkosci btedow
sredniokwadratowych estymatorow parametrow jednego z rozktadéw granicznych
statystyki maksimum — rozktadu Gumbela.

ESTYMACJA PARAMETROW ROZKEADU MAKSIUMUM Z PROBY

Zastosowanie metod estymacji parametréw rozktadu statystyki maksimum
zwigzane jest z klasg jej rozktadu. W przypadku rozktadu Gumbela, czy Weibulla
mozna stosowaé¢ metode momentow, natomiast w przypadku rozktadu Frécheta nie
zawsze istnieje warto$¢ oczekiwana i wariancja, co uniemozliwia wykorzystanie tej
metody. Zastosowanie metody najwigkszej wiarygodno$ci mozliwe jest ale tylko
numerycznie.

W rozdziale tym przedstawione sg wybrane metody estymacji uogolnionego
rozktadu maksimum z proby. Pierwsza z nich jest metoda momentow (mM), ktora
w przypadku estymacji parametréw rozktadu Gumbela GI(u,o) statystyki

Z = X" zwiazana jest z uktadem réwnan:

(n)
Z=u+057772,
2 72'202 (2)
6
ktérego rozwigzanie prowadzi do estymatoréw postaci:

sv6

o™ = 2—0,577727, (3)
6™ =%. (@)

Estymacja metoda momentow parametrow rozktadu Weibulla, czy Frécheta
zwigzana jest z utworzeniem ukladu trzech réwnan z trzema niewiadomymi
parametrami.
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Inng stosowang metoda moze by¢ metoda kwantyli (mK) zwana rowniez
metodg percentyli. Polega ona na porownaniu kwantyli teoretycznych rozktadu
z kwantylami empirycznymi. Dla zmiennej losowej Z o rozktadzie Gumbela
kwantyl rzedu p jest postaci: Q, = u —oIn(=In p), co prowadzi do uktadu réwnan:

{Z pn = H —oln(=Inp),

5
Zi gy = =0 In(=Inf1— p)) ©

gdzie z, oraz Z, , . sa kwantylami z proby rzedu pi 1-p. W wyniku jego
rozwiazania otrzymujemy estymatory postaci:
Z . —Zq .
~ mK p:n (=p)n
=7 .+ In(—Inp), 6
a "™ " In(=In(1- p))-In(=In p) (~Inp) ©)
&K — Zp:n _Z(lfp);n (7)

~In(=In(t- p))-In(-Inp)’

W przypadku estymacji parametrow rozktadu Frécheta i Weibulla
korzystajac z definicji kwantyla rzedu p otrzymujemy:

X((ir;) =p+o((-Inp)= -D/¢&
X =u+o(-Inp;)°-nre, )
X =u+o(-Inp)*-1/¢

gdzie X0, X, X{) sa roznymi statystykami pozycyjnymi o rangach

i,j,le{l,z,...,n—l}, i<j<lI, oraz p, =§ dla s=1i,/,l.
Estymatorem parametru & jest statystyka 5 MK spetniajaca rownanie:

(~Inp)°—(-Inp)* X -XG
3 om0 ©)
(—IHPJ ~(-lnp)* X -X{

natomiast estymatory parametréw 4 | o wyrazone sg wzorami:
AmK v () (x ((ir;) B X((G) )((_ In Pi )ﬂme _1)
M = X(i) _gmK _gmK
(=Inp;) ~(=Inp,)
SR _ E™(xfp - x§) (1)
£mK ZmK "
(~Inp, )_5 ~(~Inp, )_‘f

, (10)
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Funkcja:
f(é:): (_ In Pi )_é — (_ In P )—5 _ X((S) B X((ln)) (12)
(_ In pj)ﬁf _(_ In p, )7{: X((Jn)) - X((In))
zawsze posiada miejsce zerowe.
Wykres funkciji:
_ _ (100) (100)
f ( ): (—In 0,1) ¢ —(—In0,9) d Xao — X0 (13)

(~In03) % —(=In0,9)* X & — x &0

dla zmiennej losowej X o rozktadzie GEVDM(—I, 1, 1) przedstawiony jest na
Rysunku 1.

Rysunek 1. Wykres funkcji f, ()

Zrodto: opracowanie wlasne

W przypadku estymacji parametrow metoda kwantyli pojawia si¢ problem
wyboru rzgdéw stosowanych kwantyli. Zatem zastosowanie tej metody
poprzedzone powinno by¢ analizami wlasno$ci estymatoréw w zaleznoSci od
ustalonych rzedéw kwantyli.

Alternatywna metoda moze by¢ kwantylowa metoda najmniejszych
kwadratow z ucigtg liczba kwantyli (UKmnk) zaproponowana w pracy Pekasiewicz
[2015] polegajaca na poszukiwaniu minimum globalnego funkcji okreslonej
wzorem:

%
G(6,,6,,.,6.)= Y (X,..-Q, ], (14)
i=l+%
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gdzie X, kwantyle z proby rzedu p, :ﬁ, natomiast Q, to kwantyle rozktadu

rzedu p,, dlai=1..,n.
Dla zmiennej losowej Z o rozktadzie Gumbela GI/(u,0) zastosowanie tej
metody prowadzi do nastgpujacych postaci estymatorow:

n-k/2 n-k/2 n-k/2 n-k/2

> Xopm 2 (n(=Ip)f = > X, . In(=Inp;) Yin(=Inp;)
FuKmnk _ i=1+k/2 i=1+k/2 i=1+k/2 i=1+k/2 (15)
" n—k/2 5 n-k/2 2 ,
003, (olma )| T
i=1+k/2 i=1+k/2
n—k/2 n—k/2 n—k/2
Z Xpi;m z In(_ln pi)—(n—k) zxpi;m In(_ln pi)
6UKmnk _ i=1+k/2 i=1+k/2 i=1+k/2 . (16)
n—k/2 5 n—k/2
003 (o)< S
i=1+k/2 i=1+k/2

W tym przypadku wtasno$ci estymatorow zalezg od ustalonej liczby pomijanych
kwantyli i rowniez stosowanie tej metody poprzedzone powinno by¢ wstgpnymi
analizami wiasnosci estymatorow.

ANALIZA WEASNOSCI ESTYMATOROW PARAMETROW
ROZKE.ADU GUMBELA

W praktycznych zastosowaniach przy estymacji parametrow rozkladu
statystyk ekstremalnych stosuje si¢ podejscie blokowe tzn. probe losowa dzieli si¢
na pewng liczbe podpréb i w kazdej z nich wyznacza si¢ maksimum. W takich
sytuacjach proba wylosowana z populacji powinna by¢ bardzo liczna.

Przedstawione wyniki przeprowadzonych badan dotycza wlasnosci
estymatoréw parametréow rozktadu Gumbela. Rozwazane byty trzy opisane wyzej
metody estymacji. W przypadku estymacji metodg kwantyli konieczna jest wstepna
analiza zaleznos$ci wielkosSci obcigzen i btedow $redniokwadratowych estymatorow
od rzedéw stosowanych kwantyli, natomiast dla kwantylowej metody
najmniejszych kwadratow z ucigta liczba kwantyli — analiza zaleznoséci wlasnos$ci
estymatorow od liczby pomijanych kwantyli. Procedur¢ szacowania parametrow
rozktadu Gumbela przy uzyciu kazdej z metod powtarzano 20000 razy.

Analize zalezno$ci wielkoSci obcigzen i bledéw $redniokwadratowych
estymatorow otrzymanych metodg kwantyli od rzedow stosowanych kwantyli
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przeprowadzono dla rozktadu Gumbela o roznych parametrach. Wielkosci btedow
sredniokwadratowych estymatoréw uzyskanych w oparciu o 100-elementowe
proby dla wybranego rozktadu przedstawiono na Rysunku 2. Na podstawie
otrzymanych wynikéw mozna zauwazy¢, ze W przypadku tej klasy rozktadow
najmniejszym btedem $redniokwadratowym charakteryzuje si¢ estymator
parametru u dla p ~ 0,3, natomiast estymator parametru o dla p ~0,1.

Przy estymacji parametrow rozkladu Gumbela kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow z ucigtg liczba kwantyli badano wplyw liczby
pomijanych kwantyli na wlasnoSci estymatoréw. Rezultaty analiz symulacyjnych
wielkos$ci bledow $redniokwadratowych estymatoréw parametrow wybranego
rozktadu, uzyskanych na podstawie 100-elementowych prob, przedstawiono na
Rysunku 3. Z przeprowadzonych badan wynika, ze duza liczba pomijanych
kwantyli powoduje wzrost bledéw $redniokwadratowych estymatorow.

Rezultaty symulacyjnych badan wlasnosci, w tym obcigzen, estymatorow,
otrzymanych rozwazanymi metodami, dla innych rozktadéw przedstawione sa
w pracy Pekasiewicz [2015].

Rysunek 2. Zalezno$¢ btedow sredniokwadratowych estymatorow parametréw rozktadu
GI(0,2) od rzedu p w metodzie kwantyli
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Zrodto: opracowanie wlasne
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Rysunek 3. Zalezno$¢ btgdow $redniokwadratowych estymatorow parametréw rozktadu
GI(0,2) od liczby pomijanych kwantyli w metodzie uKmnk
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Zrédlo: opracowanie wlasne

W celu poréwnania wlasnosci estymatoréw parametrow rozktadu Gumbela
uzyskanych trzema rozwazanymi metodami generowano populacje o rozktadach
takich, ze maksimum z proby charakteryzowatl graniczny rozktad Gumbela (por.
Tabela 1). Z populacji losowano proby o liczbie elementéw co najmniej n=5000,
a nastepnie dzielono ja na m blokow zawierajacych po r=n/m elementow.
Powtorzenie 20000 razy procedury estymacji pozwolito oszacowaé bledy
sredniokwadratowe estymatorow. Korzystajac z wynikéw poprzednich badan, przy
zastosowaniu metody kwantyli wykorzystywano kwantyle rzedu 0,3 i 0,1,
natomiast w kwantylowej metodzie najmniejszych kwadratow z ucieta liczba
kwantyli pomijano 10% kwantyli najwigkszych i 10% kwantyli najmniejszych.
Dla wybranych rozktadow wyktadniczych i logistycznych wyniki uzyskane
W oparciu o proby zawierajace N elementdw podzielone na m blokow
r-elementowych przedstawiono w Tabeli 2. Mozna zauwazy¢, ze ustalana liczba
blokéw, prowadzaca do otrzymania m maksiméw stanowigcych probe losows,
wplywa znaczaco na wielko$¢ bledoéw sSredniokwadratowych. Duzo mniejsze
znaczenie ma wielkos¢ r (o ile » >50).

W przypadku estymacji parametrow uogolnionego rozkladu statystyki
maksimum opisanego przez dystrybuantg (1) z trzema parametrami mozna rowniez
wykorzysta¢ metod¢ kwantyli, ustalajac rzedy trzech stosowanych kwantyli (por.
Pekasiewicz [2015]).
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Tabela 2. Oszacowania btedow $redniokwadratowych estymatoréw parametrow rozktadu

Gumbela
mM mK uKmnk
Rozktad r m
,[lmM 6_mM [th &mK ﬂuKmnk 6_u|<mnk
50 200 | 0,0551 | 0,0499 | 0,0654 | 0,0518 0,0514 0,0438
= 50 100 | 0,1101 | 0,0997 | 0,1303 | 0,1022 0,1030 0,0886
§ 100 100 | 0,1055 | 0,0983 | 0,1314 | 0,1004 0,1043 0,0855
L 100 50 | 0,2107 | 0,1947 | 0,2697 | 0,1998 0,2160 0,1788
200 50 | 0,2130 | 0,1909 | 0,2729 | 0,1958 0,2201 0,1745
50 200 | 0,0016 | 0,0014 | 0,0018 | 0,0015 0,0015 0,0012
) 50 100 | 0,0031 | 0,0028 | 0,0036 | 0,0029 0,0029 0,0024
% 100 100 | 0,0029 | 0,0027 | 0,0037 | 0,0028 0,0029 0,0024
| 100 50 | 0,0058 | 0,0054 | 0,0072 | 0,0055 0,0059 0,0049
200 50 | 0,0057 | 0,0054 | 0,0072 | 0,0055 0,0059 0,0049
—_ 50 200 | 0,0060 | 0,0056 | 0,0076 | 0,0058 0,0059 0,0050
:; 50 100 | 0,0122 | 0,0109 | 0,0151 | 0,0114 0,0120 0,0097
E; 100 100 | 0,0121 | 0,0109 | 0,0154 | 0,0113 0,0122 0,0096
;8" 100 50 | 0,0239 | 0,0214 | 0,0303 | 0,0223 0,0249 0,0201
200 50 | 0,0238 | 0,0213 | 0,0304 | 0,0218 0,0248 0,0197
— 50 200 | 0,0546 | 0,0517 | 0,0683 | 0,0523 0,0536 0,0447
?; 50 100 | 0,1092 | 0,1005 | 0,1372 | 0,1043 0,1079 0,0898
E; 100 100 | 0,1072 | 0,0999 | 0,1348 | 0,1026 0,1082 0,0877
;8" 100 50 | 0,2182 | 0,1933 | 0,2768 | 0,1985 0,2248 0,1780
200 50 | 0,2145 | 0,1908 | 0,2779 | 0,1984 0,2245 0,1778

Zrodlo: opracowanie wiasne
UWAGI KONCOWE

Wyniki przeprowadzonych analiz symulacyjnych pozwalaja stwierdzi¢, ze
w analizowanych przypadkach proponowana zmodyfikowana kwantylowa metoda
najmniejszych kwadratow prowadzi do otrzymania o0Szacowan parametréw
rozktadu Gumbela z najmniejszymi biedami $redniokwadratowymi. Metoda
momentow daje zwykle doktadniejsze oszacowania niz metoda kwantyli, ale zaleta
metody kwantyli jest jej uniwersalnosc.

Podobne analizy symulacyjne mozna przeprowadzi¢ dla rozktadow Frécheta
i Weibulla, jednak w tych przypadkach nie da si¢ wyznaczy¢ wzoréw na
estymatory ich parametrow.

Zwigzek miedzy statystyka minimum X((I"))zrnin{Xl,Xz,...,Xn} oraz

(1)

maksimum (- X))

postaci: X((l';) :—(— X )E’,g pozwala zapisa¢ dystrybuante

graniczng minimum z proby jako £ . (x)=1-F™ .(-x), gdzie F, ﬂAﬁ,’ P (x) jest

1,0,
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dystrybuantg graniczng zmiennej X, ((,’f)), a to sprawia, ze przedstawione metody

mozna wykorzysta¢ rowniez do estymacji parametrow rozktadu minimum z proby.
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ANALYSIS OF CHOSEN ESTIMATION METHODS
OF MAXIMUM STATISTIC
LIMIT DISTRIBUTION PARAMETERS

Abstract: The limiting distribution of maximum statistic determined on the
basis of a random sample is one of the following distributions: Gumbel,
Fréchet or Weibull. If we have information about the distribution class of the
analyzed variable we use limit theorems about maximum distribution,
otherwise we must apply appropriate statistical tests based on the order
statistics. We can use different methods to estimate the parameter
of maximum distribution, in particular the maximum likelihood method, the
method of moments and methods based on quantiles. The paper presents the
results of analysis of mean squared errors of Gumbel distribution parameters
estimators obtained by the methods of moments, the quantile method and the
quantile least squares method with a truncated number of quantiles.
Received results allow to draw conclusions on the regarded estimators
properties, specifically the efficiency of the chosen estimation methods.

Keywords: maximum statistic, Gumbel distribution, Fréchet distribution,
Weibull distribution, maximum likelihood method, method of moments,
quantile method



