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Streszczenie: Jednym z wielu problemoéw podczas wymiarowania sieci
telekomunikacyjnych jest optymalizacja przeptywow zapotrzebowan miedzy
zadanymi wezlami. Jednym ze sposobow wykorzystywanych do tego celu
jest formutowanie zadania programowania liniowego. W niniejszej pracy
skupiono si¢ na optymalizacji ulokowania przeptywow na danych $ciezkach
w grafie nieskierowanym. Dodatkowo waznym elementem zadania jest fakt,
ze S$ciezki dziela migdzy soba ograniczone zasoby przepustowosci, CO
sprawia zaistnienie rzeczywistego problemu decyzyjnego. Dla tak
sformulowanego problemu wykorzystano formute krawedz-$ciezka
programowania liniowego oraz implementacj¢ zadania w standardzie AMPL.
W pracy oszacowano koszt rozwigzania sprawiedliwego dla modelu OWA
(Ordered Weighted Averaging) w poréwnaniu do rozwigzania
maksymalizujacego przeplywy na $ciezkach oraz do rozwigzania modelu
MMF (maximin fairness). Efektem koncowym pracy jest przedstawienie
wynikéw oraz podsumowanie analizy otrzymanych rozwigzan na bazie
danych  przyktadowych, stanowigcych ~ odniesienie ~ do  sieci
telekomunikacyjnej szkieletowej Polski, gdzie gtéwnym miernikiem jest
réznica wartosci funkcji celu dla wymienionych metod sprawiedliwej
optymalizacji oraz rozwigzania maksymalizujacego przeptyw catkowity.

Stowa kluczowe: metoda optymalizacji S$redniej wazonej, OWA,
optymalizacja sprawiedliwa, optymalizacja wielokryterialna, optymalizacja
sieci, koszt sprawiedliwosci, problemy decyzyjne, programowanie liniowe,
algorytmy
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WSTEP

Rozwazmy problem alokacji zapotrzebowan na przeptyw w grafie o zadanej
strukturze. Dwie podstawowe metody formutowania, w zaleznosci od zamierzo-
nych celow to podejscie:

e krawedz-$ciezka,
o wezel-krawedz.

Powyzsze dwa podejscia r6znig si¢ migdzy sobg implementacjg jak rowniez
ztozonos$cia obliczeniowa. W pracy przyjeto nomenklature link-path. Krawedzie
w grafie sg nieskierowane, tzn. ruch po nich mozliwy jest w obydwu kierunkach.
Kazda krawedZz posiada ograniczong pojemnos¢. W grafie zadany jest rowniez
zbior $ciezek, po ktorych nalezy przeprowadzi¢ mozliwie najwigksza warto§¢
zapotrzebowania, biorgc pod uwage rozwigzanie sprawiedliwe. Skrajny przypadek
gdzie jedna $ciezka maksymalizujaca funkcje kryterium, blokuje zapotrzebowanie
innej $ciezki jest niesprawiedliwe i niemozliwe do przyjecia. Wyobrazmy sobie
przypadek sieci tak jak na Rysunku 1.

Rysunek 1. Struktura przyktadu ilustrujgcego problem alokacji zapotrzebowan na
przepustowos¢ na zdefiniowanych $ciezkach
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Zrédto: opracowanie wlasne

Dla przyktadu przedstawionego na Rysunku 1 zdefiniowane zostaty cztery
drogi ( P € { p1, P2 Ps, Pa } ), dla ktorych nalezy rozdysponowaé obcigzenie
dostepnych taczy ( E ¢ {ei, €2, €3} ). Drogi te to: pi={ e1}, p.={ e2}, ps=={ ez},
ps={ e1, €2, es }. Waznym ograniczeniem zadania jest maksymalna pojemno$¢
laczy, ktora oznaczona zostata jako Ce, e ¢ E. Catkowity przeptyw realizowany
przez wszystkie $ciezki zawierajace w sobie e-f¢ krawedz nie moze by¢ wiekszy
niz pojemno$¢ tej krawedzi. Przyjmijmy, ze zadanie polega na maksymalizacji
sumy przepustowosci jaka nalezy zapewni¢ p-tej drodze. Dla dodatkowego
uproszczenia problemu przyjeto rowne wartosci pojemnosci dla kazdej krawedzi
grafu C.=10 j. Dla tak trywialnego zadania tatwo zauwazy¢ ze optymalnym
rozwigzaniem bedzie przypisanie warto$ci 10 jednostek drodze pi, p. oraz ps
natomiast przypisanie wartosci 0 jednostek dla drogi ps. W praktyce rozwigzanie to
zablokuje catkowicie jakikolwiek przeptyw bezposredni z wierzchotka ny do na.
Nalezy wigc rozwazy¢ mozliwos¢ przydzielenia okre$lonej wielkosci
przepustowos$ci do drogi ps. Kazda jednostka przydzielona do tej drogi powoduje
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jednak zmniejszenie wartosci funkcji celu o trzy jednostki. Zaobserwowac tutaj
mozna realny konflikt pomiedzy rozwigzaniem maksymalizujacym oczekiwany
zysk z przepuszczonego zapotrzebowania o maksymalnej wartos$ci, a rozwigzaniem
sprawiedliwym. Wielko$ci te sg odwrotnie proporcjonalne. W literaturze mozna
znalez¢ liczne publikacje na ten temat. Wedlug jednej z definicji kosztu
sprawiedliwosci (ang. Price of Fairness — POF) jest to iloraz roznicy pomigdzy
wartos$cig maksymalng zadania optymalizacji i rozwigzania sprawiedliwego
w stosunku do warto$ci rozwigzania maksymalnego®. Definicje powyzszg opisuje
nastepujacy wzor (1).

max(U)-fair(U,a)

POF(U; ) = m—— @
gdzie:
POF(U;a) - koszt rozwigzania sprawiedliwego,
max(U) - rozwigzanie optymalne w sensie maksymalizacji funkcji kryterium
fair(U,a) - rozwigzanie sprawiedliwe z uwzglednieniem wspotczynnika sprawie-
dliwosci o.

W  przypadku problemu sieciowego jako rozwigzanie optymalne
maksymalizujace funkcje celu mozna rozumie¢ takie, ktorego funkcja kryterium
przyjmuje postac¢ jak we wzorze (2).

max Lpep %y @)
gdzie:
P - zbior Sciezek w grafie dla ktérych nalezy dobra¢ wartosci przepuszczanych
przepustowosci,

x, - zmienna decyzyjna okreslajgca warto$¢ przeptywu na p-tej Sciezce.

Rozwigzanie utozsamiane ze sprawiedliwym w zaleznosci od wyboru
koncepcji sprawiedliwo$ci posiada juz inne, bardziej lub mniej skomplikowane
formy. Do rozwigzan sprawiedliwych zaliczy¢é mozemy rozwiagzanie zadania
maksymalizacji leksykograficznej, zadania maximin, modyfikacje tych suma
wersji powyzszych zadan, jak rowniez rozwigzanie zadania sformutowanego
wedhug koncepcji OWA (z ang. Ordered Weighted Averaging). W pracy skupiono
uwage wiasnie na tym ostatnim podej$ciu do zadanego problemu.

DOTYCHCZASOWE PRACE NAD PROBLEMEM

Problem sprawiedliwego podzialu byl juz poruszany w opracowaniach
naukowych. Dotyczy on nie tylko tematoéw zwigzanych z modelowaniem sieci
telekomunikacyjnych. Przyktadem moze by¢ cala dziedzina zadan zwigzanych
z alokacja zasobow na okreslonym terenie w taki sposob, aby kazda z os6b losowo
na nim rozmieszczonych mogta z nich skorzysta¢ w réwnym stopniu. Jedna

! Ogryczak W., Luss H., Piéro M., Nace D., Tomaszewski A. (2014) Fair Optimization and
Networks: A Survey, Journal of Applied Mathematics, VVol. 2014, pp. 2-8.



Szacowanie kosztu sprawiedliwos$ci alokacji obcigzen ... 233

z metod uzyskania rozwigzania efektywnego takiego zadania jest metoda maximin
(MMF)? (3) oraz jej regularyzacja sumg poszczegdlnych wartosci funkcji realizacji
podjetych decyzji (4).

max{;{"" f;(x):x € Q} (3)
lexmax{(max{;— "5 fi(O} Liz1,..m fi(¥)) : x € Q} @)

lub leksykograficzny maximin® (5):
lexmax{6 (f(x)): x € Q} (5)

gdzie: 6 (f(x)) = (fil(xil):fiz(xiz)r ---rfim(xim))'

o () < () <+ < i, (5,

Z problemem tym stykaja si¢ kontrolerzy lotow obstugujacy przyloty oraz odloty
samolotow na lotniskach. Dobrym przyktadem sprawiedliwego rozmieszczenia sg
roOwniez problemy sluzb interwencyjnych, ktéore musza rozmie$ci¢ swoje
posterunki wlasnie w taki ,,sprawiedliwy” sposob. Rozwiazanie takiego problemu
mozna roéwniez osiagnaé przy pomocy sformulowania zadania ,,proporcjonalnej
sprawiedliwosci” (z ang. Proportional Fairness) (PF). Funkcja celu takiego zadania
okreslona jest we wzorze (6):

max{Yi=1,.mlog fi(x):x € Q} (6)
Dla zadan wypuktych, zwigzanych z problemem alokacji zasobow (n),
ktorych liczba jest wigksza niz 2 wyznaczono maksymalne wartosci kosztu
sprawiedliwosci®:
¢ Dla sformutowania proporcjonalnej sprawiedliwosci (PF) (7):

POF(U; PF) < 120 )
¢ Dla sformutowania maximin regularyzowanego suma (MMF) (8):
POF(U;MMF) <1 — —2_ (8)

(n+1)2
MODEL UPORZADKOWANYCH SREDNICH WAZONYCH

Model uporzadkowanych $rednich wazonych bazuje na poréwnywaniu

uporzagdkowanych sum czeSciowych wektorow ocen®. W zaleznosci czy

2 Ogryczak W. (2014) Fair Optimization — Methodological Foundations of Fairness
in Network Resource Allocation, IEEE 38th Annual International Computers, Software
and Applications Conference Workshops.

3 Luss H. (1999) On Equitable Resource Allocation Problems: A Lexicographic Minimax
Approach, Operation Research, Vol. 47, No. 3.

4 Bertsimas D., Farias Vivek F., Trichakis N. (2011) The Price of Fairness, Operations
Research, Vol. 59, No. 1, pp. 17-31.
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optymalizacja polega na maksymalizacji czy na minimalizacji funkcji kryteriow
mamy do czynienia z uporzadkowaniem niemalejacym lub nierosngcym wektorow
ocen. Ciag uporzadkowanych niemalejaco poszczegolnych wektorow ocen
oznaczony zostat jako 0(y) = (6:(¥),0,(»), ... 0, (), gdzie
0.(y) < 6,(y) < .. < 0,(y). Kolejne wartosci funkcji oceny spetniajg
zatozenia anonimowej relacji dominacji. Z tego faktu wynika rowniez to ze kazdy
podproblem decyzyjny jest traktowany jednakowo. Model matematyczny
sformutowany ogolnie wyglada nastepujaco:

max{ZZ; wif;(f (x)): x € Q} (9)
gdzie: wy > wy > - > wy,, 2% w; = 1.

Warstwice agregacji OWA przedstawiono na rysunku ponizej (Rysunek 2).
Wprowadzenie wag warto$ciujacych poszczegolne wartosci skumulowanych ocen
pozwala na do$¢ elastyczne sterowanie modelem. Wyrdézniamy dwa modele dla
metody optymalizacji $rednich wazonych:

e Model standardowy uporzadkowanych $rednich wazonych,
e Model uporzadkowanych skumulowanych srednich wazonych.

Rysunek 2. Tlustracja przyktadowych warstwic modelu OWA
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Zrodlo: opracowanie wiasne
Zadanie optymalizacji dla modelu standardowego OWA wyglada nast¢pujgco:
max{};2, w;0;(y)} = min in1 We()Yi (10)

5 Yager R. R. (1988) On ordered weighted averaging aggregation operators in multicriteria
decision making, IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, Vol. 18, No. 1,
pp. 183-190.
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Takie sformutowanie problemu generuje m! nierdwnosci liniowych oraz
wykorzystuje technike relaksacji w postaci generacji kolumn w zadaniu dualnym.

Zadanie optymalizacji modelu uporzadkowanych, skumulowanych srednich
wazonych przedstawiono ponizej:

max{}i2, w;6,(y)} (11)
gdzie: ;(y) = X1 0k (¥) , Wy = Wy i W; = w; — Wy dlai=1,..,m
Dla funkcji oceny wklestej oraz wag dodatnich, model uporzadkowanych
srednich wazonych skumulowanych mozna zapisaé w postaci programowania
liniowego (LP). Do badan wykorzystano, wigc ponizsze sformutowanie zadania
pozwalajace na jego implementacj¢ w standardzie AMPL.

max Y21 Wi); 12)
Przy ograniczeniach:
x € Q,

m
Nk = ktk - dik dlak = 1,...m

=1
tk — dik < fi(X),dik > 0dla l,k = 1, e, m

Aby zapisa¢ model uporzadkowanych $rednich wazonych w postaci
programowania liniowego wykorzystano zmienng nieograniczong t , ktéra pozwala
w dos$¢ efektywny sposob na wyznaczanie kolejnych k najmniejszych wartosci
przypisanych do $ciezek zapotrzebowan®. Nalezy zauwazyé, ze w powyzszym
modelu nie wystepuja zmienne binarne, ktére sa niezbedne przy implementacji
klasycznej metody uporzadkowanych $rednich wazonych®. Do rozwazan nad
problemem kosztu sprawiedliwo$ci przyjeto model sieci telekomunikacyjnej
szkieletowej polski, ktory jest opublikowany na stronie sndlib.zib.de.

6 Ogryczak W. (2014) Tail mean and related robust solution concepts, International Journal
of Systems Science: Principles and Applications of Systems and Integration, Tom 45,
No. 1, pp. 29-38.

" Ogryczak W. and Tamir A. (2003) Minimizing the sum of the k largest functions in linear
time, Information Processing Letters, Tom 85, No. 3, pp. 117-122.

8 Ogryczak W. and Sliwinski T. (2003) On solving linear programs with the ordered
weighted averaging objective, European Journal of Operational Research, Tom 148,
No. 1, pp. 80-91.

° Yager R. R. (1996) Constrained OWA aggregation, Fuzzy Sets and Systems, Tom 81,
No. 1, pp. 89-101.
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Rysunek 3. Przyktad sieci telekomunikacyjnej szkieletowej na terenie Polski

Zrédto: http://www.zib.de

Oznaczenia przyjete do obliczen:
N — zbidr wierzchotkow (n; — i-ty wezet sieci),
E — zbior tukow (ei — i-ta krawedz sieci),
P — zbiér wyznaczonych $ciezek dla ktorych nalezy zapewniC przepustowosé
(pi — i-ta $ciezka zapotrzebowania sieci).
Parametry wykorzystane w modelu:

5 = 1, gdy e — ta krawedz nalezy do p — tej Sciezki

er — {0, gdy e — ta krawedz nie nalezy do p — tej $ciezki

Zmienne decyzyjne:
Xp — obcigzenie p-tej $ciezki
Ograniczenia:

ZeEE ZpEP 5epxp = Ce (13)

Celem pracy jest oszacowanie kosztu sprawiedliwosci dla modelu OWA. Do
jego osiagniecia wygenerowano zbior rozwigzan oraz poréwnano kazde z nich do
rozwigzan innych sformulowan sprawiedliwych zadan optymalizacji sieci oraz
zadania maksymalizujacego funkcje celu bez wzgledu na sprawiedliwosc.
Do poréwnania wykorzystano metody:
e Miximin,
e Maximin regularuzowany suma pojedynczych wartosci funkcji realizacji,
e Maximum sumy pojedynczych wartosci funkcji realizacji.

Dla metody OWA model optymalizacyjny zostat okreslony wzorem (12). Model
sieci oparto na nomenklaturze krawedz—sciezka. Dane do modelu generowano przy
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pomocy implementacji generatora danych wej$ciowych. Wykorzystano do tego
jezyk programowania Python w wersji 2.7 oraz narzedzie GLPK wyposazone
w solver glpsol. Dla przedstawionej we wczeSniejszej czgsci pracy sieci
telekomunikacyjnej wyznaczono kilka zbioréw potaczen migdzy okre§lonymi
weztami. Generowane S$ciezki miedzy para wierzchotkow grafu sa Sciezkami
pojedynczymi (bez rozgatgzien). Wygenerowane potaczenia naktadaja si¢ na siebie
co wplywa na zaistnienie problemu decyzyjnego. Zwigkszenie przepustowosci
jednej Sciezki wiaze si¢ ze zmniejszeniem przepustowosci innej. Wyznaczone
sciezki nie moga wulega¢ bifurkacji. Motywacja do wyboru metody
uporzadkowanych $rednich wazonych byty jej charakterystyczne wtasciwosci:

¢ Rozchylone warstwice dla wag $cisle malejacych

e Wykorzystywanie dominacji wyréwnujacej*
WYNIKI | OBSERWACIJE

Analiza zostala oparta na 11 osobno wygenerowanych przypadkach
rozmieszczenia Sciezek w grafie. Przyktadowa tabela alokacji obcigzen na ko-
lejnych $ciezkach dla jednego z przyktadoéw zostata przedstawiona w Tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki dla jednego z wygenerowanych przypadkow

SCIEZKA MAX MAXMIN MAXMIN REG OWA
P1 0 142 142 150
p2 0 142 142 126
Ps3 426 142 142 150
Pa 816 142 390 204
Ps 159 142 182 150
Ps 156 142 142 150
p7 0 142 142 204
Ps 435 142 142 150
Py 750 142 608 459
P10 0 142 142 204
P11 0 142 142 150
P12 468 142 390 336
P13 348 142 142 204
P14 0 142 142 150
P1s 0 142 142 204
P16 0 142 142 291
> 3558 2272 3274 3282

Zrédto: opracowanie wlasne

10 Ogryczak W. (1997) Wielokryterialna Optymalizacja Liniowa i Dyskretna, modele
preferencji i zastosowania do wspomagania decyzji, Wydawnictwa Uniwersytetu
Warszawskiego, Warszawa.
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Analiza otrzymanych wynikow dla kolejnych przyktadow pozwolita
stwierdzi¢. ze metoda maxmin w czystej postaci daje najnizszg warto$ci
sumarycznych przeptywow. Wartosci funkcji kryterium bedacej sumag obcigzen
poszczegblnych Sciezek w przypadku tej metody nigdy nie przyjmuje natomiast
warto$§ci réwnej 0, co gwarantuje wynik ,sprawiedliwy”. Wyniki zadan
sformulowanych przy pomocy metody maxmin z regularyzacja w postaci sumy
rowniez w kazdym przypadku przypisujg Sciezkom wartosci wicksze niz 0.
Zgodnie z oczekiwaniami model OWA pozwolit wyznaczy¢ rozwigzania o lepszej
warto$ci sumy obcigzen dla wyznaczonych $ciezek w grafie przy zachowaniu
odpowiedniej sprawiedliwosci. Zaobserwowano jednak rozwigzania, w ktérych
model uporzadkowanych $rednich wazonych daje rozwigzanie o warto$ci sumy
obcigzen $ciezek mniejszej niz w przypadku maxmin regularyzowanego suma.
Wsrod przyktadow byly réwniez przypadki gdzie rozwigzanie problemu przy
pomocy maksymalizacji uporzadkowanych $§rednich wazonych nie gwarantowato
obcigzenia dla niektorych $ciezek wiekszego od 0. Dla wszystkich wynikow
wyznaczono wartos$ci $rednie oraz odchylenia standardowe co przedstawiono
w Tabeli 2. Na podstawie wartosci $rednich oraz odchylen standardowych
wyznaczono gorne granice oszacowanych $rednich kosztow sprawiedliwosci dla
kolejnych metod. Wyniosty one odpowiednio:

e Maxmin - 0,66
e Maxmin regularyzowany suma poszczegolnych ocen — 0,13
e OWA-0,11

Tabela 2. Wartosci sum obciazen dla poszczegdlnych metod oraz odpowiadajace im
wartosci $rednie oraz odchylenia standardowe

PRZYKLAD MAXMIN | MAXMIN REG OWA
1 0.67 0.09 0.03

2 0.74 0.09 0.07

3 0.36 0.08 0.08

4 0.59 0.08 0.09

5 0.56 0.16 0.15

6 0.50 0.13 0.12

7 0.54 0.06 0.06

8 0.45 0.10 0.12

9 0.68 0.12 0.05

10 0.57 0.10 0.11

11 0.55 0.03 0.04
Srednia 0.56 0.10 0.08
odchylenie st. 0.10 0.03 0.03

Zrbdlo: opracowanie wlasne

Porownujac metody dla problemu alokacji obcigzen na $ciezki pojedyncze
miedzy odpowiednimi wezlami sieci nalezy stwierdzi¢, ze metoda maxmin posiada
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nieakceptowalnie wickszg warto$¢ kosztu sprawiedliwosci wzgledem pozostatych
metod (Rysunek 4). Rysunek 5 przedstawia poréwnanie dwoch pozostatych metod
gdzie zauwazy¢ mozna zarowno przyktady gdzie koszt sprawiedliwosci dla metody
OWA byt wigkszy jak i mniejszy.

Rysunek 4. Poréwnanie wynikéw POF dla wybranych metod

0,80
0,60
B maxmin reg
0,40
HOWA
0,20 X
maxmin

0,00 I_ I- I- I- Il I. | I. I- I. e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Zrodlo: opracowanie wlasne

Rysunek 5. Poréwnanie wynikow POF dla wybranych metod wraz ze $rednia
i odchyleniem standardowym

0,20
0,15 N maxmin reg
0,10 OWA
s Srednia maxmin reg
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0,00
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Zrédlo: opracowanie wiasne
PODSUMOWANIE

Powyzsza praca miata na celu przedstawienie problemu sprawiedliwej
optymalizacji. Wyniki obliczen wskazaty na wiele zalet metody uporzadkowanych
srednich wazonych. Jedng z gléwnych zalet tej metody jest duza elastyczno$é pod
wzgledem sterowania wynikiem. Dla wag dodatnich oraz wklgstego charakteru
funkcji ocen, mozliwy jest rowniez zapis modelu w postaci programowania
liniowego. Metoda OWA dzigki tym cechom pozwala na wyznaczenie
W stosunkowo  krotkim czasie obliczen, rozwigzania satysfakcjonujacego
decydenta. Preferencje decydenta okreslaja tutaj stopien checi osiagniecia
rozwigzania bardziej sprawiedliwego, kosztem wartos$ci sumy wszystkich obcigzen
sciezek grafu. Modelowanie tych preferencji odbywa si¢ przy pomocy
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odpowiedniego doboru wag kolejnych wartosci uporzadkowanych funkcji oceny,
odpowiadajacej w niniejszej pracy warto§ciom obcigzen kazdej z wygenerowanych
sciezek. Bardzo zadowalajacy wynik badan nad implementacjg metody OWA do
tego specyficznego problemu powinien sta¢ si¢ motywacja do kolejnych badan nad
problemami sieciowymi jak réwniez problemami alokacji zasobow. Rozpatrywany
przypadek miat charakter liniowy. Jest wigc rowniez pole do prac badawczych
w zakresie problemoéw dyskretnych badz bardziej skomplikowanych problemow
nieliniowych. Wartosci wag w rozpatrywanym problemie byly szeregowane
malejgco. W przypadku zadania minimalizacji wagi nalezatoby dobieraé
nierosngco. Dobor wag o wigkszych warto$ciach dla poczatkowych wartosci
funkcji skumulowanych bedzie zblizalo rozwigzanie do rozwigzania maksy-
malizacji warto$ci minimalnej funkcji osiggniecia. Dobor wag o wickszych
wartosciach dla koncowych funkcji skumulowanych, przyblizy rozwigzanie
do rozwigzania maksymalizacji sumy warto$ci wszystkich funkcji osiggnigcia.
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ESTIMATION THE PRICE OF FAIRNESS FOR NETWORK
BANDWIDTH ALLOCATION BY THE OWA OPTIMIZATION

Abstract: An important problem when designing a telecommunication
network is to optimize the flow demands at the network between pre-defined
nodes. One of the solutions used for this purpose is to formulate the linear
programming. In this paper we focus on the optimization of locating the data
flow path in an undirected network. It provides an actual decision-making
problem. For such a problem the link-path formula has been chosen. Problem
also has brought to linear programming and implemented in AMPL standard.
The study estimated the price of fairness for the considered model OWA
(Ordered Weighted Averaging) compared to solve maximizing flows on the
paths and to solve the model MMF (Maximin fairness). The final effect of the
work is to present the results and a summary of the analysis, obtained
solutions based on sample data by reference to the telecommunication
network which in this case was the backbone Polish net. The main measure is
the difference between the value of the objective function for these fair
methods and solutions maximizing total flow.

Keywords: optimization, ordered weighted averaging, OWA, fair
optimization, multi-criteria optimization, network optimization, the price
of fairness, decision-making problems, linear programming, algorithms



