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Streszczenie: Rozwazamy problem stochastycznego sterowania
optymalnego dla wukladu opisywanego poprzez stochastyczne
rownanie rézniczkowe typu Ito. Uklady takie bywaja tez nazywane
jako modele dyfuzyjne. Zrodtem niepewnosci w takich modelach jest
bialy szum ktory odzwierciedla oddziatywanie duzej ilosci
niezaleznych sit losowych. W tej sytuacji problem sterowania polega
na podejmowaniu na podstawie mozliwie najnowszych informacji,
odpowiednich decyzji spo$rod wszystkich mozliwych w celu
osiggnigcia zamierzonego celu. Kluczowa role odgrywa w tym
zagadnieniu tzw. funkcja wartosci, ktora w jaki§ sposob
charakteryzuje nam ewolucje w czasie minimalnej wartosci
funkcjonatu kosztu. W niniejszym artykule autor udawania pewne
wilasnosci funkcji wartosci dla tzw. problemu Mayera czyli dla
specjalnej postaci funkcjonatu kosztu.

Stowa kluczowe: stochastyczne sterowanie optymalne, funkcja
warto$ci, problem Mayera

WSTEP

Niniejszy artykul jest poswiecony przedstawieniu pewnych wlasnosci
funkcji wartosci dla problemu stochastycznego sterowania optymalnego. Wiele
zjawisk przyrodniczych pojawiajacych si¢ w zastosowaniach jest modelowane za
pomoca réwnan rézniczkowych postaci

%= bit, x(1)) + (1) )
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gdzie x(t)eR", tzn. x=(x(t),....X,(t) opisuje stan uktadu w chwili t natomiast
v(t) reprezentuje nieznane zakltocenie. Kiedy takie zaktdcenie ma nieregularny

i nieprzewidywalny charakter naturalnym jest przyjecie procesu stochastycznego
W postaci:

0 =a(t,x<t))‘l—vtv,

gdzie d—\{[vto zapis formalny pochodnej czasowej procesu Wiennera, ktora jak

wiadomo nie istnieje w sensie klasycznym ale jako tzw. pochodna dystrybucyjna,
czyli jest to tzw. bialy szum. W notacji stochastycznej rownanie (1) zapisujemy
jako

dx(t) =b(t, x(t))dt+ o (t, x(t))dw(t) .

Rozwazamy nastepujacy stochastyczny uktad ze sterowaniem opisujacy
ewolucje funkcji stanu y(t) € R®

{dy(t) = f(t, y(t),u(t))dt+o(t, y(t),u(t))dW(t), se(t,,T]

2
y(to) = Xo @

gdzie (t,,X,)sa ustalone. Zakladamy, ze dana jest okreslona przestrzen
probabilistyczna z filtracja (Q, F,{F,}

1o, ), ma ktorej jest zdefiniowany

standardowy proces Wiennera Q (1), natomiast «(t) = a(t,w) jest sterowaniem
w chwili T zaleznym od parametru losowego @ € Q

Zatozmy ze spetnione sg warunki gwarantujgce istnienie jednoznacznego
rozwiazania Y(t) = y(t;ty, Xo,u) uktadu (2). Problem sterowania zwiazany jest

z zadanym zbiorem M < R oraz deterministyczna funkcja g(t, x) okreslona na
brzegu oM tego zbioru, tzn.

g:[ty,0)xoM — R (3)



38 Wiestaw Grygierzec

Rysunek 1. Problem Mayera

(tox0)

Zrodto: opracowanie wlasne

oraz z tzw. momentem stopu t,, czyli momentem Markowa, ktéry zdefiniowany jest
W sposob nastepujacy. Jako zbidr sterowan dopuszczalnych przyjmiemy tylko takie
sterowania u(t), ktére w skoniczonym czasie przeprowadzaja wektor stanu y (1)
do zbioru M p.n., tzn. istnieje taki (losowy) moment t, =t, (@), moment stopu, ze

yt)eM
t, =inf{t>t,, y(t;ty, X,,U) €M p.n.}. (4)
W dalszej czgséci naszego artykutu zasadniczg role bedzie odgrywaé tzw.
funkcja wartosci v:

V(ty, %) = inf Eg(t,, y(t;;ty, %o, 1)), (5)

< to. X0

gdzie przez U, , oznaczamy zbior sterowan dopuszczalnych dla warunku

to.Xo
poczatkowego (t,,X,). Zagadnienie sterowania optymalnego z powyzej
zdefiniowang funkcjg warto$ci nazywamy problemem Mayera dla sterowania
optymalnego.

W teorii sterowania optymalnego rozwaza si¢ dwa zasadnicze podejscia:
Podejécie Pontryagina, ktore opiera sie o zasade maksimum® oraz podejicie
Bellmana czyli oparte o programowanie dynamiczne. W tym ostatnim poszukuje
si¢ tzw. funkcji wartosci, ktora ma tutaj kluczowe znaczenie i wykazanie pewnych
jej wiasnosci jest wtasnie przedmiotem niniejszego artykutu. Podobne zagadnienie
w sytuacji deterministycznej jest przedstawione np. ksigzce [Fleming, Rischel
1975]. Réwniez monografie [Fleming, Soner 1993] oraz [Yong, Zhou 1999] sa

! Grygierzec W. (2012) O jednolitym podejsciu do rachunku wariacyjnego i sterowania
optymalnego. Metody Ilo$ciowe w Badaniach Ekonomicznych, XI111/1.
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poswiecone problemom m.in. wlasnos$ci funkcji wartosci. Podejscie przedstawione
W niniejszej pracy jest bliskie tzw. twierdzeniu weryfikacyjnemu chociaz nie
catkowicie si¢ z nim pokrywa, stanowi istotny wklad w lepsze zrozumienie
1 poszukiwanie rozwigzan optymalnego sterowania.

OZNACZENIA | DEFINICJE

Zmienna losowa, proces stochastyczny

Przypomnijmy, dla uzytku czytelnika podstawowe definicje i wlasciwosci
dotyczace proceséw stochastycznych z ktérych bedziemy korzystali w dalszej
czg$ci. Niech Qbedzie niepustym zbiorem, F o -algebra jego podzbiorow; I1
miara probabilistyczna na Q (P:F —[01] ). Trojke (Q,F,P) standardowo
nazywamy przestrzenia probabilistyczng. Funkcje x:Q—R%, mierzalng

wzgledem F nazywamy zmienna losowq o wartosciach w R .
Oznaczmy przez 1=[0,T], T <coprzedziat domknigty w R. Procesem

stochastycznym x nazwiemy rodzing zmiennych losowych {x(t)},., czasami
oznaczanych jako x,. Formalnie zatem proces stochastyczny to funkcja dwoch
zmiennych:

X: 1 xQ—>RY,

mierzalna wzglgdem drugiej zmiennej dla dowolnego tel. Przy ustalonym
weQ, funkcj¢ t—X(t,w) nazwiemy trajektoria procesu X,. Proces

stochastyczny nazywamy ciaglym jezeli X(-, w)jest ciagly jako funkcja t, dla
prawie wszystkich @ e Q. Rodzing {F, }_, o -algebr nazywamy filtracjq jezeli dla
s<t,s,t el zachodzi:
F,ckcF.
Uktad (Q,F,{Ft}tG,,F,P) nazywamy przestrzeniq  probabilistyczng

z filtracjg. Proces stochastyczny x; nazywamy Fi-adaptowanym jezeli dla
dowolnego tel, @ — X, (w) jest F; -mierzalna. Niech begdzie dany dowolny proces

stochastyczny X, oraz niech F; bedzie najmniejsza o -algebra generowana przez
Xs; S<t, wowczas X, jest adaptowany do FgDla tel, oznaczamy

F* =o(x,:s<t), najmniejsza c-algebre wzgledem ktorej Xs jest mierzalny dla
s <t. Jest ona nazywana c-algebra generowana przez x do chwili t, zatem mozna
jauwazac¢ za "historie” zmiennej losowej x;.

Warunkowa wartos¢ oczekiwana, Martyngaly

Wriasnosci warto$ci oczekiwanej dla trajektorii optymalnej sa przedmiotem
niniejszego artykutu, przypomnijmy w zwigzku z tym dla wygody czytelnika
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najwazniejsze definicje. Warunkowa wartosé oczekiwana zmiennej losowej x pod
warunkiem zdarzenia A zdefiniowana jest jako:

1
E(x|A) —mj;x(a))dP.
Warunkowgq wartosciq oczekiwang zmiennej losowej x pod warunkiem o -ciata
G c F nazywamy zmienng losowg E(x|G) spelniajaca warunki:
(1) E(X|G) jest G-mierzalna
(2) dla dowolnego AeG zachodzi
[E(xIG)(@)dP(e) = [ x(@)dP(@).
A A
Adaptowany  proces  stochastyczny  x,,telnazywamy  martyngatem
(podmartyngatem, nadmartyngatem) wzgledem filtracji F;
jezeli:
(1) x;catkowalny dla dowolnego t eI,
(2) x,=E(x |F)p.n. (odp.<,>) dladowolnego s,tel,s<t.

Proces Wiennera, Calka stochastyczna Ito

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna z filtracja (Q, F{R}. F, P)
proces stochastyczny w, =(w,,...,w,)nazwiemy procesem ruchu Browna albo

procesem Wiennera w RY jezeli jest ciggtym procesem Gaussowskim
o niezaleznych przyrostach, tzn.

(1) wo =0 p.n.(prawie na pewno)

(2) dla dowolnego 0<s<t zmienna losowa w-w; jest niezalezna od Fao,

(3) przyrosty w-Ws maja rozktad normalny, tzn. N(O,(t—s)l,), gdzie I3 jest

macierza jednostkowa w R,

Jezeli filtracja {F} nie jest zadana w sposob jawny, mozemy uwazaé, ze jest to
wiasnie filtracja {F\"}, czyli generowana przez proces Wiennera w, i wowczas
warunek (2 ) odpowiada warunkowi:

(2") proces w; posiada niezalezne przyrosty tzn. dla
t<s<r<u, (w,—w,)oraz (w, —w,)sa niezalezne.
Mozna pokazaé, ze gestos¢ prawdopodobienstwa W; wWyraza Sie wzorem:

p(t, ) = (2t) *'? expt- | x P (20)
Przypomnijmy dla wygody czytelnika definicje catki stochastycznej Ito.
Przedstawiamy jedynie zasadniczg idee natomiast osoby zainteresowane bardziej

szczegotowym opisem zachecamy do siegnigcia do standardowych pozycji
ksigzkowych takich jak [Ikeda, Watanabe 1989] czy [Kartzas, Shreve 1991].
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t
Konstrukcje catki stochastycznej Ito 1(f), = J. f,dW, rozpoczniemy od
0

zdefiniowania zbioru funkcji dla ktorych jest ona poprawnie okreslona. Dla T > O
przez L%(0,T;R) oznaczamy zbiér wszystkich mierzalnych procesow ¢ (t;!)
adaptowanych do filtracji {F,}., 0 skoficzonej normie

I = E{J. f(t, a))dt} <o,

0
Krok I. Definiujemy catke najpierw dla proceséw schodkowych postaci:

n-1
fi(w) = Zf. (a))){[ti ,ti+1](t)!
i00
dla  zadanego  podziatu: O=t, <t <...<t, =T, przedziatu  [0,T]
gdzie & jest F, mierzalna, E(§i2) < oo, natomiast y;, . ;(t) jest funkcja charaktery-
styczng odcinka [t;,t;,,]. Calka stochastyczna procesu schodkowego jest
zdefiniowana jako

t
[ faw, =" & (@)W, (@) =W, ().
0 i
Dowodzi si¢ prawdziwos$ci tozsamosci izometrycznej:
t t
JRE |2}=Ej| f, P ds,
0 0

oraz nierownosci Barkholdera-Davisa-Gundy:

p T p/2
< CpEUl f, [ dsJ ,

0
gdzie c, jest stala zalezng od T >0 oraz p>0.

Krok II. Rozszerzamy definicje poprzez przej$cie graniczne na adaptowane
procesy stochastyczne spehniajace:

m

0<t<T

t
E sup IfdeS
0

Ej|xs(a)) 2 ds < . (6)
0

Krok Ill. Kolejne rozszerzenie definicji calki poprzez tzw. lokalizacje na klas¢
wszystkich adaptowanych proceséw spehniajacych

P{ﬁxs(a)) & dS<oo}:1. (7)
0
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Caltka stochastyczna Ito jest poprawnie zdefiniowana jezeli zachodzi warunek (7),
jezeli zachodzi silniejszy warunek (6) wowczas jest ona martyngatem.

PROBLEM STEROWANIA OPTYMALNEGO MAYERA

Stochastyczny uklad ze sterowaniem
Problem sterowania bgdzie polegal na minimalizacji warto$ci oczekiwane;j
pewnego funkcjonatu funkcji stanu oraz procesu sterowania. Funkcja stanu to
proces stochastyczny y(t) e R?, o wartosciach w R® opisywany przez nastepujace
stochastyczne rownanie rozniczkowe typu Ito:
dy(t) = f(t, y(t),u(t))dt+o(t, y(t),u(t))dW(t),s €[t,, T],

ktore bedziemy rozumieli jako rownanie catkowe

Y(t) = y(to)+ [ (&, y(®),u®)dt+[ o(t, y (o), u(e))dw, ®)

t0 t0
gdzie u(t) €U jest parametrem czyli sterowaniem zastosowanym w chwili t

przyjmujagcym wartoSci  z pewnego zbioru U < R",ograniczonego oraz
domknigtego . Oznaczmy przez Q =[0,T]xR?.
Przyjmiemy nast¢pujace zatozenia: niech funkcje
f:QxU —>RY,
o:QxU > RYxRY,
beda ciagle oraz niech f(--V), o(--Vv) beda klasy C*(Q). Zaktadamy, ze istnieje
pewna stata C>0, taka, ze:
@O f [+ [+loy |+]o [<C,
@) T, x,v)|+]|ot,x,v) KCQA+|x|+]|V]),

gdzie f,, f, oznaczajg odpowiednie pochodne czgstkowe %Orazg, |o| jest
X

tr 'x

norma operatorowa o rowniezo,,o, Sa pochodnymi czastkowymi funkcji o
0 warto$ciach macierzowych.

Z ogodlnej teorii stochastycznych rownan rdézniczkowych wiadomo, ze przy
powyzszych zalozeniach réwnanie (8) ma doktadnie jedno rozwigzanie
y(t) € L?(2;C(0,T;RY)), gdzie

L2(€;C(0,T;RY)) ={x, : Ets[L(J)e] |, P< oo}
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Kryterium do minimalizacji - Problem Mayera

Rozwazamy rodzing stochastycznych probleméw  Cauchy’ego
indeksowana po (s,x) €[0,T]xR®:

dy(t) = f (t, y(t),u(t))dt+ o(t, y(t), u(t))dw(t),t e (s,T]
y(s) = x, (s,x)dowolne

(9)

oraz funkcje (3) g(t,x) € C*([0,o0) xAM; R), niech y(t;s,x,u) bedzie trajektoria
rozwigzania (9) oraz t; bedzie momentem zatrzymania (4). Zbior sterowan
dopuszczalnych

U, = {u:[0,00)xQ —U | F, —adaptowane t, (s, X,u(-)) <oop.n.} (10)
Powiemy, ze Y~ jest trajektorig optymalng a (y',u") para optymalna jezeli

V(ty, %) = . inf Eg(ty, y(t;ty, Xo,U)) = Eg(t;, y*(tl;tO'XO’U*))' (11)

EUlo,xo

WEASNOSCI FUNKCJI WARTOSCI

Przy powyzszych zatozeniach prawdziwe sa nastgpujace twierdzenia.
Twierdzenie 1
Proces v(t,y(t)) jest podmartyngatem dla t €[t,,t,] tzn.

v(s, y(s)) < E[v(t, y(1)) | K1 p.n.
dla t,<s<t<t,.
Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze z definicji (5) funkcji wartosci wynika
v(s, y(s)) =essinf E[g(ty, y(t,,s, y(s),u) | F]

ueU-s‘y(s) (12)
v(t, y(t)) =essinf E[g(t;, y(t,,t, y(t),u) [ ]

uely v
oraz, ze
v(s, y(s) = ELv(s, y(8) | F.]1=E[v(s, y(s) | K]
Ustalmy dowolne ueU, , , wowczas dla dowolnego t>s>t;  z jednoznacznosci
rozwiazania y(t) po Scieszkach dla potoku y(t) rozwigzania SDE wynika wiasno$é
Markowa czyli
y(t;ty, X, U) = Y(t; S, Y(S;ty, X, u),u) dla dowolnego s > t,

Z POWYZSZego mamy

v(s, y(s,u) = E[v(s, y(s,u) | R 1< E[g(t;, y(t;,u)) | K]
biorgc essinf

v(s, y(s,u) <essinf E[g(t,, y(t,,t, y(t),u) | i ]=v(t, y(t,u))

UEUt,y(t)

na koniec bierzemy obustronnie E[-|F,].
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Twierdzenie 2
y - trajektoria optymalna ) v(t, y(t)) = const p.w.
Dowdd. Z definicji trajektorii optymalnej (11)

V(to, o) = Eg(t,, Y (1)),
natomiast z Twierdzenia 1 mamy

Eg(ty, ¥ (1)) = V(to, Xo) < E[v(t, Y (1)) | R, 1= Ev(t, y*(1)) =

= E| essinf E[g(t,, ¥ (t,) | ]| < Eg(t,,y (1))
uel «
ty (1)
Poniewaz na poczatku i na koncu ciggu nierownosci mamy to samo wyrazenie

zatem nierownosci w srodku mozna zamieni¢ na rOwnosci.
WNIOSEK

Funkcja wartosci jest na wszystkich trajektoriach rozwigzania uktadu (2) jest
podmartyngatem, jedynie na trajektorii optymalnej jest stata prawie wszedzie
wzgledem miary probabilistycznej P i to jest najprostsze kryterium aby rozpoznaé
pare optymalng czyli sterowanie optymalne oraz trajektorie optymalng.
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ABOUT SOME MAYER STOCHASTIC OPTIMAL CONTROL
PROBLEM

Abstract: We consider optimal control problem of system which is
covered by Ito’s stochastic differential equation. Such systems are
sometimes called diffusion models. The basic source of uncertainty
in such models is white noise, which represents large numbers
of independent random forces. The controller has to make relevant
decision, based on the most update information among all the possible to
achieve the best expected result relevant his goal. The key role play so
called value function which represent in some sense evolution of minimal
cost functional in time. In the present paper the author give some
characterization of value function for the so called Mayer problem which
correspond to special form of cost.

Keywords: stochastic optimal control, value function, Mayer problem



