METODY ILOSCIOWE W BADANIACH EKONOMICZNYCH
Tom XVI1/2, 2016, s. 111 — 122

POJECIE MIARY ODEJSCIA OD ROWNOMIERNOSCI
ORAZ JEJ WPLYW NA TESTOWANIE NIEZALEZNOSCI
W TABLICACH DWUDZIELCZYCH SREDNICH
ROZMIAROW

Piotr Sulewski
Instytut Matematyki, Akademia Pomorska w Stupsku
e-mail: piotr.sulewski@apsl.edu.pl

Streszczenie: Gdy hipoteza Hy o niezalezno$ci cech jest stuszna, bardzo czg-
sto wowczas — za sprawa matych probek — rozktad statystyki testowej od-
biega od rozktadu chi-kwadrat. Kwantyl rozktadu chi-kwadrat nie jest zatem
wlasciwa wartoécig krytyczng. Obecnie nie jest problemem wyznaczanie
wartosci krytycznej, lecz modelowanie Hy. Modelowanie Hy to wypehianie
tablic, w ktorych warto$ci cechy przypisane wierszom sa niezalezne od war-
tosci cechy przypisanej kolumnom. W pracy zdefiniowano miare odej$cia od
réwnomierno$ci (mn). Gdy Hy jest stuszna, rozktad statystyki testowej zalezy
od mn. Wartos¢ krytyczna nalezy ustala¢ z uwzglednieniem mn.

Stowa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezaleznos$ci, miara nieprawdzi-
wosci Hy, metoda stupkowa, metoda Monte Carlo

WPROWADZENIE

W kazdym popularnym podreczniku ze statystyki znajduja si¢ informacje
0 m. in. takich testach, jak: niezaleznosci, t Studenta, Kolmogorowa czy Behrensa -
Fishera. Nie sposob nie zgodzi¢ si¢ zatem z teza, ze testy - obok wspomnianych
wczesniej testOw - sg zapewne najczesciej stosowanymi narzedziami statystyczny-
mi. Dane do testow niezaleznos$ci aranzuje si¢ w postaci tablic dwudzielczych wxk
(TD).

Statystyka testowa ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat. Takie zdanie
czesto pojawia si¢ w literaturze statystycznej. W praktyce jednak bardzo czesto
rozktad statystyki testowej nie podlega rozktadowi chi-kwadrat, co wynika z ma-
lych probek. Rachunek prawdopodobienstwa nie oferuje metod pozwalajacych na
wyznaczenie doktadnych rozktadow. Tak naprawde, znajomos$¢ postaci analitycz-
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nej tych rozkladéw nie jest nam potrzebna. Jedyne, co chcemy znaé, to wartosci
kwantyli z tzw. ,,ogona” tych rozktadéw, najczesciej 90% i 95%. Do ich uzyskania
stuzy metoda modelowania komputerowego Monte Carlo (MC), dzigki ktorej moz-
na wyznaczaé warto$¢ kwantyla na podstawie 10° powtorzen testu zgodnosci

Interesuje nas tutaj rozktad statystyki testowej, gdy hipoteza zerowa Hy
0 niezaleznosci cech jest stuszna. Przy obecnej wydajnosci komputerow nie stano-
wi problemu wyznaczenie kwantyla, lecz modelowanie H,. Modelowanie H, to
wypetnianie takich TD, w ktorych warto$ci cechy przypisanej wierszom sg nieza-
lezne od wartosci cech przypisanych kolumnom. Odpowiednia do takiego mode-
lowania jest TD rownomierna, o jednakowym prawdopodobienstwie przynalezno-
$ci do komorek. Jednak w modelowaniu nie mozna si¢ ograniczy¢ tylko do niej.
Zjawisko niezaleznos$ci moze wystgpi¢ w kazdej TD nierdwnomiernej, gdy praw-
dopodobienstwo wedtug kolumn jest jednakowe we wszystkich wierszach lub
prawdopodobienstwo wedlug wierszy jest jednakowe we wszystkich kolumnach.

Do pokazania wptywu nieréwnomiernos$ci wypetnienia TD na warto$¢ kry-
tyczng wykorzystano najbardziej znana i powszechnie stosowang statystyke x> . TD
posiada ograniczenia w zakresie stosowania tej statystyki, ktéra ma asymptotyczny
rozktad chi-kwadrat z (w-1)(k-1) stopniami swobody. W celu zniesienia tych ogra-
niczen zaproponowano wyznaczanie wartosci krytycznych na podstawie symulacji
komputerowych metoda MC. Takze Lilliefors w tescie Kolmogorowa dla rozktadu
normalnego wyznaczal warto$ci krytyczne za pomocg symulacji, gdy parametry
rozktadu byty oszacowane z préoby.

W [Sulewski 2016a] pokazano, ze wartos¢ krytyczna w tescie niezalezno$ci
dla TD 2x2 - gdy miedzy cechami nie ma zwigzku - zalezy nie tylko od liczebno-
$ci proby i poziomu istotnosci, ale takze od stopnia nierdwnomiernosci danych.
Artykut obecny jest kontynuacjg tamtych rozwazan. TD nie sg najmlodszym za-
gadnieniem, dlatego praca [Sulewski 2016a] miata charakter sondazowy, a ponie-
waz tematyka w niej zawarta zostata pozytywnie odebrana i zrecenzowana, autor
postanowit pdjs¢ dalej i rozszerzyt swoje badania na TD wxk (w,k=2,3) wigksze
niz 2x2.

Celem artykutu jest przypomnienie teorii dotyczacej testow niezaleznosci
dla TD, wprowadzenie miary nierdwnomierno$ci danych oraz analiza wynikow
modelowania statystycznego. Analiza ta ujawnita, ze - nawet gdy Hy o niezalezno-
$ci cech jest stuszna - rozklad statystyki testowej w istotny sposob zalezy od nie-
rownomierno$ci wypetnienia TD. Zatem warto$§¢ krytyczng nalezy ustalaé
z uwzglednieniem miary nierdownomiernosci danych.

TABLICA DWUDZIELCZA

Tabela 1 przedstawia TD wxk, ktora sktada si¢ z w-k wartosci n; (i=1,2,...,w,
. . . . w k
j=1,2,...,K) rozktadu tacznego cech X i Y takich, ze Zizlzj:l n,=n.
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Tabela 1. Tablica dwudzielcza wxk

Cecha X Cecha ¥ Razem
\7 Y, Y
Xl n, n, . n, n,
X2 n,, n,, n,, n,,
XW nwl nw2 nm nll
Razem n, n, N, n

Zrédlo: opracowanie wlasne
Komérki TD wxk mozna takze wypetni¢ prawdopodobienstwami pj;
(i=1,2,...,W; j=1,2,...,k) takimi, ze " > p, =1. W odniesieniu do tabeli 1 war-

tosci te wyznaczane sg ze wzoru P. =N./n.
Liczebno$¢ oczekiwang komorki w i-tym wierszu i j-tej kolumnie wyznacza
sig ze wzoru
n,.-n,. ) _
e = "n L=n-p.-p.,; (=12..w j=12,..k), @

wowczas statystyka x* dla TD wxk ma posta¢

pogytial pbonnl $ebo.

i=1l j=1 | i=l j=1 i. p.] i=l j=1 p| .J

Przeprowadzajac badanie populacji generalnej istotna jest nie tylko zalez-
no$¢ istniejaca migdzy cechami, ale takze jej sita. Teori¢ poswigcong miarom sity
zwigzku mozna spotkaé praktycznie w kazdej ksigzce statystycznej. Czg$¢ z tych
miar wykorzystuje statystyke y° i sa to wspotczynniki V Cramera, T Czuprowa
oraz C Pearsona. Na szczegdlng uwage zasluguje jednak asymetryczna miara sity
zwigzku migdzy cechami, a mianowicie wspotczynnik t Goodmana—Kruskala
[Goodman, Kruskal 1979]. Niewatpliwym atutem tej miary jest takze to, ze ma
swoje rozszerzenia dla tablic trojdzielczych [Gray, Williams 1975] oraz dla tablic
czterodzielczych [D’Ambra, Crisci 2013].

Bazujgc na klasycznej definicji niezalezno$ci cech autor proponuje miare
nieprawdziwo$ci Hy przyjmujaca postac

ml'{lvxk ZZ| pl] pl p | (3)
i=1 j=1
Hipoteza zerowa Hy — moéwiaca o tym, ze migdzy cechami X i Y w TD wxk
nie ma zwigzku — jest stuszna, gdy pjj = Pj. P, (i=12,...w;j=12,..k). Zatem
miara (3) przyjmuje wartos¢ 0, gdy hipoteza zerowa Hy jest stuszna. Im wigksze sa
warto$ci MU, , tym bardziej nieprawdziwa jest Ho.
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W pracy [Sulewski 2015] wartosci krytyczne dla TD wyznaczano metoda
MC. Pierwszym etapem tego procesu jest wypetnianie TD niezbgdne do przepro-
wadzenia symulacji, ktéra wykonano metoda stupkowa. W tym celu przedziat

<O;1> podzielono na w-k podprzedziatéw o szeroko$ciach réwnych warto$ciom
prawdopodobienstw p; w taki sposob, ze pierwszy podprzedzial ma szeroko$¢ p,,
drugi - py,, ....kty - py,...,ostatni - p,, . Aby uzyskaé¢ zerowa warto$¢ miary
mu,,, wielkosci p; wyznaczono ze wzoru p;; =1/(w-k). Prawdopodobienstwa te

.. ey . - - k
spetniajg oczywiscie warunek normalizacji Ziw:lzj:l p; =1.

Kazda z n wygenerowanych liczb losowych rownomiernych ,,wpada” do
jednego z podprzedziatow i tym samym zostaje o jedng zwigkszona liczba obiek-
tow w odpowiadajgcej temu podprzedzialowi komorce TD. Wielko$ci Ny spetnia-
jace roOwnos¢ lezizl n; =N sa liczebnosciag obiektow W poszczegdlnych komor-
kach TD. Rysunek 1 przedstawia schemat wypetniania komoérek TD 3x2 dla li-
czebnosci proby n=1000 i miary mu,, =0, gdy p; =1/6 dla kazdego i=1,2,3;

j=1,2. Tabela 2 prezentuje odpowiadajgcg temu schematowi TD 3x2.

Rysunek 1. Schemat wypetniania komoérek TD 3x2

n=1000 liczb losowych

rownomiernvch
| P11 P12 P21 | P22 | P31 | Ps2 |
| i i | | i |
0 1/6 2/6 3/6 4/6 5/6 1
n11:169 n17:162 n71:148 n77:175 ng1:160 ng7:186

Zrodto: opracowanie wlasne
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Tabela 2. Tablica dwudzielcza 3x2 otrzymana metoda stupkowsa

CechaY
Cecha X Y) Y, Razem
X1 169 162 331
Xz 148 175 323
X3 160 186 346
Razem 477 523 1000

Zrodto: opracowanie wlasne

MIARA NIEROWNOMIERNOSCI DANYCH

Weczesniejsze badania symulacyjne autora wykazatly, ze wartosci krytyczne
zaleza od wartosci prawdopodobienstw p; (i=1,2,...,w; j=1,2,...,k), dla ktorych

miara nieprawdziwosci Hy (3) przyjmuje warto$¢ zero (Ho o niezaleznoSci cech jest
stuszna). W zwigzku z tym autor proponuje miar¢ nierOwnomiernosci danych
dla TD w postaci:

w_k 1 2
mmxk:W'k'ZZ(pij__j ) (4)
i1 j-1 w-k

ktora - w zalezno$ci od rozmiaru TD - przyjmuje wartosci w przedziale <O, dmax>,

gdzie d,, <1. W wyrazeniu (4) widoczne jest pewne podobienstwo do statystyki
2
x ).

WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH

Istnieja pewne ograniczenia w zakresie stosowalnosci statystyki ¥ dla TD,
ktora ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z (W—l)(k—l) stopniami swobody.
W odniesieniu do TD wigkszych niz 2x2 ze statystyki ¥* mozna korzystaé, gdy
liczebnosci oczekiwane (1) €; >1oraz gdy nie wigcej niz 20% tych wartosci jest
mniejsze niz 5 [Yates, Moore, McCabe 1999, Shier 2004]. Natomiast zdaniem
Cochran'a [1952] statystyke x* dla TD wigkszych niz 2x2 mozna stosowaé, gdy
przynajmniej jedna z liczebnos$ci oczekiwanych € >5. W dobie coraz to szyb-
szych komputerow mozna za pomocg stosownego oprogramowania znie$¢ te ogra-
niczenia i drogg symulacyjng — stosujac metode MC i uwzgledniajac nierdwno-
mierno$¢ wypetienia TD - wyznaczy¢ wartosci krytyczne. W celu uzyskania bar-
dziej doktadnych wynikéw wartos¢ krytyczna koncowa Cv, wyznaczono jako war-
tos¢ $rednig kilkudziesigciu wynikoéw, np. u=50. Algorytm wyznaczania wartosci
krytycznych dla TD jest nastepujacy:

1. Sformutowanie hipotezy zerowej Hy: nie ma zwiazku migdzy cechami.
2. Ustalenie rozmiaru TD, liczebnoS$ci proby n i poziomu istotnosci a.
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3. Wybor schematu prawdopodobienstw A lub B, gdy w=Kk .

4. Dla przyjetej warto$ci miary nierdwnomierno$ci Mn,, , ustalenie wartosci
prawdopodobiefistw pj; (i=1,2,...,w; j=1,2,...,K), dla ktérych miara nieprawdzi-
wosci mu,,, =0.

5. Wypehianie TD metoda stupkowa na podstawie wartosci py (i=1,2,...,w;

j=1,2,...,K) ustalonych w kroku 4.

Wyznaczenie wartosci statystyki y? (2).

R=10° krotne powtorzenie pkt. 5 i 6.

Uporzadkowanie w kolejnosci rosnacej wartosci statystyk z? (i=1,...,R).

© © N>

. Obliczenie wartosci dystrybuant empirycznych F"=i/(R +1).
10.Ustalenie wartosci krytycznej cvl jako i-tej statystyki pozycyjnej, dla ktorej
warto$¢ dystrybuanty empirycznej wynosi F~=1—a lub jest bardzo bliska tej

wartosci.
11. u=50 - krotne powtorzenie pkt. 5 - 10.

12.Wyznaczenie wartosci krytycznej cv, = @i}l cvl, )/ 50.

W dalszej czeéci tego punktu wyznaczono wartosci krytyczne dla TD wxk
(w,k=2,3,4) wigkszych niz 2x2 przy poziomie istotnosci 0=0,05 z uwzglednieniem
miary nierdwnomierno$ci danych (4) i liczebnosci proby n. Minimalng liczebno$¢
proby dla danej TD dobrano tak, aby prawdopodobienstwa brzegowe byty rozne od
zera. Maksymalna liczebno$¢ proby ustalono tak, aby pokazaé jak z jej wzrostem
maleje wplyw nieréwnomiernos$ci danych w TD na warto$¢ krytyczna. Zwigzek
migdzy liczba komoérek w-k w analizowanych TD, a liczebnoscig proby n, okre-
slaja zaleznos$ci (5) z pewnym zaokragleniem dla TD 3x2 oraz TD 3x3

n=w-k-3,75; n,=w-k-5; n,=w-k-6,25;
n,=w-k-75 n,=w-k-12,5; n,=w-k-25.

State liczbowe wystepujace w (5) maja Scisly zwigzek z liczebnoscig proby n
dla TD 2x2 [Sulewski 2016b].

Whioski jakie wynikaja z uzyskanych wynikow dla kazdej analizowanej TD
sa takie same. Zeby ich nie powiela¢, zostang one przedstawione na koncu tego
punktu.

W celu uzyskania zadanej warto$ci miary nierdownomiernosci mn,, (4),

()

warto$ci prawdopodobiefstw pj; (I ( =12,...,w; j=12,. k) - dla ktorych miara nie-
prawdziwosci H, mu,, =0 - uzyskano ze wzordw:

e TD3x2schemat A: p, =1/6-q-Ap, p,=1/6+q-Ap (i=123),

e TD 3x2schematB: p,; =1/6-q-Ap, p,; =1/6, p,; =1/6+q-Ap (j :1,2),
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e TD3x3:p,=1/9-q-Ap, p,=1/9, p,=1/9+q-Ap (i=12,3),
gdzie Ap=10°/(w-k) oraz q e (010%).
Dla kazdego z tych schematow warto$¢ minimalna mn,, =0, natomiast

warto§ci maksymalne to mn,, =1 (schemat A) i mn,, =2/3 (schemat B) oraz
mn,, =2/3.Jezeli mn,, przyjmuje warto§¢ maksymalng, to nie mozna policzy¢
warto$ci statystyki (2), gdyz prawdopodobienstwa brzegowe sg zerowe. Dlatego
symulacje komputerowe przeprowadzono dla wartosci mn,, e(O,max), gdzie
max=2/3 dla TD 3x2 (schemat B) i 3x3 oraz max=1 dla TD 3x2 (schemat A).
Doktadne wartosci miary mn,, , dla ktorych korzystajac z metody MC wyznaczo-
bes 10 mn,=001..09 (schemat A),
mn,, =0,0.1...,0.5 (schemat B) oraz mn, ; =0,0.1,...0.6.

Otrzymane wartosci krytyczne dla danej warto$ci miary mn,,, oraz liczeb-
nosci proby n przedstawiono graficznie na rysunkach 2 i 3.

no wartosci krytyczne  cv,

Rysunek 2. Wartos$ci krytyczne i warto$ci miary nierownomierno$ci odnoszace si¢ do
schematu A (po lewej) i do schematu B (po prawej) w TD 3x2

M
— . 59915

Wartosé krytyczna Voo
Warto$é krytyczna Voo

0 01 0,2 03 04 05 0,6 07 08 0,9
Miara nieréwnomiernosci mn

Zrédto: opracowanie wlasne

Rysunek 3. Wartosci krytyczne i warto$ci miary nierownomiernosci w TD 3x3

9,4877

4 5 —
ST \\

RN

Ll
9,0
88 | —chi-kwadrat .
-e-n=40
» n=50

-4-n=60

Wartosé krytyczna cvo,

~en=70
-+-n=100
~=n=200

Zrbdlo: opracowanie wlasne
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Z rysunkéw 2 i 3 wynika, ze w TD dla danej liczebnosci proby n, warto$é
krytyczna CV, o5 zmienia si¢ wraz ze wzrostem stopni nieréwnomierno$ci danych

mn,,, 1przyjmuje najmniejsze wartosci, gdy ta nieréwnomiernos$¢ jest najwigksza.
Odchylenia od wartosci krytycznej )(505;(\,\,_1)('(_1) wyznaczanej ,,rutynowo” z roz-

ktadu chi-kwadrat sg znaczne i malejg wraz ze wzrostem liczebnosci proby.

Do badan empirycznych niezbedny jest takze wskaznik kierunku zmiany
nierownomiernosci (WKZN), ktorego zadaniem - dla tablic o r6znej liczbie wier-
szy i kolumn - jest wskazanie odpowiedniego schematu prawdopodobienstw do
wyznaczania warto$ci krytycznych. Schematowi A odpowiada WKZN w postaci
m, natomiast schematowi B - WKZN w postaci mg.

k

mA:Z

j=1

W

1

—, m, =

k|'® Zl:
Wskazniki (6) przyjmuja jednoczesnie wartos¢ zero, gdy dane w TD sg roz-

lozone rownomiernie. Przyktadowe inne wartosci tych wskaznikow dla TD 3x2

przedstawia tabela 3.

1
pOj - Pi. __‘ (6)
w

Tabela 3. Wartosci WKZN w tablicy dwudzielczej 3x2 prawdopodobienstw

my=05, mz =0 my=1, mg=0
Y, | Y, b 1 Y, | Y, Y
Xy [ 112 | 14 | 173 X4 0 13 | 13
Xy | 112 | 14 | 1/3 X2 0 13 | 13
Xz | 1/12 | 14 | 1/3 X3 0 13 | 13
> | 14 | 34 1 > 0 1 1
my=0, mg=1 my=0, mg=12
Y1 Y, z 1 Y, Y, Y
X4 0 0 0 X1 0 0 0
X, | 1/12 | 1/12 | 1/6 X, | 1/30 | 1/30 | 1/15
X3 | 5/12 | 5/12 | 5/6 Xs | 7115 | 7/15 | 14/15
ol 2|12 1 >l 12| 12 1

Zrodto: opracowanie wlasne

Jezeli dla danych empirycznych przedstawionych w postaci TD wxk (W;t k)
m, = Mg, to do wyznaczania wartosci krytycznych nalezy skorzysta¢ ze schematu

A prawdopodobienstw. Jezeli M, < My, to nalezy skorzystaé ze schematu B.
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PRZYKLADY LICZBOWE

Przyktad 1

Wsréd 1000 klientow PZU mieszkajacych w wojewodztwie Pomorskiem
oceniono stopien opanowania jezyka ojczystego (cecha X) oraz wyniki w uczeniu
si¢ jezyka obcego (cecha Y). Uzyskane wyniki przedstawia TD 3x3, wartosci pj
zapisano w nawiasach (tabela 4). Za pomoca statystyki x> zbadano niezaleznosé
cech X i Y na poziomie istotnosci « =0,05 z uwzglednieniem stopnia nierowno-
miernosci danych.

Tabela 4. Tablica dwudzielcza 3x3

Cecha Y
Cecha X Stabe Przecietne Wysokie Razem
Niski 10 (0,050) | 19 (0,095) | 22 (0,110) 51 (0,255)
Przecietny 9 (0,045) | 47(0,235) | 12 (0,060) 68 (0,340)
Bardzo dobry | 58 (0,290) | 13(0,065) | 10 (0,050) 81 (0,405)
Razem 77 (0,385) | 79(0,395) | 44(0,220) 200 (1)

Zrodto: dane umowne

Do wyznaczenia warto$ci krytycznych skorzystano z algorytmu opisanego
w punkcie 4 i1 otrzymano nastgpujgce wyniki:
e Ho: nie ma zwigzku migdzy cechami.
e w=3 k=3, n=200,a=0,05, mn,,=0521.
e Wartos¢ mn,;=0,521 uzyskano dla indeksu nierdbwnomiernosci ¢ ==884.
Warto$ci prawdopodobienstw dla ktorych mn, 3 =0,521 oraz mu, ;=0 to:

p, =0013 p, =011% p, =0,209(=1,2,3).
e Wyznaczenie warto$ci krytycznej: ov, o = (Zi)lcvli )/ 50=09,267.

Poniewaz warto$¢ statystyki testowej y° =79877 jest wieksza od wartoéci
Krytycznej cvpos=9,267, zatem sg podstawy do odrzucenia Ho. Warto$¢ krytyczna
odczytana z tablic rozktadu chi-kwadrat to €V 54 =9,4877.

Przyktad 2

W populacji generalnej przeprowadzono badanie statystyczne. Uzyskane
wyniki przedstawia TD 3x2, wartosci p; zapisano w nawiasach (tabela 5). Za po-
moca statystyki y° zbadano niezalezno$¢ cech X i Y na poziomie istotnosci
a = 0,05 wyznaczajac warto$¢ krytyczng testu trzema sposobami: (sposob 1) war-
to$¢ krytyczng odczytano z tablic rozktadu chi-kwadrat; (sposob 2) warto$é kry-
tyczng wyznaczono symulacyjnie metodg MC bez uwzglednienia nierbwnomierno-
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$ci danych; (sposob 3) wartos¢ krytyczng wyznaczono symulacyjnie metoda MC
z uwzglednieniem nierownomiernos$ci danych.

Tabela 5. Tablica dwudzielcza 3x2

Cecha X Cecha Y Razem
Y, Y,
X1 13(0,121) 35(0,327) 48(0,449)
X, 3(0,028) 38(0,355) 41(0,383)
X 3(0,028) 15(0,14) 18(0,168)
Razem 19(0,178) 88(0,822) 107(1)

Zrodto: dane umowne

Do wyznaczenia warto$ci krytycznych skorzystano z algorytmu opisanego
wczesniej 1 otrzymano nastepujace wyniki:

e Hp: nie ma zwigzku migdzy cechami.

e w=3 k=2, n=107, «=0,05, mn,, =0 (sposob II), mn, , =0,615 (sposéb
1.

e Poniewaz WKZN m, =0,645>m, =0,33, wigc do wyznaczania wartosci kry-
tycznej nalezy skorzysta¢ ze schematu A prawdopodobienstw (sposob 3).

e Warto$¢ mn,, =0 uzyskano dla indeksu nierbwnomierno$ci q=0 (sposob 2),
wartos¢ mn,, =0,615 - dla indeksu nier6wnomiernosci q =784 (sposob 3).
Wartoéci  prawdopodobienstw dla ktérych mn,,=mu,, =0 to: p,; =1/6
(i =123; ] :1,2). Wartosci prawdopodobienstw dla ktorych mn, , =0,615 oraz
mu,,, =0 to: p, =0,036 p,, =0,297(=12,3).

e Wyznaczenie warto$ci krytycznych:

(sposdb 2) €V, o5 = (folc\/li )/50 =6,012,

(sposob 3) GV, 5 = (folcﬂi )/50 ~5,849.
Sposob 1. Statystyka testowa dla analizowanych danych wyznaczona ze
wzoru (2) ma warto$¢ y? = 5,933, a warto$é krytyczna odczytana z tablic rozktadu
chi-kwadrat to cvg o5, =5991. Poniewaz x° <CVyqs,, zatem nie ma podstaw do

odrzucenia H,.
Sposéb 1. Warto$¢ krytyczna wyznaczona symulacyjnie metodg MC bez

uwzglednienia nierownomiernosci danych wynosi ¢V, = 6,012 i jest wigksza od

wartosci statystyki y* =5,933, zatem nie ma podstaw do odrzucenia Ho.
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Sposob 1. Warto$¢ krytyczna wyznaczona symulacyjnie metoda MC
z uwzglednieniem nieréwnomierno$ci danych wynosi €V, s = 5,849 i jest mniejsza

od wartosci statystyki y” =5,933, zatem s3 podstawy do odrzucenia Ho.

PODSUMOWANIE

W badaniu niezaleznosci cech za pomoca TD wx Kk bardzo popularng i cze-
sto stosowang miarg jest zaproponowana przez Pearsona statystyka y°. W celu
zniesienia ograniczen w stosowaniu tej statystyki wymienionych w pkt. 4, dla TD
warto$ci krytyczne wyznaczono symulacyjnie. Godnym uwagi jest, ze wartosci
krytyczne wyznaczone symulacyjnie metoda MC zaleza nie tylko od liczebnos$ci
proby i poziomu istotnosci, ale takze od zaproponowanej w niniejszej pracy miary
nierownomierno$ci danych. Zbiezno$¢ rozkladu statystyki testowej do rozktadu
chi-kwadrat jest tym wolniejsza, im bardziej nierownomierna jest TD. Oczywiscie
wraz ze wzrostem liczebno$ci proby symulacyjne wartosci krytyczne daza do tych
wyznaczonych z rozktadu chi-kwadrat.

Glownym przestaniem tego artykutu jest to, ze warto$¢ krytyczna nalezy
ustala¢ z uwzglednieniem miary nierownomierno$ci wypetnienia TD.
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A CONCEPT OF DEPARTURE-FROM-UNIFORMITY MEASURE
AND ITS IMPACT ON THE TESTING FOR INDEPENDENCE
IN TWO-WAY CONTINGENCY TABLES
OF MEDIUM DIMENSIONS

Abstract: Even when null hypothesis Hy is true, test statistics may not follow
the chi-square distribution. It takes place when the contingency table is filled
with a small sample. The relevant quantile of the chi-square distribution is no
longer a proper critical value. Again and again, also in this case, the Monte
Carlo method turns out to be irreplaceable. Modeling Hy means generating
such tables in which values ascribed to rows are independent of values as-
cribed to columns. In paper a departure-from-uniformity measure mn was de-
fined. When Hy is true measure mn has a strong impact on distribution of the
test statistics. So, determining test critical values one has to take mn into ac-
count.

Keywords: two-way contingency table, test of independence, untruthfulness
measure, bar method, Monte Carlo method



