METODY ILOSCIOWE W BADANIACH EKONOMICZNYCH
Tom XVII/3, 2016, s. 33 — 42

TEST ZGODNOSCI XZ OPARTY NA PROBACH NIEPROSTYCH

Czeslaw Domanski

Katedra Metod Statystycznych, Uniwersytet L.odzki
e-mail: czedoman@uni.lodz.pl

Streszczenie: Klasyczna teoria wnioskowania statystycznego dostarcza nam
metod estymacji nieznanych parametrow rozktadu, szacowania postaci
funkcji okreslajacej ten rozktad oraz weryfikacje hipotez na podstawie prob
prostych, tzn. takich, w ktérych obserwacje sa stochastycznie niezalezne
1 maja ten sam rozktad prawdopodobienstwa.

Problemy zwigzane z estymacja, w szczegolnosci metody adaptacji
centralnego twierdzenia granicznego dla prob nieprostych oraz weryfikacje
hipotez o zgodnosci rozktadoéw dla préb nieprostych za pomoca testu x> beda
przedmiotem tego artykutu.

Stowa Kkluczowe: estymacja, weryfikacja hipotez, centralne twierdzenie
graniczne

UWAGI WSTEPNE

Klasyczna teoria wnioskowania statystycznego dostarcza nam metod
estymacji nieznanych parametréw rozktadu, szacowania postaci funkcji
okreslajacej ten rozklad oraz weryfikacje¢ hipotez na podstawie prob prostych, tzn.
takich, w ktorych obserwacje sg stochastycznie niezalezne i majg ten sam rozktad
prawdopodobienstwa. Na og6t jednak ze wzgledu na koszty i efektywno$¢ badania
postugujemy si¢ probami nieprostymi (ztozonymi). Wyniki obserwacji w tych
probach sa realizacjami stochastycznie zaleznych zmiennych losowych o réznych
rozktadach. W badaniach reprezentacyjnych wyrézniamy m.in. nastepujace
schematy:

o losowanie zalezne (bez zwracania) z roznymi prawdopodobienstwami wyboru,
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e warstwowe,
e zespotowe,

e zespolowe i wielostopniowe.

W szczegblnosci, losowanie bez zwracania eliminuje stochastyczng
niezalezno$¢ obserwacji, proces warstwowania powoduje zréznicowanie
prawdopodobienstw  wyboru  elementéw  proby, natomiast losowanie
wielostopniowe wplywa na roznorodno$¢ rozktadow.

Jednym z najczgsciej stosowanych w GUS schematéw losowania jest
schemat losowania dwustopniowego, w ktorym jednostki pierwszego stopnia sa
warstwowane 1 w  warstwach wybierane z  prawdopodobienstwami
proporcjonalnymi do warto$ci pewnej cechy uznanej za miarg ich wielkoSci,
natomiast jednostki losowania drugiego stopnia sg lub nie warstwowe i losowane
zgodnie z schematem losowania prostego bez zwracania.

Problemy zwiazane z estymacja, w szczegélnosci metody adaptacji
centralnego twierdzenia granicznego dla prob nieprostych oraz weryfikacje hipotez
o zgodnosci rozktadow dla prob nieprostych za pomoca testu x* beda przedmiotem
tego artykutu.

TWIERDZENIA GRANICZNE DLA POPULACJI SKONCZONYCH

Metoda reprezentacyjna zajmuje si¢ sposobami losowania prob z populacji
skonczonych i szacowania na podstawie otrzymanych prob nieznanych parametrow
w tych populacjach. Poniewaz populacje sa skonczone, to i proby tez musza by¢
skonczone. Co wiecej, jezeli N oznacza liczebno$¢ populacji generalnej, za$
N - liczebno$¢ proby, to rozsadne jest tylko rozpatrywanie sytuacji, w ktorych
n< N, (przypadki, gdy n= N, nie stanowig przedmiotu zainteresowan metody
reprezentacyjnej). Wzgledy ekonomiczne i organizacyjne zmuszaja statystykow do
zastgpienia prob prostych (proba prosta to taka, w ktorej wyniki kazdej obserwacji
sa niezalezne maja taki sam rozktad, jak rozklad badanej cechy w populacji)
prébami nieprostymi. Ten fakt w potgczeniu z zatozeniem, ze N< N < oo oraz
tym, ze w wielu sytuacjach N jest zmiennga losowa uniemozliwia stosowanie
znanych z rachunku prawdopodobienstwa twierdzen granicznych do prob
nieprostych.

W przypadku losowania bez zwracania musi by¢ spelniony warunek N < N .
Tym samym nie mozemy korzysta¢ z twierdzen granicznych znanych z rachunku
prawdopodobienstwa, w ktorych zaktada sie, ze N —oco. Przytoczymy tutaj
twierdzenie Lindeberga Fellera [por. Fisz 1967].

Twierdzenie Lindeberga — Fellera. Niech {Yk}(k :1,2,...) bedzie ciagiem

niezaleznych zmiennych losowych o skonczonych wariancjach oraz Gy (V) , £

i o, #0 oznaczaja odpowiednio dystrybuante, warto$¢ oczekiwanag i odchylenie
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n

standardowe zmiennej Y, . Niech dalej C, = Zaf, a Fn(X) oznacza
k=1

dystrybuante standaryzowanej zmienne;j.

1 ?
Z, :C_Z(Yk_ﬂk) ,
n k=1

1 ;b
D(2)=—— |e 2dt,
N2 '[O
a ®(z) oznacza dystrybuante rozktadu N(0,1).
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby

tZ
limmax 2 =0,  lim F,(z) = 2 dt (1)

n—ow 1<k<n Cn

l 4
— |e
N2rm _'[O
jest, by dla dowolnego & > 0 zachodzita relacja

18 ) _
lim =2 [(y-m)"dG(y)=0 @)

n k=1 ‘y_ﬂk ‘>5Cn

Zamiast zapisu (2) bedziemy stosowac nastepujacy:

Z,—=>N(0,1) (3)

W schemacie losowania z prawdopodobienstwami proporcjonalnymi do
wartoéci cechy Y ze zwracaniem, pomimo, ze populacja generalna jest skonczona
mozna stosowac¢ twierdzenie Lindeberga — Fellera. Na podstawie tego twierdzenia
mozna wykaza¢, ze estymator Hansena-Hurwitza [por. Bracha 1998] ma przy
N — oo rozktad normalny zauwazmy, ze N moze by¢ dowolnie duze ( jednostki
w probie moga by¢ dowolnie duze, a ponadto zmienne Y; oraz Y (i=1")
niezalezne (losowanie ze zwracaniem).

W przypadku, gdy n<N i zmienne losowe sg zalezne, to nie mamy
podstaw do zastosowania twierdzenia Lindeberga-Fellera do estymacji wartosci
sredniej populacji.

Trudnos$ci wynikajace z zatozenia N <N i zaleznosci zmiennych jako
pierwszy probowat rozwigza¢ Madow (1948). Rozpatrywal on, zamiast danej
populacji U, ciag populacji {U,}, ktory zostal generowany przez wielokrotne

reprodukowanie poszczegdlnych elementéw z populacji U , przy zatozeniu, ze
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zardwno liczebnosci tych populacji jak i liczebnos$ci préb z nich losowanych rosna

n
nieograniczenie, tzn. przy v —> o0, N, —> 0, n, —> o oraz —- — ¢ <1.
19
Hajek [1960] przeformutowal twierdzenie Madowa, ktore mozna
przedstawi¢ nastgpujaco [por. takze Erdds i Réyi 1959].

Twierdzenie Lindeberga-Fellera-Hajka. Dany jest ciag populacji {UV};'OZI,
gdzie
Uy Z{le’---inNv}' 4)

odpowiadajacy  temu  ciggowi  cigg  parametrow {YV }30:1 ,  gdzie

T . . 1 |00 R 1
Yy =(Yyg-s YN, ) @ takze ciag danych {dv }v:l' gdzie d, = {yvl,..., Yvn, }
oraz odpowiadajgce im ciaggi o wyrazach ogoélnych

o1 N
o2 ®
Vo=l
1 W _
¢ = D (Y —Y)?, (6)
N, 145
I LY
Vo=— Yui- )
n, ‘3

Niech U, bedzie dla dowolnego & >0 podzbiorem zbioru U, i niech

jego elementy spetniajg warunek
— nV
Yy —Yu|> 2.y - v ®)
v

gdy n, > oo, Nv—nv — oo dla v—c0.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby

7, =N L S N(0D), )

[1—1}%
r]V NV

jest relacja
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lim 1= =0 (10)

Relacje (10) nazywa si¢ warunkiem Lindeberga-Hajka.

Scott i Wu [1981] udowadniaja dalsze wtasnosci estymatorow w przypadku
losowania prostego bez zwracania.
Twierdzenie Scotta-Wu. Jezeli jest spelniony warunek

. 52
lim (1— n—VJ—V =0, (11)
V—00 v ) Ny
to dla dowolnego & >0
lim P{y, -¥,|<&}=1. (12)
V—00

Czgsto zamiast rownosci (12) stosujemy zapis
(yv _Y_v )_P)O
Z twierdzenia Scotta-Wu wynika, ze $rednia z proby wylosowanej wedhug
schematu losowania prostego bez zwracania jest zgodnym z estymatorem
sredniej Y.
Hajek [1964] dla schematu losowania z prawdopodobienstwami

proporcjonalnymi dla wartosci cechy Y bez zwracania, zaproponowal procedure
losowania z odrzuceniem (rejective sampling). Procedura ta polega na tym, ze dla

X.
danych p; =—-, gdzie X oznacza sume obserwacji zmiennej dodatkowej,
X

okreslone sa wielko$ciami a j bedace funkcjami p j 1 spelniajace warunek

N
Zaj =1
j=1

Nastepnie jednostki losowane sg ze zwracaniem i prawdopodobienstwami wyboru
w kazdym ciagnieniu proporcjonalnym do a;. Jezeli po N ciagnieniach proba

zawiera N roznych jednostek, to ja akceptuje. Jezeli natomiast pewne jednostki
powtarzajg si¢, to cala proba jest odrzucona i losowana jest nowa.

Rosen [1972] udowodnit centralne twierdzenie graniczne dla estymatora
Horvitza — Thompsona opartego na probie losowej sekwencyjnej. Prace takie sg
prowadzone przez wielu badaczy zaré6wno metodami analitycznymi jak
i symulacyjnymi [por. np. Bracha 1990, 1998]. Na podstawie wynikow tych badan
autorzy sugeruja wysoka ostrozno$¢ przy wyciaganiu wnioskow o zgodnos$ci
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rozktadéw rozwazanych estymatorow z rozkladem normalnym [por. takze
monografia Fullera 2009].

TEST ZGODNOSCI )(2 DLA PROB NIEPROSTYCH

Niech zmienna losowa Y przyjmuje warto$ci nalezace do k(k > 2) roztacznych
przedziatow. Oznaczmy przez P; prawdopodobienstwo tego, ze zmienna X

przyjmuje wartosci z i-tego przedzialu, przy czym p; >0 dla i=1,...,k oraz

n
Z P; =1. Na podstawie proby prostej nalezy zweryfikowac hipotezg:
i=1

H,:p=p,
waobec hipotezy alternatywnej:
Hl : p * p() ’

.....

prawdopodobienstw zwigzanych z p(p, = [poi ]Hw 1)
Do weryfikacji hipotezy H proponuje si¢ statystyk¢ macierzowa [por. np.
Rao 1982].
A T 1( A
22 =np-po) P*(p-po) (13)
gdzie:
Po=diag(po) —popy.  P=[P) s (14)
przy czym f; jest nieobcigzonym estymatorem p;-.
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy H,, statystyka dana wzorem (13) ma
asymptotyczny rozktad y? o k —1 stopniach swobody.
Dla prob ztozonych Holt i inni [1980] przedstawili modyfikacje statystyki

testu zgodnosci ;(2 nastgpujacej postaci:

4
= 15
X. 1 (15)
gdzie:
K A2/
s_.N ZD (pi) (16)
k=145 pio
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przy czym [32( P,) oznaczaja estymatory wariancji badanej cechy odpowiednie dla
okreslonego schematu losowania. Statystyka (15) przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy Hy ma rozktad )(2 0 (k —1) stopniach swobody. Hipotezg H
odrzucamy na poziomie istotnosci « , gdy zachodzi nieroéwnos¢ ;(2 > ;(i

W przypadku gdy k=2, wowczas weryfikujemy hipotezg H,:p=p,
wobec hipotezy alternatywnej H, : p # p, za pomoca statystyki [por. np. Bracha
1998].

A 2
gt o

gdzie P jest estymatorem p.

Statystyka (17) przy prawdziwosci hipotezy Hy ma dla duzych wartosci n

rozktad zblizony do rozktadu ;(2 0 jednym stopniu swobody.
Przeprowadzilismy kilka eksperymentow metoda Monte Carlo dla préb
nieprostych badajac rozmiary testu ;(2 i jego modyfikacji ;(2 W pierwszym

eksperymencie poréwnaliSmy rozmiary rozwazanych testow dla prob nieprostych
(losowanie bezzwrotne) z populacji skonczonych o rozktadzie normalnym
0 zadanych parametrach dla N =1000, 2000, 10000. Na podstawie tak

wylosowanych prob weryfikowaliémy hipotez¢ prosta Hg, ze proba pochodzi

z populacji o rozkladzie normalnym za pomocg klasycznego testu ;(2
i zmodyfikowanego ;(f uwzgledniajacego efekt schematu losowania. Badanie

zostalo przeprowadzone dla kilkunastu wariantow podziatu wynikéw proby na
klasy np. N =1000 liczby klas k =2,4,6,8 odpowiednio dla roznej wielkosci

proby spetniajacej warunki zbiezno$ci statystyki )(2 do rozktadu chi-kwadrat.
Badanie przeprowadzono dla g =10000 repetycji.

W tabeli 1 przedstawiono rozmiary rozwazanych testow dla trzech
pozioméw istotnosci ¢ =0,10; 0,05; 0,01 i liczby stopni swobody (Iss =7) dla
N =1000 o liczebnosci proby n = 40, 50,..., 100, 120, dla N = 2000 o liczebnosci
proby n = 50, 100, 150, 200, 300 oraz dla Iss =14 i N =10000 liczebnosci
proby n = 200, 300, 400, 500. Natomiast w tableli 2 dla N =1000 prezentowane
sa rozmiary rozwazanych testow w zaleznosci od liczby stopni swobody (|SS = 2)
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dla liczebnosci proby n = 10, 15, 20, 30, 40, 50, 100; (lSS = 4) dla n = 15, 20, 30,
40, 50, 100; (Iss = 6) dla n = 20, 30, 40, 50, 100.

WNIOSKI

1. Rozmiar klasycznego testu ;(2 dla N =1000 we wszystkich przypadkach

przewyzsza zalozone poziomy istotno$ci, natomiast zmodyfikowany test

nie przekracza przyjetych pozioméw istotnosci = 0.10 i a=0.05, a takze na
ogot dla a=0.01. Podobne rezultaty uzyskalismy dla N =10000 (por. tab. 1).

2. Wraz ze wzrostem liczby swobody (Iss) na ogot rozmiar klasycznego testu

;(2 coraz bardziej odbiega od przyjetego poziomu istotnosci o, natomiast wraz

. . . 2
ze wzrostem liczby swobody rozmiar zmodyfikowanego testu %, coraz

bardziej zbliza si¢ do przyjetego poziomu istotnosci (por. tabela 2).
Reasumujac, wyniki badan na tym etapie nalezy wyraznie podkresli¢, ze dla
proby nieprostej (losowanie zalezne) klasyczny test zgodnosci ;(2 podaje na og6t
w rozwazanych przypadkach niewlasciwe wskazanie odnoscie do weryfikacji
hipotezy. Najczgsciej w losowaniu bez zwracania rzeczywisty btad pierwszego
rodzaju znacznie przewyzsza przyjety poziom istotnosci « .

Z dotychczasowych do$wiadczeh wynika, ze rozwazane testy w dalszym
ciggu bada¢ nalezy dla prob prostych jak i prob ztozonych. Niektore postulaty

wielu autorow dotyczace zasad stosowania testu zgodnos$ci ;(2 powinny by¢
zweryfikowane [por. Domanski, Pruska 2000].
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Tabela 1. Poréwnanie rozmiaru testu zgodnosci ) 2 7 testem zmodyfikowanym )(2 dla

prob nieprostych wylosowanych z populacji skonczonych o rozktadzie normalnym
dla N =1000, 2000, liczby stopni swobody Iss = 7 dla N=10000, Iss =14

Poziom istotno$ci
Wielkosé a=0,10 a =0,05 a=0,01
roby N 2 2 2
m x° X z° X 2° X
N =1000(lss = 7)
40 0,136 0,091 0,071 0,046 0,020 0,010
50 0,128 0,086 0,071 0,046 0,023 0,012
60 0,123 0,085 0,068 0,047 0,018 0,008
70 0,111 0,078 0,067 0,040 0,020 0,013
80 0,105 0,081 0,064 0,042 0,017 0,013
90 0,116 0,090 0,057 0,041 0,014 0,009
100 0,106 0,092 0,062 0,053 0,014 0,010
120 0,111 0,090 0,059 0,048 0,016 0,008
N =2000 (Iss =7)
50 0,128 0,089 0,064 0,042 0,021 0,012
100 0,102 0,071 0,057 0,034 0,015 0,009
150 0,097 0,082 0,054 0,043 0,010 0,007
200 0,076 0,057 0,033 0,025 0,005 0,005
300 0,083 0,087 0,051 0,052 0,009 0,010
N =10000 (Iss =14)
200 0,134 0,104 0,081 0,062 0,024 0,012
300 0,116 0,088 0,068 0,053 0,021 0,014
400 0,125 0,106 0,075 0,063 0,010 0,007
500 0,103 0,097 0,049 0,046 0,014 0,009

Zrodto: obliczenia wlasne
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Tabela 2. Porownanie rozmiaru testu zgodnosci ¥ 2 z testem zmodyfikowanym )(2 dla

prob nieprostych wylosowanych z populacji skonczonych o rozktadzie normalnym
dla N =1000 w zaleznosci od liczby stopni swobody Iss = 2,4,6

Poziom istotnosci
Wielkosé a=0,10 a =0,05 a=0,01
proby N ZZ Z*Z ZZ Zf 12 Zf
Iss=2
10 0,1145 0,0593 0,0670 0,0318 0,0192 0,0093
15 0,1095 0,0490 0,0612 0,0259 0,0160 0,0070
20 0,1026 0,0497 0,0540 0,0221 0,0147 0,0064
30 0,0979 0,0427 0,0502 0,0202 0,0119 0,0046
40 0,0871 0,0375 0,0441 0,0188 0,0104 0,0040
50 0,0857 0,0379 0,0425 0,0178 0,0084 0,0036
100 0,0722 0,0367 0,0319 0,0163 0,0058 0,0027
Iss=4
15 0,1398 0,0831 0,0813 0,0452 0,0263 0,0128
20 0,1272 0,0756 0,0737 0,0406 0,0224 0,0105
30 0,1204 0,0730 0,0699 0,0368 0,0215 0,0096
40 0,1237 0,0768 0,0682 0,0384 0,0208 0,0101
50 0,1163 0,0715 0,0651 0,0408 0,0187 0,0105
100 0,1056 0,0727 0,0533 0,0367 0,0139 0,0082
Iss=6
20 0,1516 0,0982 0,0906 0,0533 0,0331 0,0167
30 0,1405 0,0930 0,0851 0,0506 0,0285 0,0143
40 0,1327 0,0883 0,0779 0,0492 0,0249 0,0138
50 0,1213 0,0857 0,0727 0,0463 0,0222 0,0119
100 0,1161 0,0934 0,0625 0,0492 0,0160 0,0122

Zrodlo: obliczenia wlasne

xz GOODNESS OF FIT TEST IN NON-SIMPLE SAMPLING

Abstract: Classical theory of statistical inference provides methods
of estimation of unknown population parameters, density estimation and
statistical hypothesis testing, based on simple random sampling, that
is sampling scheme, in which all individuals are stochastically independent
and identically distributed.

Problems with estimation, especially with adaptation of central limit theorem
to non-simple sampling and verification of goodness of fit hypothesis with x°
test will be subject of this article.

Keywords: estimation, hypothesis verification, central limit theorem



