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Streszczenie: W badaniach zastosowano wybrane metody analizy danych
eksperymentalnych do identyfikacji chaosu deterministycznego w szeregach
czasowych notowan wybranych spotek wchodzacych w sktad indeksu
WIG-banki Gietdy Papierow WartoSciowych w Warszawie. Szacowano
warto$¢ wyktadnika Hursta, dlugosci cykli, wymiar korelacyjny. Celem
pracy bylo opracowanie i zastosowanie metodologii badania wiasciwosci
fraktalnych  szeregow  czasowych przy wykorzystaniu  programu
Mathematica.
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WPROWADZENIE

Prognozowania finansowych szeregdw czasowych probowano poczatkowo
dokonywac za pomocg modeli liniowych, zgodnych z teorig rownowagi, stworzong
przez Leona Walrasa [patrz Walras 1954]. Zmiany w tej dziedzinie wymusit
$wiatowy kryzys, zainicjowany przez historyczny ,,Czarny Poniedziatek”
19 pazdziernika 1987 roku, kiedy to amerykanski indeks Dow Jones Industrial
Average odnotowal spadek o 22 procent, a zaraz potem nastgpit spadek innych
indeksow gietdowych na calym S$wiecie. Zaczeto poszukiwa¢ nowych metod
przewidywania zmian na rynkach kapitatlowych. Zauwazono, ze rynek kapitatowy
ma nature nieliniowa i nieokresows, dlatego przydatna okazata sie teoria uktadow
chaotycznych, a spo$réd réznych zaczerpnigtych z niej metod, w badaniach
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finansowych obecnie czesto stosowane sg m.in.. wymiar korelacyjny, wymiar
fraktalny, wyktadnik Lapunowa, analiza przeskalowanego zakresu [Peters 1997].

Celem niniejszej pracy bylo przygotowanie w pakiecie Mathematica
wlasnych procedur, pozwalajacych wyznaczy¢ niektore z tych parametrow
w oparciu o znane z literatury tematu algorytmy. Nastegpnym krokiem byto
zastosowanie opracowanej metodologii do analizy szeregéw czasowych cen
wybranych spétek wchodzgcych w sktad indeksu WIG-banki, notowanego na
Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie.

Wykorzystanie analizy fraktalnej w badaniach wlasciwosci szeregéw
czasowych notowan gieldowych pozwala szacowaé prawdopodobienstwo
okreslonych ruchéw rynku kapitalowego oraz okresli¢ wymiar zbiorow
granicznych uktadu dynamicznego opisujacego jego zachowanie.

Zjawiska na rynku finansowym sa na tyle zlozone, Ze niemozliwe jest
okreslenie wszystkich zmiennych systemu, mozna jednak bazujac na danych
historycznych mniejszej liczby zmiennych dokonaé tzw. rekonstrukcji przestrzeni
fazowej (rekonstrukcji atraktora). Pomystodawca tej teorii, David Ruelle [Ruelle
1989], pokazat sposdb odtworzenia zbioru przyciaggajacego, kiedy dysponujemy
szeregiem czasowym tylko jednej zmiennej. Stosujac tzw. metode opoOznien,
wykazat, ze zar6wno wymiar fraktalny, jak i rozktad wyktadnikow Lapunowa
odtworzonej przestrzeni fazowej sa takie same, jak dla rzeczywistej przestrzeni
fazowej dwoch zmiennych. W badaniach wykonanych na potrzeby niniejszej
pracy, analizowano szereg czasowy jednej zmiennej — szereg Cczasowy
logarytmicznych stop zwrotu (na podstawie kursow zamkniecia) dla spotek
gietdowych GPW sektora bankowego.

PODSTAWY TEORETYCZNE

Chaos deterministyczny wystepuje w najprostszych uktadach dynamicznych
dyskretnych, poczynajgc od wymiaru 1 (iteracje funkcji logistycznej f:R — R,
f(x) =ax(1 —x) czy wielomianu zespolonego p(z) = z%+c¢, zc € C) oraz
z czasem ciaglym, czyli w uktadach generowanych przez rozwiazania uktadow
robwnan  rézniczkowych — autonomicznych (w  wymiarze n>=3), lub
nieautonomicznych (dla n > 2, jak na przyktad przy zaburzeniach okresowych
réwnania rézniczkowego wahadta matematycznego) [Baker & Gollub 1998].

Przyjmujemy jako uktad dynamiczny uktad generowany przez rozwigzania
roéwnania rézniczkowego

X =f(x), x(0) = xo (x € R) 1)
przy zatozeniu, ze takie zagadnienie poczatkowe posiada jedyne rozwigzanie ¢ (t),
okreslone na catej osi czasu R.

W tym przypadku rodzina przeksztatcen ¢;: R™ — R™ (gdzie ¢.(x,) jest to

warto$¢ rozwigzania @ (t) rownania X = f(x), spelniajacego warunek poczatkowy
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¢(0) = x;) okresla jednoparametrowa przemienng grupe przeksztatcen przestrzeni
X w siebie.

Zbiorem niezmienniczym wzgledem danego ukladu dynamicznego
nazywamy wowczas zbiér A zawarty w X, jezeli Vt € R: ¢,(A) = A. Natomiast
atraktorem powyzszego uktadu dynamicznego nazywamy niezmienniczy zbior
domkniety A, dla ktorego istnieje otoczenie U zawierajace A takie, ze a) ¢.(U)
jest zawarte w U, b) Vx € U @;(x) —» A przy t — oo (trajektoria jest z uptywem
czasu przyciggana przez atraktor A).

Orbita (trajektorig fazowa) punktu x, nazywa si¢ zbior

T(xp) ={x € X: x = ¢;(x),t €ER}.

Objetoscig fazowa obszaru V (zawartego w X = R™) wzglgdem (1) w chwili

t nazywa si¢
V(t) == vollp:(V)], t €ER.
Zachodzi wowczas wzor Liouville’a:

1 advie) .
m ot = div f(x).

Uktadem dyssypatywnym (rozpraszajacym) nazywa si¢ uklad dynamiczny,
dla ktorego div f(x) < 0. Objeto$¢ fazowa takiego uktadu nie zalezy od wyboru
obszaru V i maleje do zera z uplywem czasu. Dla uktadow dysSypatywnych
wyrdznia si¢ nastgpujace typy atraktorow: punkty roéwnowagi, orbity okresowe,
orbity quasi-okresowe oraz dziwne atraktory.

Dziwnym atraktorem nazywa si¢ atraktor o zlozonej strukturze
geometrycznej, generowany przez uklad dynamiczny wrazliwy na zmiang
warunkéw poczatkowych. Fraktalna struktura dziwnego atraktora, zanurzonego
w konkretnej przestrzeni fazowej, okreslona jest przez jego wymiar, ktory jest
zawsze mniejszy niz wymiar rozpatrywanej przestrzeni. Wiaze si¢ to bezposrednio
z kurczeniem sie objetosci fazowej uktadu dyssypatywnego.

Deterministyczny autonomiczny uktad dynamiczny (1) nazywa si¢ uktadem
chaotycznym, jesli posiada dziwny atraktor.

W przypadku, gdy nie znamy réwnan ruchu opisujacych dany uktad
dynamiczny, a korzystamy tylko z historycznych danych dos$wiadczalnych,
mozemy korzystajagc z idei Pacarda [Pacard i inni 1980] odtworzy¢ przestrzen
fazowg szeregu czasowego jednej zmiennej tzw. metodg opdznien. Polega ona na
utworzeniu m — 1 . falszywych zmiennych” uktadu dynamicznego, zanurzajac
szukany atraktor w przestrzeni R™. Opierajac si¢ na teorii F. Takensa [Takens
1981] rozwaza si¢ ciag wszystkich mozliwych uktadow m kolejnych elementéw
szeregu czasowego {Y (i)} zawierajacego N obserwacji:

[Y(1),Y(2),.., Y(m)],[YA + 1), Y2 +1),...,.Y(m+ 1)], ...
Jest to cigg wektor6w w R™. Kazdy taki wektor nazywa si¢ m-historig szeregu
czasowego {Y(i)}. Twierdzenie Takensa mowi, ze dla m dostatecznie duzego
w stosunku do wymiaru przestrzeni standw (m > 2p + 1), m-wymiarowy obraz
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przestrzeni standéw, ktorego czescia jest ciag m-historii, oddaje w poprawny
matematycznie sposob jej wiasno$ci. A zatem trajektoria w przestrzeni R™
zbudowana z wykorzystaniem ciggu m-historii stanowi prawidtowa rekonstrukcje
trajektorii generujacej badany szereg czasowy {Y (i)}

W przypadku, kiedy wymiar oryginalnej przestrzeni fazowej uktadu nie jest
znany, mozna znalez¢ odpowiednia warto§¢ wymiaru przestrzeni zanurzenia,
obliczajac tzw. wymiar korelacyjny dla coraz wigkszych wartosci m.

Punkty atraktora zageszczaja si¢ w okreslonych miejscach niezaleznie od
wymiaru przestrzeni zanurzenia, wicc od chwili, kiedy wymiar korelacyjny
atraktora rekonstruowanego osiagnie wymiar atraktora ,prawdziwego”,
zwigkszanie wymiaru przestrzeni zanurzenia nie powoduje juz zwigkszania si¢
wymiaru atraktora rekonstruowanego. Dla uktadu losowego z kolei, punkty
rekonstruowanej trajektorii wypelniajag przestrzen zanurzenia we wszystkich
kierunkach, a wymiar korelacyjny nie stabilizuje si¢ ze wzrostem wymiaru
przestrzeni zanurzenia. Dla ustalania wymiaru zanurzenia w niniejszej pracy
stosowano metode zwigzang z wyznaczaniem wymiaru korelacyjnego, opisang
w teorii Grassbergera i Procacci [Grassberger & Procaccia 1983].
Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana para punktow atraktora jest odlegta
od siebie o mniej niz &, nazywa si¢ calkg korelacyjna i oznacza przez C(¢g).
Zakladajac, ze atraktor zanurzony jest w przestrzeni euklidesowej skonczonego
wymiaru i oznaczajac przez {x;} pewna lezacg na nim trajektori¢ gests, calke
korelacyjnag szacuje si¢ za pomoca sumy korelacyjnej

I T e H (e — d(x;, %))
(5)
2
gdzie

H(*) oznacza funkcj¢ jednostkowa Heaviside’a, tj. H(x) :={1:x = 0; 0: x < 0}.
Zachodzi zalezno$¢ C(g) = ]lim Cr(t*,m,e), wymiar Kkorelacyjny atraktora

Cr(t*,m,¢e) =

wynosi natomiast D, = lin(q) ,lim (log Cy(t*,m,€) /loge).
£ —00

Metoda Grassbergera-Procaccii: nalezy obliczy¢ D, dla niskiego m,
a nastepnie zwigksza¢ sukcesywnie wymiar zanurzenia m o jeden i kazdorazowo
wylicza¢ ponownie wymiar korelacyjny D,. Szukany wymiar zanurzenia m* to ten,
powyzej ktorego wymiar korelacyjny przestaje si¢ zmieniac.

Ztozono$¢ struktury geometrycznej atraktora okresla si¢ za pomocg wymiaru
pojemnosciowego Kolmogorowa Dy, ktory dla zbioru ograniczonego S (zawartego
w RP) okres$la sie nastepujaco

Dk = llmw
r-0 1
lo

r
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gdzie N(r) to minimalna liczba kul o promieniu r w RP potrzebna do pokrycia
zbioru S. Wymiar pojemnosciowy bedacy liczbg calkowita odpowiada
»regularnym” tworom geometrycznym, podczas gdy wymiar pojemnosciowy nie
bedacy liczbg catkowita $wiadczy o tym, ze obiekt geometryczny ma
skomplikowang strukture. Wyliczenie wartoSci Dy jest nietatwe, dlatego
Grassberger i Procaccia zastapili wyznaczanie liczby N(r) mierzeniem odlegtosci €
pomigdzy punktami pewnej zawartej w atraktorze trajektorii {x;}. Udowodniono,
ze jesli punkty x; rownomiernie pokrywajg atraktor, to D, = Dy. Ponadto, mimo,
ze w ogbélnym przypadku D, < Dy, a wigc wymiar pojemnosciowy i Wymiar
korelacyjny nie sa rowne, to dla wielu znanych atraktorow wymiary te réznig si¢
tylko nieznacznie. Przyjmuje si¢ wobec tego, ze wymiar korelacyjny moze stuzy¢
za dobre oszacowanie wymiaru pojemnosciowego Kotmogorowa.

Najlepsze opOznienie czasowe T* mozna nhatomiast wyznaczy¢ biorac
pod uwage zalezno$¢ Dy X T = N*, gdzie Dy -—wymiar pojemnosciowy,
T — przesunigcie czasowe, N* — éredni okres orbitalny. Sredni okres orbitalny jest
to okres czasu, po uplywie ktorego korelacja pomiedzy przebiegami czasowymi
zanika, jego warto$¢ wyznacza si¢ na podstawie analizy przeskalowanego zakresu
[Peters 1997].

Angielski hydrolog Harold Edwin Hurst opracowal i wykorzystat analize
przeskalowanego zakresu (rescaled range method, metoda R/S) w celu badania
wielkosci wylewow Nilu. Zauwazyt [Hurst 1951], Zze szeregi czasowe roznic
migdzy wielkosciami kolejnych wylewdéw sa procesami z dlugg pamigcia,
podobnymi do proceséw utamkowego ruchu Browna. Nie sa one niezalezne i nie
maja rozktadu normalnego. Hurst zdefiniowat stalg H, mierzaca utamkowy ruch
Browna, a takze znalazl sposob jej wyznaczania — metodg przeskalowanego
zakresu, ktora pozwala sprawdzi¢, czy badany proces zachowuje si¢ jak btadzenie
przypadkowe. Zakres zmiennosci procesu mozna opisa¢ rownaniem:

(R/S)n = cn”
gdzie: (R/S), — (przeskalowany) zakres zmienno$ci n obserwacji, n — liczba
obserwacji, H — tzw. wyktadnik Hursta, ¢ — dodatnia stata.

Stata H mierzy stopien ,,poszarpania” obiektow fraktalnych, a jej wartos¢
mieéci sie w granicach 0 i 1. Jak sie okazuje, wymiar fraktalny i wyktadnik Hursta
sa $cisle zwigzane, a mianowicie taczy je zalezno$¢ D = 2-H.

Dla procesu biadzenia przypadkowego wykladnik Hursta H = 0,5, czyli
zakres zmiennos$ci zwigksza si¢ z pierwiastkiem liczby obserwacji. Procesy, dla
ktorych 0,5 < H < 1 sa nazywane persystentnymi, tzn. jesli w ostatnim okresie
zaobserwowano wzrost/spadek, to najbardziej prawdopodobne jest, Ze
w nastepnym okresie réwniez zostanie odnotowany wzrost/spadek. Mdowi sig¢
w tym przypadku o tzw. dhlugiej pamieci (funkcja autokorelacyjna maleje
w wolnym tempie). Procesy, dla ktorych 0 < H < 0,5 okreéla si¢ mianem
antypersystentnych. Charakteryzujag si¢ one tendencjg do szybkich zmian.
Najbardziej prawdopodobne jest, ze najblizsza zmiana wartosci realizacji procesu
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bedzie przeciwnego rodzaju w stosunku do zmiany poprzedniej, po wzroscie
najczesciej nastepuje spadek, a po spadku wzrost.

Badanie wyktadnika Hursta wykorzystuje si¢ rowniez do wykrywania cykli.
Procesy cykliczne sa persystentne, poniewaz zmiany kierunku trendu nast¢puja
stosunkowo rzadko. Dla takiego procesu wartos¢ H dla n krotszych od $redniej
dhugosci cyklu powinna byé¢ wyzsza niz 0,5. Spadek warto$ci wyktadnika Hursta
dla pewnej warto$ci N* do poziomu 0,5 lub nizej oznacza, ze proces traci ,,dtuga
pamigé”. Wartos¢ N*, dla ktorej nastgpuje taka zmiana, oznacza przecigtng dhugoscé
cyklu [Peters 1997].

Algorytm wyznaczania wartosci (R/S), przeskalowanego zakresu na
podstawie danego Szeregu czasowego mozna znalezé w pracy [Peters 1997].
Wielko$¢ (R/S),, oznacza pewng $rednig obliczang dla danego zbioru danych, przy
zastosowaniu podziatu tego zbioru na roztaczne przedziaty dtugosci n. Schemat ten
powtarza si¢ dla kolejnych wartosci n, a nastgpnie stosuje si¢ regresj¢ liniowg Y
wzgledem X, gdzie Y =log(R/S), oraz X = logn, a wspotczynnik kierunkowy
linii regresji okresla warto$¢ wykladnika Hursta. Dla odpowiednio duzych n,
otrzymujemy wynik H = 0.5. Oznacza to, ze zanika pami¢¢ dlugookresowa
1 proces zaczyna si¢ zachowywaé jak proces bladzenia przypadkowego. Punkt
zatamania N*, w ktorym wykres zmienia nachylenie (a wykladnik H > 0.5
zmienia si¢ na H = 0.5), nie tylko wyznacza dtugos¢ cyklu, ale pozwala wyliczy¢
wielko$¢ przesunigcia czasowego T, niezbednego dla rekonstrukceji atraktora.

Analiza statystyki V okreslonej wzorem V, = ((R/S),)/vn pozwala
doktadniej okre§li¢ momenty zmiany charakterystyki badanego procesu. Dla
procesu losowego i niezaleznego wykres 1}, wzgledem logn to pozioma linia, dla
procesu persystentnego — funkcja rosngca, a dla antypersystentnego — malejaca.
Wychwytujac miejsca, w ktorych wykres osigga maksimum lokalne, znajdujemy
moment, w ktérym pamie¢ uktadu zanika, co pozwala oszacowac $rednig dlugosé
cyklu.

W celu sprawdzenia czy badany szereg jest losowy, nalezy ponadto
poréwnac otrzymany wyktadnik Hursta H,, z warto$cig oczekiwang Heo, = E(H)
wyktadnika szeregu losowego tej samej dtugosci. W niniejszej pracy wykorzystano
w tym celu wzor opracowany przez J. Purczynskiego [Purczynski 2000]:

ER/S)n

( n—0,5 Gamma(0,5(n — 1)) n-1 In—i
. . ——dlan < 30,
_ n vVrGamma(0,5 n) i=14 I
|(n—05)(n—0,2491) (m —2,4718 4+ 3,5466n — 1,4635n?
=+ 5E dlan > 30.
k (n—1)/nm/2 2 (n—1)*

Zalezno$¢ Hepmp > Hieor potwierdza wystgpowanie efektu dlugiej pamigci
oraz dlugotrwatej autokorelacji, a zalezno$¢ przeciwna oznacza, ze szereg jest
bardziej zmienny.
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ANALIZA DANYCH EKSPERYMENTALNYCH

Analizie poddano szeregi czasowe tygodniowych logarytmicznych stop
zwrotu akcji sektora bankowego z okreséw, jak podano w tabeli 1. Sposrod
wszystkich spotek wchodzacych w skiad indeksu WIG-banki wybrano te, ktore sa
notowane na GPW w Warszawie od ponad 10-u lat. Otrzymanie miarodajnych
wynikow analizy przeskalowanego zakresu jest bowiem mozliwe tylko dla
odpowiednio dtugich szeregéw czasowych [Peters 1997].

Tabela 1. Liczba i zakres czasowy danych dziennych wykorzystanych do badan

Spotka L. danych | Czasowy zakres | Spotka | L. danych Czasowy

dziennych danych dziennych | zakres danych
| s | BESE e | me | mele
ok | s | SO [oosa| a0 | B0
sow | s | BRI Jeos | an |l
wo | s | BRI [oow an | R

Zrodto: opracowanie wlasne

Prognozowanie danego szeregu czasowego rozpoczeto od testu y—kwadrat
normalno$ci rozktadu (por. [Rzeszotko 2011]). Parametry: | = 2 (warto$¢ $rednia
i odchylenie standardowe), r = 4 Klasy, liczba stopni swobody k =r —1—1 =1,
x? (a = 0,05,k = 1) = 3,84146 (tablice).

Wyniki testu y-kwadrat rozktadu danych (tabela 2) pokazujg, ze zaden z
rozwazanych szeregow czasowych nie podlega rozktadowi normalnemu.

Tabela 2. Wyliczona dla kolejnych spotek warto$¢ xZmy

Spotka | Dane tyg. Xomp Spotka | Dane tyg. Xomp
MIL 1140 124,767 | BHW 942 234,17
MBANK 1139 202,735 |PKO SA 878 6,29165
BZW 1119 240,109 |BOS 823 368,612
ING 1102 60,3137 | PKO BP 574 15,8012
BPH 1060 217,114

Zrodto: opracowanie wlasne
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Nastgpnym krokiem badan bylo przeprowadzenie analizy przeskalowanego
zakresu 1 oszacowanie warto$ci empirycznej oraz teoretycznej wykladnika Hursta,
a nastgpnie oszacowanie dlugosci cyklu. W ponizszej tabeli 3 zestawiono wyniki
wyznaczone dla szeregdw czasowych tygodniowych logarytmicznych stop zwrotu.

Tabela 3. Oszacowane wartosci dtugosci cyklu N* (w latach) oraz zestawienie wartosci
teoretycznych i empirycznych wyktadnika Hursta dla rozpatrywanych spotek

Spotka L.danych | N* | Hypp | Hieor | Spotka L.danych | N* | Hepp | Hicor
tyg. tyg.

MIL 1140 8,96 | 0,66 | 0,56 | BHW 942 7,1 10,60 | 0,56

MBANK 1139 8,65 | 0,63 | 0,56 | PKO SA 878 7,1 | 0,56 | 0,56

BzW 1119 8,96 | 0,65 | 0,56 | BOS 823 6,5 | 0,64 | 0,56

ING 1102 6,96 | 0,61 | 0,56 | PKO BP 574 558|061 | 0,57

BPH 1060 4 0,54 | 0,57

Zrodlo: obliczenia wlasne

wyniki wyrézniono podkresleniem, jako statystycznie nieznaczace,
Korzystajac z zaleznosci D = 2 — H, wyznaczono réwniez wymiar fraktalny
D (tabela 4).

W przypadkach, gdy warunek Hepy, — Hior =+/1/N nie jest spemiony,

Tabela 4. Empiryczna warto$¢ wyktadnika Hursta Hey,, i szacowany wymiar fraktalny D
Spotka | Hyy, | D |Spotka | Hyyy | D
MIL 0,66 |1,34|BHW 0,60 (1,4

MBANK | 0,63 |1,37 | PEO 0,56 |1.44
Bzw 0,65 |1,35|BOS 0,64 1,36
ING 0,61 |1,39|PKOBP [0,61 |1,39
BPH 0,54 |1,46

Zrodto: obliczenia wiasne

Za pomoca Statystyki V' wyznaczono nastepnie inne (czesto krotsze) cykle
wystepujace w badanych szeregach czasowych (patrz tabela 5). Zestawiono je
z wynikami szacowania dtugos$ci cyklu uzyskanymi bez wykorzystania tej metody
(patrz tabela 3).
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Tabela 5. Dlugosci cykli N* podane w latach oszacowane na podstawie statystyki V i bez
jej wykorzystania (wyznaczane dla przyrostow tygodniowych)

Spotka | Dane N* wgV N* | Spotka |Dane N*wgV N*
MIL 1140 | 8,19; 10,65 8,96 |BHW | 942 gjééégjggs,lz; 7.1
MBANK | 1139 gﬁg; 542,635  1g65 |pPkOSA| 878 5:5735?52;54,96; 7.1
BZW  [1119 §§358821698é8 8,96 |BOS 823 [3,42;6,35,6,65 |65
ING 1102 %26;3'88;6'81; 6,96 |PKOBP | 574 |1,88;373;527 |56
| LIS,

Zrbdto: obliczenia wlasne

Ustalanie wymiaru korelacyjnego

Procedura wyznaczania wymiaru korelacyjnego polega w praktyce na
wykonaniu wykresow przedstawiajacych w skali logarytmicznej zalezno$¢ catki
korelacyjnej C(€) od € dla zanurzen trajektorii generujacej badany szereg czasowy
w przestrzenie R™ (w pracy m = 1,2,...,40), a nastgpnie na dobraniu dla kazde;j
z tych krzywych (metodg regresji liniowej) prostej przyblizajacej ja na pewnym
przedziale. Z definicji wymiaru korelacyjnego wynika (przy zalozeniu, Zze na
rozwazanym przedziale catka korelacyjna zachowuje si¢ jak potega &), ze
wspotczynnik kierunkowy takiej prostej jest rowny odpowiedniemu wymiarowi
korelacyjnemu.

Na rysunku 1 zamieszczono wykresy ,,pochodnych” kolejnych krzywych dla
spotki sektora bankowego BOS. Ich wartosci w srodkowej czgsci wykresow
stabilizujg sie (w sensie zalezno$ci od r i m) na poziomie okoto 5, a wiec liczbe te
mozemy przyja¢ jako o0szacowanie wymiaru korelacyjnego atraktora
zrekonstruowanego. Tym samym, na mocy twierdzenia Takensa, atraktorowi
,prawdziwemu” réwniez odpowiada wymiar korelacyjny réwny D, = 5.

Rysunek 1. Szacowanie wymiaru korelacyjnego dla szeregu stop zwrotu spétki BOS (Bank
Ochrony Srodowiska)

Zréodlo: obliczenia wlasne
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Niestety sposréd badanych dziewigciu szeregdw czasowych, tylko dla
dwoch udato si¢ zaobserwowaé stabilizacje wymiaru korelacyjnego (dla spotki
BOS na poziomie okoto 5 oraz dla ING okoto 7). W obu przypadkach
odpowiednie okazato si¢ opdznienie czasowe T = 1. Generowane przez te szeregi
uktady dynamiczne nie moga by¢ wigc opisane przez liczbe zmiennych mniejsza
niz 5 i odpowiednio 7.

PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano wyniki badania szeregéw stop zwrotu wybranych
spotek wchodzacych w sktad indeksu WIG-banki, notowanych na GPW, za
pomocg analizy fraktalnej. Oszacowane warto$ci wyktadnika Hursta wskazuja na
wystepowanie pamieci dlugookresowej w tych szeregach. Podjeto rowniez probe
0szacowania wymiaru korelacyjnego rozwazanych szeregéw czasowych. Brak
stabilizacji wymiaru korelacyjnego dla spotek MIL, MBANK, BZW, BHW, PKO
SA i PKO BP oraz BPH moze $wiadczy¢ o losowosci odpowiadajacych im
szeregdw czasowych stop zwrotu. By¢ moze jednak wykorzystanie metod redukcji
szumu do tych szeregdéw, pozwoli na wyznaczenie odpowiadajacych im wartosci
D,. Bedzie to celem dalszych badan.
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THE ANALYSIS OF FRACTAL PROPERTIES FOR TIME SERIES
OF SOME MARKET INDICES

Abstract: In this work a few methods of experimental data analysis have
been applied to identify deterministic chaos in the behaviour of some
financial time series. The value of the Hurst exponent, the length of cycle, the
generalized fractal dimension and the minimal number of variables, fully
characterizing the given dynamical system have been estimated. The
calculations have been done by use of computer algebra system Mathematica.
The aim of the author was to work out the methodology of investigation for
fractal properties in empirical time series using this computer programme.

Keywords: embedding dimension, correlation sum, fractal dimension,
rescaled range analysis



