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Streszczenie: W niniejszym artykule przedstawimy szczegdlng wlasciwosé
algorytmow $lepej separacji jaka jest wystgpowanie funkcji log(cosh)
w funkcjach celu, z ktérych owe algorytmy sg wyprowadzane. Wskazemy, ze
zakladane jako zasadniczo rézne metody separacji, oparte na odmiennych
kryteriach takich jak statystyczna niezaleznos¢, rzadko$¢ lub gtadkosé, moga
lub s3 w praktyce sprowadzane do eksploracji w istocie tej samej
matematycznej charakterystyki.

Stowa kluczowe: analiza sktadowych niezaleznych, $lepa separacja, analiza
sktadowych gtadkich, rzadkie dane

JEL classification: C02, C50

WSTEP

Slepa separacja sygnalow, zwana takze §lepa separacja zrodet (ang. Blind
Singnal/Source Sepration—BSS), jest problemem intensywnie badanym w dwoch
ostatnich dekadach [Comon, Jutten 2010; Piccolotto et al. 2022]. Zasadnicza idea
BSS polega na odtworzeniu nieznanych a priori sygnatéw zrédtowych, zmieszanych
w takze nieznanym systemie mieszajagcym. W zalezno$ci od kontekstu rozwazan
caty proces moze by¢ okreslany jako §lepa: separacja, identyfikacja lub estymacja
[Cichocki et al. 2002]. Zagadnieniec BSS moze by¢ rozwazane w kategoriach
praktycznych problemoéw lub czysto matematycznych przeksztatcen. W tym drugim
przypadku BSS mozna przestawi¢ jako zadanie poszukiwania interesujacych
transformacji i reprezentacji danych. W zwigzku z tym zagadnieniem powstaty,
zostaly rozwinigte lub zaadoptowane takie metody jak analiza skladowych
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niezaleznych [Cardoso 1999], analiza skladowych rzadkich [Zibulevsky,
Pearlmutter 2001], analiza sktadowych gtadkich [Szupiluk et al. 2006], nieujemna
faktoryzacja macierzy [Berry et al. 2007], nieliniowa analiza sktadowych gltéwnych
[Oja 1995] 1 wiele innych. W wigkszosci przypadkéw ww. metody wymagaja
zastosowania metod numerycznych, co powoduje, ze sg, lub mogg by,
klasyfikowane takze jako metody uczenia maszynowego [Haykin 2009].

Cechg charakterystyczna dla problematyki BSS jest oczekiwanie, ze
niezaleznie od wybranych metod separacji, otrzymane wyniki b¢dg podobne lub
identyczne. W przypadku praktycznych zastosowan przyjmuje si¢, ze  ze
zmieszanych danych obserwowanych zostana wyodrebnione, rzeczywiste, odrebne
sygnaly zrodlowe. Przyktadem moze by¢ tu odtworzenie pojedynczej wypowiedzi z
gwaru rozmow (tzw. cocktail party problem) [Koutras, 2002]. Podobnie oczekiwania
adresowane sg w przypadku czysto analitycznych reprezentacji danych. Oznacza to,
ze zarowno w przypadkach praktycznych jak i symulacjach teoretycznych oczekuje
si¢ wyodrgbnienia sygnatow (uzywane sg takze okreslenia: komponentow,
sktadowych, zmiennych, szeregow czasowych) o niejako fizycznym charakterze.
Osiagniecie takich rezultatow, metodami o r6znych wlasciwosciach, bazujacymi na
roznych kryteriach i zalozeniach, zazwyczaj wyjasnia si¢ faktem istnienia roznych
charakterystyk sygnalow, ktorych eksploracia moze doprowadzi¢ do ich
wyodrgbnienia. Pojawia si¢ jednak pytanie, w jakim stopniu poszczeg6lne formalnie
,,rozne” metody, sg w istocie rozne.

W niniejszym artykule wykazemy, ze pozorniec odmienne Kkryteria jak
wzajemna niezalezno$¢ sygnatéw oraz indywidualne charakterystyki sygnatow jak
rzadkos¢ lub gtadkos¢ w kontekscie Slepej separacji, na pewnym poziomie rozwazan
wykazuja znaczgce podobienstwa.

PROBLEM SLEPEJ SEPARACII

Zadanie Slepej separacji mozna przedstawi¢ nastgpujaco. Przyjmuje sig, ze
pewne nieznane a priori sygnaty zrédlowe zostaly zmieszane w takze nieznanym
systemie mieszajacym Nalezy odtworzy¢ sygnaty zrodtowe dysponujac jedynie
obserwacjami zmieszanymi. Dla rozwigzania tego problemu przyjmowanie sg
pewne robocze zatozenia dotyczace postaci systemu mieszajacego oraz sygnalow
zroédtowych, co prowadzi do zdefiniowania systemu generujacego. W zaleznosci od
przyjetego/zatozonego sytemu mieszajacego mozemy mowi¢ o BSS: statycznym,
dynamicznym, nieliniowym statycznym lub nieliniowym dynamicznym [Cichocki,
Amari 2002]. NajczeSciej rozwazanym jest przypadek liniowego statycznego
systemu postaci

x(k) = As(k), €]
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gdzie: A e RVM x(k) =[x;(k),.n Xy (k)]" jest wektorem sygnalow obserwowa—

nych, za$ s(k) =[s,(k),....s), (K)]" zrodlowych, k oznacza indeks czasu lub numer

obserwacji. Z reguty przyjmuje si¢ takze, nast¢pujace dodatkowe zalozenia: M < N
- oznacza to, iz liczba sygnatow obserwowanych nie moze by¢ mniejsza od liczby
sygnatow zrodtowych, w naszych rozwazaniach N=M, za$§ kolumny macierzy A sa
liniowo niezalezne [Cardoso 1998].

W celu znalezienia x, poszukuje si¢ takiego systemu separujacego,
reprezentowanego przez macierz W, ze dla sygnalow separowanych

y(k) =[y;(k)s.... 4y (k)" zachodzi
y(k) = Wx(k) = WAs(k) = PDs(k) )

gdzie: P - macierz permutacji okreslajgca kolejnos¢ estymowanych sygnatow, D -
diagonalna macierz skalujaca. Rownanie (3) oznacza, ze estymowane sygnaly
zrodlowe y moga by¢ przeskalowang oraz w innej kolejnosci uporzadkowang
»wersja” sygnatow s. Jest to nieunikniona konsekwencja faktu, iz przyjmujac N=M,

dla dowolnej odwracalnej macierzy E e RV zachodzi x = AEE 's(k) .

Rozwigzanie tak postawionego problemu wymaga z reguly jeszcze
dodatkowych zatozen zwigzanych ze specyfikg danej metody separacji. W dalszych
rozwazaniach skupimy si¢ na podej$ciach eksplorujgcych takie charakterystyki
sygnalow jak statystyczna niezalezno$¢, gtadkos¢ o rzadkos¢ danych.

ANALIZA SKEADOWYCH NIEZALEZNYCH

Analiza skladowych niezaleznych jest jedng z pierwszych metod BSS. Jest
takze metodg uwazang za podstawowg w tym obszarze, a w poczatkowe] fazie
rozwoju problematyki §lepej separacji, metoda ICA oraz problem BSS byly
traktowane zgota jako tozsame. Z formalnego punktu widzenia, analiza sktadowych
niezaleznych stawia sobie za cel wydzielenie z obserwacji komponentow
(sktadnikow, sygnalow) statystycznie niezaleznych. Oznacza to, ze dla modelu
(1)-(2) poszukujemy takiego W, ze transformacja y=Wx prowadzi do spelnienia
warunku statystycznej niezalezno$ci estymowanych danych [Comon 1994]

(P2 (¥2)-Pp (V) = P, (V1 Y2ss VN s 3)

gdzie p;(y;) oznacza funkcj¢ gestosci prawdopodobienstwa zmiennej y;, za§ prawa

strona rOwnania (3) oznacza taczng funkcje gestosci prawdopodobienstwa sygnatow
separowanych. Do oceny spetnienia rownania (3) przyjmowane sg rozne praktyczne
kryteria matematyczne. Jednym z nich moze by¢ wzajemna informacja [Amari et al.
1999]
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Wyrazenie (4) moze by¢ przyjete jako funkcja celu, co sprowadza zagadnienie
znajdowania sktadnikéw niezaleznych do problemu optymalizacji [Cardoso 1997]

W,

=min /(y) = min /(Wx). &)
w w

Minimalizacja (5) wigze si¢ zwykle z przeksztalceniem wyrazania (4) do postaci

wygodniejszej dla wyprowadzenia algorytm uczenia. Jedng z mozliwos$ci jest

wykorzystanie pojecia negentropii [Girolami, Fyfe 1996]

JY)=Hg(y)-H(y), (6)
+00
gdzie H(y)=—- .[ p(y)log(p(y))dy jest entropia zmiennej y zas H;(y) jest entropia

zmiennej y o rozktadzie Gaussowskim, z takg samg Srednig oraz kowariancjg jak
p(y). Wyrazenie (5) mozna traktowa¢ jako miar¢ niegaussowos$ci zmiennej y.

Negentropia, w odroznieniu od zwyklej entropii, jest niezmiennicza dla
transformacji odwracalnych, czyli dla y=Wz zachodzi J(y)=J(Wz)=J(z).

Mozna wykazaé, ze jezeli dane x poddamy procesowi dekorelacji z=Qx, gdzie Q
jest macierzg dekorujgca to otrzymamy nastepujacg zaleznos$¢ [Lee 1998].

z<y)=J<z>—§J,-<y,->, ™

Przyjmujac, ze dla y=Wz=WQx, macierz W nie wptywa na J (Z) problem S$lepej
separacji sprowadza si¢ do nastgpujacego zadania optymalizacji

N
m&nl(y)zmv%x;Ji(yi). (8)

Dla rozwigzania problemu (8) mozna wykorzysta¢ nastepujaca aproksymacje
negentropii [Hyvarinen 1998]

J() = q(E{G () + 4, (E{G, (0} - E{G, (ve))) ©)

gdzie E{} jest operatorem wartosci oczekiwanej, Gj(y), G,(¥) sa
nickwadratowymi funkcjami nieliniowymi okreslajacymi odpowiednio stopien
niesymetryczno$ci oraz stromosci zmiennej y, Vg oznacza dowolng zmienng o



82 Ryszard Szupiluk

rozkltadzie gaussowskim, ¢q;,q, sa odpowiednio dobranymi statymi. Wyrazenie (9)
mozna uprosci¢ dla rozktadow symetrycznych do

J) ~[E{G, ()} - E{G, vo)IT (10)

Dobor funkeji G, () moze opierac si¢ na réznych motywacjach, jedng z nich moze
by¢ kontekst uczenia maszynowego w jakim postawiony moze by¢ problem
optymalizacji funkcji (8). W takim kontekscie funkcjg, ktora spetlnia warunki
aproksymacji a jednocze$nie ma sprawdzone i dobrze interpretowalne wlasnos$ci w
kategoriach uczenia maszynowego jest funkcja [Oja 1995]

J(y)=logcosh(y). (11

Jest uzywana m.in. jako aproksymacja wartosci bezwzglednej, co jest korzystne w
przypadku gradientowych metod optymalizacji, rysunek 1.

Rysunek 1. Wykresy funkcji log(cosh) oraz wartosci bezwzglgdnej
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Zrédlo: opracowanie whasne
Wstawiajac G,(y) = f(y) oraz uwzgledniajac czlony zalezne od w otrzymuje si¢
nastepujacg aproksymacje negentropii
J(») =[E{log(cosh(»))} - E{log(cosh(vg )] - (12)
Prowadzi to ostatecznie do nastgpujacej funkcji celu
N
F = Y [Eflog(cosh(y;)} ~ Eflog(cosh(v )T . (13)
i=1

stanowigcej podstawe algorytmow estymacji niezaleznych komponentow a w
kontekscie $lepej separacji algorytméw odtwarzajacych zmieszane sygnaty.

ANALIZA SKEADOWYCH RZADKICH

Analiza sktadowych rzadkich (ang. Sparse Component Analysis—SCA) eksploruje
charakterystyke danych okreslang jako rzadko$¢ [Zibulevsky, Pearlmutter 2001]. Za
sygnaly rzadkie uznaje si¢ sygnaty, w ktorych dominuje jedna wartos¢ np. zero, za$
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»rzadko” pojawia si¢ wartos¢ niezerowa. W ogdlnym przypadku wartos$¢
dominujgca moze by¢ dowolna. Rzadko$¢ danych ma istotne znaczenie w
zagadnieniach reprezentacji oraz kompresji danych. W przypadku metod
analitycznych charakterystyka ta moze pelni¢ pewng dodatkowa rol¢ jako element
kary, ograniczen lub dodatkowych warunkéw. Przyjmujac rzadkos$¢ jako gtowne
kryterium wyodrgbniania sygnaldow mozna moéwi¢ o zdefiniowaniu problemu
analizy sktadowych rzadkich. Moze ona zosta¢ sformowana nastgpujaco. Dla

obserwacji x(k) =[x, (k),...,xy (k)]" poszukujemy takiej kombinacji liniowej (2), ze
uzyskane zmienne y; charakteryzuje si¢ jak najwigksza rzadkoscia (od najwigksze;j

do najmniejszej). Kluczowym elementem jest tu okreslenie kryterium rzadkosci,
ktore z reguly peini jednoczesnie role funkcji celu dla algorytmu separacji.
Typowymi miarami rzadkosci sygnatéw sa kurtoza, norma zero lub p-norma z p=1
postaci [Georgiev et al. 2005]

K
I = % (k) (14)
k=1
Wystepujaca w (14) warto§¢ bezwzgledna jest zwykle zastgpowana wygodniejszg z
punktu widzenia algorytméw uczenia aproksymacjg za pomoca funkcji (11) co
prowadzi do funkcji celu postaci

F, = E{log(cosh(y(k)))}, (15)

Eksploracja rzadkiej charakterystyki danych, czesto wigzana jest i innymi kryteriami
w efekcie mamy takie metody ,,mieszane” jak rzadka analiza sktadowych
niezaleznych [Khan, Kim 2009], rzadka analiza sktadowych gtownych [Zou et al.
2006].

ANALIZA SKEADOWYCH GLADKICH

Analiza sktadowych gladkich (ang. Smooth Component Analysis — SmCA),
eksploruje charakterystyke, ktorag mozemy okresli¢ jako zmienno$¢ (lub zmiany)
miedzy kolejnymi warto§ciami sygnatu, przy czym, jest to metoda adresowana do
danych posiadajacych strukture czasowg tzn. w ktérych kolejnos¢ obserwacji jest
istotna (sygnaty, szeregi czasowe) [Szupiluk et al. 2012]. W przypadku matych
zmian, sygnal mozna potraktowa¢ jako gladki. Kryterium oceny gladkosci
stanowigce jednoczesnie funkcje celu na bazie ktorej wyprowadzany jest algorytm
SaCA mozna przyjaé postaci [Szupiluk et al. 2006]

LS ) - (k-]
Nk=2y y

p(max(y) —min(y))

R(»)= (16)
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gdzie

1 dlau=0
udlau=0

p(u)={ (a7

Miara (16) ma wartos¢ maksymalng, kiedy zmiany dla kolejnych obserwacji, sa
rowne zakresowi sygnatu (maksymalne zmiany), za§ miara jest minimalna, kiedy
sygnal jest staly. Mozliwe wartosci miary B (y), zawieraja si¢ w przedziale od 1 do
0. Funkcja jedynki p(.) ,w mianowniku, wprowadzona zostala aby unikng¢

dzielenia przez zero. Miar¢ gltadkosci (16), mozna uogolnié, zastgpujac wartosc
srednig w liczniku warto$cig oczekiwang.

Przyjmujac, ze mamy dane znormalizowane do przedziatu <-1,1> oraz
zastepujac warto$¢ bezwzgledng funkcja log(cosh), z powodow jak wyzej,
otrzymujemy funkcje celu postaci F; =E {log(cosh(y(k)) —log(cosh(y(k — 1))))}.

W przypadku sygnalow ,,wysoce” gladkich, gdzie y(k)= y(k—1), mozliwe jest
wprowadzenie wag dla wartosci w chwili £ oraz k-1. Co prowadzi do

Fy = (b~ by) Eflog(cosh(y(k)))} (18)
Dla b, =2,b, =1 funkcja (18) jest tozsama z (15).

ALGORYTMY SEPARACIJITICH DZIALANIE

Majac zdefiniowang funkcje celu, mozna na jej bazie wyprowadzi¢ algorytm
uczenia. Kolejne komponenty zrodlowe, wyznaczane s3, jako kolejne
kombinacje liniowe sygnalow x, spetniajace kryteriom separacji. Dla modelu

(2) poszukiwana jest wiec taka macierz W=[w1,w2,...,wN], ze

y, (k) =w x(k) maksymalizuje F(y,) , czyli

w, =argmax(F (wT X))
lIwli=1 , (19)

W funkcji wystepuje warunek ograniczajacy |[w||=1, co zapobiega dazeniu
wag do wartosci nieskonczonych.

Majac estymowane pierwszych k-1 komponentéw Zzrddlowych
eliminujemy je z obserwacji poprzez ortogonalizacj¢ Gram-Schmidt’a i
powtarzamy procedur¢ optymalizacji otrzymujac kolejne komponenty

W), =argmax(P(w' (x - kz_lyiyl'TX))) ; (20)
i=1

lIwil=1
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gdzie y; :wiTx,izl...k.

Zwro¢my uwage, ze analogiczna procedura moze by¢ zastosowana do (15)
oraz (18) z tym, Ze tym razem poszukiwane b¢dzie minimum. Niemniej w kazdym
z tych przypadkow, czyli: statystycznej niezaleznosci sygnatow, gtadkosSci sygnatow
oraz rzadkosci sygnatow podstawa algorytmu estymujacego komponenty danej
metody jest (lub moze by¢) ,,podobna” funkcja celu.

Konkretne algorytmy separacji bazujace na (19)-(20) mogg mie¢ postac
roznych procedur numerycznych, co zalezy miedzy innymi od przyjetej metody
optymalizacji [Hyvariene et al., 2001, Cichocki i Amari 2001 , Szupiluk et al. 2012]
Niemniej uzyskane wyniki bedg z reguty podobne. Przyktadowe dziatanie algorytmu
separacji prezentuje rysunek 2.

Rysunek 2. Sygnaly a) zrodtowe, b) zmieszane, b) separowane
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Zrédto: opracowanie wlasne
PODSUMOWANIE

W niniejszym artykule przedstawiliSmy szczeg6lng rolg jaka odgrywa funkcja
log(cosh) w problemie §lepej separacji. Zasadniczo funkcja ta nie jest wigzana
bezposrednio z jaka$ szczegdlng charakterystyka danych. A jednak, przy blizszym
wgladzie w glab algorytmow separacji pojawia si¢ jako podstawa dla aproksymacji
wydawatoby si¢ odmiennych poje¢ jak statystyczna niezaleznos$¢, gltadkos$¢é oraz
rzadko$¢ danych. Standardowa interpretacja osiggania podobnych wynikow
separacji mowi o tym, ze eksploracja réznych, odmiennych charakterystyk sygnatow
powinna prowadzi¢ do podobnych wynikow. Jednak jak widzimy te odmienno$ci na
poziomie technicznych przeksztalcen prowadzacych do koncowego algorytm
znaczaco si¢ zacierajg. Mozna powiedzie¢, ze w istocie eksplorowana jest
wlasciwos¢ log(cosh(y)), ktora nie ma bezposredniej interpretacji fizycznej.
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THE LOG (COSH) FUNCTION AND ITS ROLE IN THE PROBLEM
OF BLIND SEPARATION

Abstract: In this article, we will present a special feature of blind separation
algorithms, which is the presence of log (cosh) functions in the objective
functions from which these algorithms are derived. We point out that, assumed
as fundamentally different methods of separation, based on different criteria
such as statistical independence, sparsity or smoothness, can or are in practice
reduced to the exploration of essentially the same mathematical characteristic.
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