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Streszczenie: Jednym z probleméw w badaniach ankietowych jest sza-
cowanie odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Wymaga on stosowania
specjalnych modeli odpowiedzi. Pierwszym tego typu modelem byt mo-
del zrandomizowanych odpowiedzi [Warner 1965]. Obecnie istnieje wiele
innych modeli. Wéréd nich znajduje sie krzyzowy model niezrandomi-
zowanych odpowiedzi [Yu i in. 2008]. Estymator odsetka pytan drazli-
wych w tym modelu moze przyjmowaé wartosci spoza przedzialu (0, 1).
W pracy zostanie pokazany wplyw, jaki na wtasnosci tego estymatora
ma jego zawezenie do przedziatu (0, 1).

Stowa kluczowe: pytania drazliwe, krzyzowy model nierandomizowa-
nych odpowiedzi

JEL classification: C83, C99

WSTEP

W badaniach ankietowych mozemy by¢ zainteresowani oszacowaniem
odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Sa to takie pytania, na ktore respon-
denci moga celowo nie udzieli¢ rzetelnej odpowiedzi. Pytania drazliwe wyma-
gaja stosowania specjalnych modeli, ktore pozwalaja zachowaé¢ anonimowosé
odpowiedzi respondenta przed ankieterem. Pierwszym takim modelem byt mo-
del zrandomizowanych odpowiedzi [Warner 1965]. Warner zaproponowal, aby
zadaé respondentowi dwa przeciwstawne pytania, na przyktad:
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a) Czy byl Pan uczciwy w sprawach podatkowych?
b) Czy byl Pan nieuczciwy w sprawach podatkowych?

Respondent ma odpowiedzieé tylko na jedno z tych dwéch pytan, w zaleznosci
od wyniku przeprowadzonego doswiadczenia losowego. Zgodnie z pomystem
Warnera wynik doswiadczenia ma by¢ znany jedynie respondentowi, przez co
ankieter nie wie, na ktére pytanie jest udzielana odpowiedz. Poniewaz kaz-
dy respondent przeprowadza to samo doswiadczenie, prawdopodobienstwo, ze
zostanie udzielona odpowiedz na pytanie pierwsze (albo drugie) jest znane.

W praktyce model Warnera nie zawsze daje si¢ zastosowaé. Najogdlniej
moéwiac powodem jest natura ludzka. Po pierwsze ludzie nie chca odpowiadaé
na pytania drazliwe, nawet przeciwstawne. Po drugie podejrzewaja, ze wynik
do$wiadczenia jest tylko pozornie losowy. Z tego powodu model Warnera zostat
zmodyfikowany. Pierwszg modyfikacja jest zastapienie jednego z pytan draz-
liwych pytaniem neutralnym, na przykltad: Czy urodzil sie Pan w pierwszym
kwartale roku? Druga modyfikacja jest sposob udzielania odpowiedzi, przez
co mozna zrezygnowaé z przeprowadzania do$wiadczenia losowego, ktore nie
tylko wzbudza u respondenta wspomniane powyzej podejrzenia, ale réwniez
niekorzystnie wydtuza czas przeprowadzania ankiety. W efekcie powstaty mo-
dele niezrandomizowanych odpowiedzi [Yu i in. 2008].

Modele zrandomizowanych i niezrandomizowanych odpowiedzi zostaly
wprowadzone w celu lepszej wspolpracy z respondentem, co ma uwiarygodniaé
wyniki przeprowadzanych ankiet. Zwréémy jednak uwage na to, ze zaréwno
randomizacja oraz zastapienie pytania drazliwego neutralnym wprowadza do
modelu odpowiedzi dodatkowa niepewnosé. W efekcie estymatory dla odsetka
pytan w takich modelach beda charakteryzowac sie wieksza wariancja, niz
w przypadku, gdyby respondenci odpowiadali wprost na pytanie drazliwe w
klasycznym modelu jednej odpowiedzi.

MODEL KRZYZOWY NIEZRANDOMIZOWANYCH ODPOWIEDZI

W modelu krzyzowym niezrandomizowanych odpowiedzi zadawane sa
dwa pytania, drazliwe i neutralne. Jezeli respondent moze odpowiedzie¢ na oba
twierdzaco, wpisuje do ankiety TAK. Jezeli na oba moze odpowiedzie¢ przecza-
co, réwniez wpisuje TAK. W przeciwnym razie wpisuje NIFE. Przy czym wazne
jest, aby oba oba pytania byly tak dobrane, aby udzielane na nie odpowiedzi
respondenta byly realizacjami niezaleznych zmiennych losowych.

Formalnie, niech Z oznacza zmienna losowa o rozkladzie dwupunkto-
wym, ktéra przyjmuje wartos¢ 1, gdy respondent na oba pytania udzielitby tej
samej odpowiedzi oraz 0 w przeciwnym przypadku. Niech p oznacza prawdo-
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podobienstwo przyjecia przez Z wartosci 1. Zatem

p=qr+(1—q)(1—m), (1)

gdzie w i ¢ oznaczaja prawdopodobienstwa, ze respondent odpowiedziatby
twierdzaco odpowiednio na pytanie drazliwe oraz neutralne. Préba niezalez-
nych zmiennych losowych Zi,...,Z, o tym samym rozkladzie prawdopodo-
bienstwa, co Z, opisuje wyniki ankiet przeprowadzonych wsréd reprezentatyw-
nej proby n respondentéw. Estymatorem Najwiekszej Wiarogodnosci (ENW)
prawdopodobienistwa p jest p = % i Zi. Jest on réwniez estymatorem nie-
obcigzonym dla p. Stad na podstawie réwnania (1) mozna przyjaé, ze

p—(1—-q)
2g—1

T =

(2)
jest nieobciazonym estymatorem prawdopodobienstwa 7 o wariancji

pl—p) —m(l—m) (—-q)q
n(2q —1)2 n n(2q —1)2°

Var, () = (3)
Zwroémy uwage, ze estymator ten nie istnieje, gdy ¢ = 0.5. Jest to przypadek,
w ktérym p = 0.57 + 0.5(1 — 7) = 0.5, co oznacza, ze wyniki przeprowadzo-
nych ankiet nie zaleza od odsetka pytan drazliwych i stad nie mozna go na
ich podstawie oszacowaé. Dlatego w prezentowanym modelu zaktada sie, ze
q # 0.5. W przypadku gdy ¢ = 0 lub ¢ = 1, model niezrandomizowanych od-
powiedzi sprowadza sie do modelu jednej odpowiedzi. Dlatego przyjmuje sie
zalozenie, ze ¢ € (0,1) \ {0.5}. Zauwazmy, ze wariancja estymatora odsetka
pytan drazliwych w modelu niezrandomizowanych odpowiedzi, w poréwnaniu
1—q)q
n(2q —1)?
jaka trzeba zaptlaci¢ za wiarygodnos¢ odpowiedzi respondenta.
Yu i in. [2008] zauwazyli, Ze estymator # moze przyjmowaé wartosci
mniejsze od zera, gdy p < (1 — q) oraz wartosci wigksze niz jeden, gdy p > q.
Stad zaproponowali oni do$¢ naturalng modyfikacje estymatora 7, okreslajac
tym samym ENW dla prawdopodobienstwa :

z modelem jednej odpowiedzi, jest wigksza o wartosé . Jest to cena,

7y = max{0, min{#,1}} (4)

Udowodnili réwniez, ze estymator T oraz 7js sa asymptotycznie rownowazne.
Stad za podstawe konstrukcji asymptotycznych przedzialéw ufnosci przyjeli
parametry estymatora 7. W jednej wersji uzyli oszacowania zaréwno wartosci
$redniej oraz wariancji, a w drugiej tylko wartosci sredniej. Druga wersja w
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stosunku do pierwszej wymaga rozwigzywania dodatkowego réwnania kwadra-
towego.

PARAMETRY ESTYMATORA UCIETEGO

Niech [z] oznacza ceche gérna, a |x| cze$¢ calkowita liczby rzeczywis-
tej x. Zgodnie z tymi oznaczeniami

Er(ftn) = " max {min{W, 1} ,0} (Z)pk(l —p)k =

Ing] [n(1-g)]-1 (1 _ n
_ Z 1<Z>pk(1 _ p)nfl + Z (k/nzq (_11 Q)) <k>pk(1 _ p)nfk_i_

k=|ngq]+1

Poniewaz

Ing]
= Zq (k/n_ (1 _Q)) <n>pk(1 _p)nfk_i_

prrd 2q—1 k

[n(1-g)[-1
+ zq: (k/n — (1 — (Z)) <n> pk(l o p)nfk_'_ (6)

k=|ng|+1 2¢ -1

+ i (k/n - (1 - Q)) <Z> pk(l . p)n—k 7

b=fn(i-g] 2471

otrzymujemy

Ing| n—(1— n
Eﬁ(ﬁM) o= kz_%](l _ (k/ 5 (_11 Q)))< >pk(1 _p)n—k_

- (k/n—(1-4q))(n k n—k
- < )p (1—p" ",
k=mmiog] 2471 K

Poniewaz

ZTL: (IC/TL - (1 - Q)) (Z) pk;(l o p)n—k —

b=fn(ieg] 2471
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otrzymujemy réwnanie na obciazenie Bias, (@) estymatora @y

Biasy(7tpyr) = Ex(fing) —m =

Lng]
0D (Z) (0= ) [a=p ot = =] )

k=0

Z réwnania (9) wynika, ze estymator E 7 jest obciazony. Przy zalozeniu ze
q < 0.5, obciazenie to jest dodatnie dla p > 0.5 i ujemne dla p < 0.5. Stad
dla ¢ < 0.5 zachodzi Biasz(7pr) > 0 <= 7 < 0.5, poniewaz z réwnania
(1) wynika, ze p > 0.5 <= 7 < 0.5 (dla ¢ < 0.5 ). W szczegélnoéci mozna
pokazag, ze

Biasy (7)) = —Biasi—r(y) <0 (Vmr,q € (0,0.5)) (10)

Znak obciazenia estymatora zalezy wiec od tego, czy warto$é¢ interesujacego
nas prawdopodobienstwa 7 jest wieksza, czy mniejsza od 0.5. Na przykiad,
jezeli pytanie drazliwe oraz pytanie neutralne dotycza rzadkich zjawisk, to
ENW dla 7 bedzie dawaé¢ zawyzona warto$¢ oszacowania. Z kolei estymator
nieobcigzony moze w takim przypadku dawaé¢ wartosci ujemne z prawdopodo-
bienstwem Pr{# < 0} =1—F, ,(|n(1 — q)]), gdzie F}, , oznacza dystrybuante
rozktadu dwumianowego z parametrami n i p (prawdopodobienstwo sukcesu).

Korzystajac z réwnosci Vary(7a) = Ex#3, — (Exftpr)? wariancie esty-
matora s mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

Varz(fn) = Fop(Ing])+

MO=)1=1 7k 1 N2 [
+ 2 <n> <k>ﬂ’“(1—p)”‘1—(7r+Bia8(7?M)>2 (11)

k=|nq|+1 2 -1

| x| oznacza czesé catkowita liczby rzeczywistej .
POROWNANIE PARAMETROW

Poréwnanie wartosci oczekiwanych estymatoréw 7)s oraz @ zostanie
przedstawione dla kombinacji n € {50,100,1000} oraz ¢ € {0.08,0.2,0.4}
wzgledem 7 € (0.1, 0.49). Wykres na rysunku 1 przedstawia zaleznos¢ | E 7ty —
7| od 7. Zauwazmy, ze Biasy(7y) = Erftyr — m = Eqxfiyr — Exft. Wykres na
rysunku 1 jest symetryczny wzgledem prostej = = 0.5, co wynika z réwnania
(9). Bezwzgledne obciazenie estymatora @y moze byé problematyczne dla
bliskich wartosci 0 oraz 1. To jak duzy problem moze stanowi¢ takie obcia-
zenie, zalezy od badanego problemu. Z niedoszacowania lub przeszacowania
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skali badanego zjawiska moga wynika¢ calkiem wymierne koszty spoteczne
lub finansowe. Niewazne jest wiec, czy obciazenie, ktére zostato zilustrowane
na rysunku 1 wydaje sie nam duze czy male.

Rysunek 1. Wykres zbioru {(m,|E 7y —7|) 0 m € (0.01,0.99)} dla ¢ €
{0.08,0.2,0.4} oraz n € {50,100,1000}.
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Zrédlo: obliczenia wlasne

Rysunek 2. Wykres zbioru {(7, (Dx# — Dy7tpr)/Dr#)) : 7 € (0.01,0.99)} dla
g € {0.08,0.2,0.4} oraz n € {50,100, 1000}.
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Zrodlo: obliczenia wlasne
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Zmodyfikowany estymator 7y, wartosci ujemne estymatora 7 zamienia
na zero, a wartosci powyzej jedynki na jeden. Powoduje to jego obciazenia,
ale jednoczesnie zmniejsza zréznicowanie. Na rysunku 2 zilustrowano wzgled-
na réznice odchylenia standardowego Dy (7)) estymatora ucietego wzgledem
odchylenia standardowego D, (7) estymatora nieobciazonego.

Na przyktad dla wartosci 7 zblizonej do 0.01 lub 0.99 odchylenie stan-
dardowe estymatora ENW moze by¢ mniejsze o ok. 30% od odchylenia stan-
dardowego estymatora nieobciazonego. Mniejsze odchylenie standardowe moze
stanowi¢ rekompensate za obcigzenie, co moze okazaé si¢ istotne przy szacowa-
niu skali zjawisk rzadkich, do ktérych czesto odnosza si¢ pytania drazliwe. Na
przyktad liczba zarejestrowanych w Polsce przypadkow HIV w 2021 wyniosta
1173 [NIZP 2022], co stanowi ok. 3%0 populacji Polski.

PRZEDZIALY UFNOSCI

Niech CI(q,FE) oznacza przedzial ufnoéci dla m, ktéry jest konstru-
owany przy zadanym ¢ w oparciu o estymator E. Niech d(CI(q, E)) ozna-
cza dlugosé tego przedzialu oraz d (CI(q, E)) jego $rednia dlugosé pod wa-
runkiem, ze przedzial ten pokrywa szacowany parametr w. Doktadniej mo-
wigce d-(C1(g, E)) jest warunkows wartoscia oczekiwang Er [d-(CI(q, E))|r €
Cl(q,E)]. W szczegblnosci rozwazymy przedzialy o nastepujacej postaci:

CI(0.08,7) ={m € (0,1) : (& — 7)%/Var: (%) < 1.96%}
CI(0.08, 7tps) ={m € (0,1) : (Far — Exftar)?/Var(7tar) < 1.96%}.

Sa to asymptotyczne przedzialy ufnosci, ktérych konstrukcja oparta jest
na Centralnym Twierdzeniu Granicznym. Jako poziom ufnosci przyjeto 0.95.
Wartosé 1.96 jest kwantylem rzedu 0.975 standardowego rozktadu normalnego.
Wartosé ¢ = 0.08 zostala dobrana wedtug przyktadowego pytania neutralnego
zamieszczonego w pracach takich autoréw, jak Horvitz i in. [1967], Greenberg
iin. [1969] oraz Yu i in. [2008].

Asymptotyczne przedzialy ufnosci nie trzymaja zatozonego poziomu uf-
noéci. Na rysunku 3 oraz 4 zostaly pokazane rzeczywiste prawdopodobienstwa
pokrycia parametru « dla rozmiaru préby n = 50 oraz n = 100.

Prawdopodobienstwa pokrycia parametru przez oba rozwazane przedzia-
ty ufnosci sg prawie identyczne od wartoéci ok. 0.1. Wykresy pokrycia sa sy-
metryczne wzgledem wartosci 0.5, dlatego na rysunku 3 oraz rysunku 4 przed-
stawiono je tylko dla 7 € (0,0.5). Zwréémy uwage, ze dla wigkszosci wartosci
prawdopodobienistwa 7 rzeczywiste prawdopodobienistwo pokrycia jest ponizej
zatozonego poziomu ufnosci 0.95. Ma to miejsce takze wtedy, gdy rozmiar pro-
by jest stosunkowo wysoki (dla n = 100). Zielinski [2021] zaproponowal, aby
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w takim przypadku stosowaé konstrukcje dokladnego przedzialu ufnosci dla
prawdopodobienstwa m. Ogdlng konstrukcje takiego przedziatu podali Clopper
i Pearson [1934].

Rysunek 3. Prawdopodobienstwo pokrycia dla n = 50. Ciagta linia dla 7, prze-
rywana dla 7.
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Zrédlo: obliczenia wlasne

Rysunek 4. Prawdopodobienstwo pokrycia dla n = 100. Ciagla linia dla 7,
przerywana dla 7.

0.95 1

Praw. pokrycia

Zrédlo: obliczenia wlasne

Na rysunku 5 oraz rysunku 6 przedstawiono réznice miedzy Srednimi
dhugosdciami rozwazanych przedzialéw, odpowiednio dla n = 50 oraz n = 100.
Srednie dtugosci przedzialow zostaly wyznaczone pod warunkiem, ze dany
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przedzial pokrywa nieznana wartos¢ parametru mw. Zauwazmy, ze oba prze-
dziaty dla m = 0.1 daja praktycznie to samo prawdopodobienistwo pokrycia
parametru m, z tym ze przedzialy ufnoéci oparte na estymatorze 7ys daja
srednio wezsze przedzialy niz te oparte na estymatorze 7.

Rysunek 5. Réznica d.C(0.08,7) — d.C(0.08,7as) wzgledem 7 € (0,0.5), dla

n = 50.
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Zrédlo: obliczenia wlasne

Rysunek 6. Roznica d,C(0.08,7) — d.C(0.08, 7tps) wzgledem 7w € (0,0.5), dla

n = 100.
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Zrodlo: obliczenia wlasne

Charakterystyczny grzebienn dla réznicy przecietnych diugoséci wynika
z tego, ze mamy do czynienia z rozkladem dyskretnym. W efekcie konice prze-
dziatéw ufnosci obu przedziatéw nie pokrywaja sie ze soba w charakterystyczny
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spos6b (rysunek 7).

Rysunek 7. Prawe koiice przedziatéw ufnosci dla = € (0,0.15) oraz dla n = 50.
Ciggta linia dla @, przerywana dla 7p;.
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

PODSUMOWANIE

Jednym z probleméw w badaniach ankietowych jest szacowanie odset-
ka odpowiedzi na pytania drazliwe. Respondenci albo nie chca opowiadaé na
takie pytania, albo nie udzielaja wiarygodnych odpowiedzi. W celu poprawy
wspoOlpracy ankietera z respondentami wymyslono dla takich pytan specjalne
modele. Wéréd nich mozna wyrézni¢ modele zrandomizowanych i niezrandomi-
zowanych odpowiedzi. W odréznieniu do typowego modelu jednej odpowiedzi,
w ktérym respondent odpowiada wprost na postawione pytanie drazliwe, re-
spondent moze ukry¢ swoja odpowiedzie¢. Praca dotyczy estymatora odsetka
odpowiedzi na pytania drazliwe w krzyzowym modelu niezrandomizowanych
odpowiedzi. Estymator ten zostal zaproponowany w pracy Yu i in. [2008]. Nie-
stety estymator ten moze przyjmowaé warto$ci ujemne oraz wieksze od jeden,
co wykracza poza zakres dopuszczalnych wartosci. Naturalnym podej$ciem w
takiej sytuacji jest obciecie tego estymatora do przedziatlu wartoéci dopusz-
czalnych. W ten sposéb powstaje inny estymator, ktérego wlasnosci moga sie
réznié¢ od jego wersji pierwotnej. Faktycznie pierwszy wymieniony estymator
jest estymatorem nieobciazonym, a estymator zmodyfikowany (uciety) jest es-
tymatorem najwickszej wiarogodnosci. W pracy wyznaczono obcigzenie esty-
matora najwiekszej wiarogodnoéci oraz jego wariancje. Oba estymatory zostaty
poréwnane ze wzgledu na swoje parametry, warto$¢ oczekiwana oraz warian-
cje. Dodatkowo poréwnano prawdopodobienstwa pokrycia szacowanego odset-
ka pytan drazliwych oraz srednie dtugosci przedzialéw ufnoéci konstruowanych
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w oparciu o centralne twierdzenie graniczne. Zgodnie z oczekiwaniami ENW
charakteryzuje sie mniejsza wariancja. Dla pytan drazliwych dotyczacych bar-
dzo rzadkich zjawisk (rzadszych niz 10%) wariancja tego estymatora moze by¢
mniejsza nawet o 30% od wariancji estymatora nieobciazonego. Niestety, im
rzadsze zjawisko, tym wicksze obcigzenie ENW. Zmniejszenie wariancji odby-
wa si¢ kosztem zwigkszenia obciazenia, co moze mieé¢ zaréwno korzystny, jak
i niekorzystny wpltyw na przedzialy ufnosci konstruowane w oparciu o ENW.
W pracy zbadano ten wplyw na prawdopodobienistwo pokrycia szacowanego
odsetka oraz na $rednia dtugosé przedziatu ufnosci (przy warunku, ze pokrywa
on szacowany parametr). Dla zjawisk drazliwych, obejmujacych ok. 10% bada-
nej populacji wplyw ten moze by¢ pozytywny, poniewaz nie zmienia prawdo-
podobienstwa pokrycia, za to generalnie zmniejsza dlugosé przedziatu ufnoéci
(dla préby rozmiaru n € {50,100} oraz pytania neutralnego obejmujacego 8%
badanej populacji).
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COMPARISON OF THE MAXIMUM LIKELTHOOD ESTIMATOR
WITH THE UNBIASED ESTIMATOR FOR THE FRACTION
OF SENSITIVE QUESTIONS IN THE NON-RANDOMIZED
CROSSWISE MODEL

Abstract: One of the problems in surveys is estimating the fraction of
responses to sensitive questions. It requires the use of special response
models. The first model of this kind was the randomized response model
[Warner 1965]. There are many other models nowadays. Among them is
the non-randomized crosswise model [Yu i in. 2008]. The estimator of the
fraction of the sensitive questions in this model can take values outside
the range of the interval (0.1). There is shown in the paper how the
truncation of the estimator to the interval is influencing its properties.
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