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Streszczenie: Analiza dynamiki zjawisk opisuje teori¢ indeksow
(wskaznikéw). Postaram si¢ w artykule wykaza¢, ze mozliwe jest
rozszerzenie analizy przyrostow wzglednych (stop wzrostu) o podziat na
dwie miary: przyrost wzgledny prosty oraz przyrost wzgledny handlowy.
Powyzsze rozrdznienie stop jest znane i powszechnie wykorzystywane
w rozliczeniach gospodarczych oraz matematyce finansowej. Polega ono na
naliczaniu stopy procentowej od wartosci zmiennej poczatkowej (bazowej)
lub koncowej (badanej).

Stowa kluczowe: teoria indeksow, analiza dynamiki zjawisk, stopa wzrostu
prosta, stopa wzrostu handlowa

JEL classification: C02, C43

WSTEP

Analiza dynamiki zjawisk opisuje teori¢ indekséw (wskaznikow) oraz
przyrostow wzglednych i absolutnych. Korzystajac z dorobku matematyki
finansowe] postaram si¢ w artykule wykazaé, ze mozliwe jest rozszerzenie teorii
przyrostow wzglednych (stop wzrostu) o podzial na dwie miary: przyrost wzgledny
prosty oraz przyrost wzgledny handlowy. Powyzsze rozrdznienie stop jest znane
i powszechnie wykorzystywane w rozliczeniach gospodarczych lub matematyce
finansowej'. Polega ono na naliczaniu stopy procentowej od warto$ci zmiennej
poczatkowej (bazowej) lub koncowej (badanej). W artykule dla okreslenia przyrost
wzgledny bede uzywaé wymiennie okreslenia stopa (tempo) wzrostu.

1 Szatanski M. (2001) Matematyka finansowa. Torunska Szkota Zarzadzania.
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Opis zmiany warto$ci jest bardzo wazny w zastosowaniach ekonomicznych
i finansowych. Analiza miar dynamiki, jako narzedzie statystyczne, znajduje
zastosowanie przede wszystkim ekonomiczne, do opisywania zmiany wartosci
dowolnej zmiennej w szeregach czasowych. Natomiast na rynkach finansowych
uzywa si¢ okreSlenia funkcje finansowe (opisane w podrozdziale 3). Dlatego
zamierzam wykazac¢, ze zasada naliczania procentowego od wartosci poczatkowej
(bazowej) lub od wartosci koncowej (badanej), znana z matematyki finansowe;j,
moze zosta¢ uzyta do modyfikacji konstrukcji miar dynamiki.

Problem z rozréznieniem stopy wzrostu prostej i dyskontowej mozna wytlumaczy¢
na prostym przykladzie. Jesli wartos¢ poczatkowa 100 jednostek podniesiemy
020%, uzyskamy 120 jednostek. Jesli chcielibySmy wroci¢é do wartosci
poczatkowej poprzez pomnozenie 120 jednostek razy 20%, uzyskamy 24 jednostki.
Odejmujac od 120 otrzymane 24 jednostki, mamy 96 jednostek wartosci
poczatkowej, a to nie jest rowne wyjsciowym 100 jednostkom. Btad polega w tym
przypadku na zastosowaniu dwodch réznych miar, opartych na réznym sposobie
procentowego naliczania zmiany warto$ci. Najpierw bowiem policzylismy stope
procentowa od wartosci poczatkowej (stopg wzrostu prosta), a nastepnie od
warto$ci koncowej (stope wzrostu dyskontows).

Przeglad literatury zagranicznej pokazuje, ze zaproponowany podziatl przyrostow
wzglednych na dwie miary jest obecny w teorii analizy dynamiki, nikt natomiast
nie zastanawial si¢ nad zastosowaniami praktycznymi?, w szczegOlno$ci
finansowymi. W polskiej literaturze statystycznej tematyka ta jest stabo opisana.

Zaleznosci ekonomiczne to zwigzek miedzy dwiema zmiennymi X i Y, co zapisac
mozemy, jako Y(X). Jezeli zmienng X jest czas, mamy wowczas do czynienia
z szeregiem czasowym, czyli Y(t)’. Specyficznym typem szeregu czasowego jest
Y+, w ktorym czas jest niejako ukryty, liczy si¢ zmiang warto$ci Y nie za$ to, kiedy
ona nastgpila. Przykltadem ekonomicznym moze by¢ zmiana ceny towaru po
opuszczeniu fabryki, az do osiggnigcia ceny koncowej w sklepie.

W artykule chce udowodni¢, ze zasada naliczania procentowego od wartosci
poczatkowej lub od wartosci koncowej jest zasada taczaca matematyke finansowa
z analizg dynamiki zjawisk, za$ do miar analizy dynamiki zjawisk dotozy¢ mozna
jeszcze jedng miare — przyrost wzgledny dyskontowy, czyli stope (tempo) wzrostu

2 Térnqvist L., Vartia P., Vartia Y. O. (1985) How Should Relative Changes be Measured?
The American Statistician, 39(1), 43-46; Vartia Y. O. (1976) Relative Change and Index
Numbers. ETLA A, The Research Institute of the Finnish Economy, 4. Helsinki.

3 Przyjmiemy w domysle stale odstepy czasu. Waznym zalozeniem dla szeregow
czasowych, ktorego nie bedziemy tutaj rozstrzygac, jest rozroznienie na szeregi czasowe
momentdéw (dla zasoboéw zmiennej w danym konkretnym czasie) oraz szeregi czasowe
okresow (dla strumieni, czyli wielko$ci zmiennej za dany okres — mi¢dzy wybranymi
momentami).
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dyskontowe®. Pokaze sposob zastosowania nowej miary na przykladach
ekonomicznych oraz na rynkach finansowych.
Mozemy liczbowo przedstawic to nastepujaco:

1 1
168=12-14=@1+02)(1+04) = (1 - 0,1667) (1 - 0,2857)

Gdzie 1,68 to tgczny wzrost wartosci, 1,2 1 1,4 to iloczyn indeksow, 0,2 i 0,4 to
stopy wzgledne proste zas 0,1667 1 0, 2857 to proponowane stopy wzgledne
dyskontowe.

Stopy 0,2 1 0,4 oraz 0,1667 i 0,2857 majg charakter symetryczny. Symetryczno$é
stop wzrostu mozna opisa¢ nieco zartobliwie w nastgpujacy sposob: jesli
podejdziemy do lustra i podniesiemy prawa reke (odpowiednik indeksu wzrostu),
nasze odbicie lustrze podniesie rgke lewa (odpowiednik stopy wzrostu prostej
i dyskontowe;j).

PROPOZYCJE MODYFIKACIJI STOP (TEMP) WZROSTU

Opis propozycji nowej klasyfikacji stop wzrostu rozpoczneg od zdefiniowania
poje¢ uzywanych w tym artykule.

»Miernik to kategoria ekonomiczna dajaca si¢ policzy¢ i wyrazi¢ liczba. To

kategoria ekonomiczna ujmujgca ilo$ciowo fragment rzeczywisto$ci™.

Do wyrazenia zmiany miernika uzywamy miar absolutnych lub wzglednych. Sg to
przyrosty absolutne i wzgledne oraz wskazniki proste i ztozone.

»Roznice absolutne (bezwzgledne), zwane takze przyrostami absolutnymi mierza,
o ile migdzy okresami (momentami) badanym a podstawowym powickszyta si¢
zmienna (cecha) zalezna. Sa nieporéwnywalne dla réoznych cech

Poréwnywalnos¢ zapewnia si¢, odnoszac przyrost (roznicg) absolutng do
wartosci liczbowej zmiennej zaleznej w okresie (momencie) podstawowym. Takie
konstrukcje zwie si¢ przyrostami stosunkowymi (wzglednymi) Iub niekiedy
wspotczynnikami tempa, a najczesciej tempem (stopg) wzrostu. Tempo wzrostu
okresla, jak szybko, w jakim tempie zmienia si¢ cecha zalezna. Wskaznik (indeks)
wyraza natomiast -krotno$¢ zmiennej zaleznej w okresie (momencie), badanym
w odniesieniu do okresu (momentu) podstawowego.”®

4 Nalezy dokonaé¢ tutaj pewnego zastrzezenia. Otdz pojecie stopy dyskontowe;j,
powszechnie wykorzystywane np. w finansach przedsigbiorstw, dotyczy przeksztalconej
postaci procentu prostego lub sktadanego, w celu obliczenia Ko. Niestety w literaturze
i praktyce gospodarczej stopa procentowa naliczana od K, tez nosi nazwe¢ dyskontowania.
W artykule opisujemy oczywiscie ten drugi przypadek.

> Timofiejuk 1. (2002) Mierniki a wskazniki statystyczne (indeksy). Wiadomosci
Statystyczne. 4, s. 2.

¢ Op. cit., s. 3.
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Miary dynamiki, czyli klasyfikacje indeksOw i przyrostOw mozna przedstawic
nastepujgco’:

Tabela 1. Klasyczny podziat miar dynamiki

Pravrost absolutne jednopodstawowe/tancuchowe
yrosty wzgledne (stopa) |jednopodstawowe/tancuchowe

, .1 . |proste (I) jednopodstawowe/tancuchowe

Indeksy (wskazniki) zlozone jednopodstawowe/tancuchowe

Zrodto: opracowanie wlasne

Tabela 2. Propozycja poszerzenia miar dynamiki o stopg prosta i dyskontowa

absolutne jednopodstawowe/tancuchowe
Przyrosty stopa prosta (p) . ,
wzgledne (stopy) stopa dyskontowa (d) jednopodstawowe/tancuchowe
, .. . |proste (I) jednopodstawowe/tancuchowe
Indeksy (wskazniki) ztozone jednopodstawowe/tancuchowe

Zrodto: opracowanie wlasne

Propozycja modyfikacji dotyczy wydzielenia kategorii miar przyrostow
wzglednych nowej stopy dyskontowej (d), przy czym indeksy (wskazniki)
pozostajg niezmienne.

Zalezno$¢ migdzy indeksem prostym (I) a propozycja zmodyfikowanych
stop wzrostu przedstawiaja wzory (bez podziatu na tancuchowe i jednopodsta-
wowe).

W2zér na indeks (I;) oraz stopg (tempo) wzrostu prosta (py).
Obliczenie wartosci badanej (Y+)

Yo =Y(1+p) (1) lub Yo=Y I, 2
Powrot do warto$ci bazowej (Yo)
e _ Y

o= (1+p) It 3)
Z powyzszych wzoréow wyprowadzmy pozostate zmienne (I) oraz (p).
Ze wzoru (3) mamy indeks prosty I = % 4)
0
Ze wzoru (1) mamy wzor na stope (tempo) wzrostu prosta
_Y_ Y _ay
po=p-1=rtr =g 5)

W przyroscie dyskontowym wykorzystujacym stope (tempo) dyskontowe (d)
wyprowadzenie wzorow rozpoczynamy od sposobu liczenia wartos$ci bazowej (Yo)
— obliczania procentowego, naliczanego od wartosci badanej Y.

Yo =Yt_yt'dt=Yt(1_dt) (6)

7 Kazda z przedstawionych miar w tabeli 1 i 2 ma swodj wymiar lafcuchowy lub
jednopodstawowy.
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Stad wyprowadzamy wzor na badang warto$¢ zmiennej (YY)

Yo 1

h=ra =y Q)
Ze wzoru (6) wyprowadzmy wzor na stopg dyskontowa (d)
RN R R e S e ) S
Yo =Y:(1—-4d), Y= 1—-d, Y. = —d;, e d;, = d;
_ Y _ Ay

stad d; = T =T, ®)
Przyrost wartosci z wykorzystaniem stopy dyskontowej (d) wyrazimy przy pomocy
indeksu (I).
Ze wzoru (7) otrzymujemy

1 1
Yy = Yom =Y I, stad Iy = =y ©)

Zmiang warto$ci mozemy opisaé przyrostem absolutnym lub wartoscig indeksu
prostego (I). Mamy dwa sposoby opisu zmiany warto$ci (wzrostu lub spadku) —
przyrost prosty lub dyskontowy — z wykorzystaniem stopy prostej (p) lub stopy
dyskontowej (d). Oba przyrosty dotycza tego samego wzrostu absolutnego
zmiennej, opisanego indeksem (I)

1
Iy = (1+py) =T (10)

Nalezy podkresli¢, ze zaprezentowane powyzej wzory stosowaé mozna zarOwno
dla miar jednopodstawowych, jak i tancuchowych.

Modyfikacja klasyfikacji miar dynamiki przy uzyciu stopy wzrostu prostej
i dyskontowej (handlowej) daje mozliwo$¢ opisu zmiany warto$ci zmiennej
w szeregu w dwojaki sposob. Rodzi si¢ pytanie: czy mozliwe jest przeliczanie
mi¢dzy stopami wzrostu prosta 1 dyskontowa? Odpowiedz brzmi: tak.
W matematyce finansowej zagadnienie to nosi nazwe stopy odpowiednie;j.
Wychodzac z rownowaznosci (10)

1
1+ =—
( pt) (1 _ dt)
wyprowadzamy zmienne z ostatniego rownania:
d p
Dy = 1_; (11) oraz d; = T;t (12)

Wzér (11) i1 (12) to mozliwos¢ policzenia stopy prostej w sytuacji, kiedy dysponuje
si¢ stopa dyskontowg i odwrotnie.

Wréémy do naszego przykladu ze wstepu do artykulu, dotyczacego wzrostu
i zmniejszenia warto$ci o 20%.

Przyjmijmy stope (tempo) wzrostu prosta i = 0,2 (20%) i obliczmy stope
dyskontows.
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d= -2 =22 201667 (16,67%)
1+p  1+0,2
Zwigkszamy warto$¢ zmiennej YO = 100 jednostek przy pomocy stopy prostej

Y, = 100(1 + 0,2) = 120.

Teraz mozemy obliczy¢ warto$¢ wyjSciowa przy pomocy stopy odpowiedniej
dyskontowe;j.
Y, =120(1 - 0,1667) = 100.

Stopy wzrostu nie majg kierunku zmiany wartosci. Sg takie same dla
wzrostu z poziomu zmiennej Yo do Y:i odwrotnie z Y do Y. Przyrosty absolutne
tez nie maja kierunku, zawsze sg takie same. W przypadku indekséw (I) kierunek
obliczen nie ma znaczenia. Jak wynika z tabeli 3 i 4 wyrazony wzglednie wzrost
dla pojedynczych warto$ci opisuje I, natomiast powr6t do wartosci bazowej

opisuje zaleznos¢ T To jest ta sama warto$¢ indeksu, tylko przeksztatcona.
t

ANALIZA MATERIALU EMPIRYCZNEGO PRZY WYKORZYSTANIU
PROPONOWANYCH MIAR

Wykorzystanie stopy wzrostu prostej i dyskontowej opisze na prostym
przyktadzie liczbowym.

Przyklad 1
Mamy szereg czasowy reprezentujacy poziomy cen pewnego wyrobu w
trzech kolejnych okresach.
Czas (t) 1 2 3
Poziom zmiennej Y ( w z}) 10 12,3 11,07

Obliczmy wzrost (zmiang) wielkosci cen, wykorzystujac do opisu stope prostg
i dyskontowg. Wykorzystamy wzory od (1) do (5) i od (6) do (8).

Tabela 3. Obliczenia dla przyktadu 1

t 1 2 3
Poziom wartosci|
10 12,3 11,07
(Yo
ol _123-10 11,07 - 12,3
P )¢ 10 p=————
Stopa prosta (p) - 0 2oa3 123
! = — — 0,
2 (23%) 0,1 (—10%)
ffﬁiﬁife ; Y, =Y,(1+i)=10(1+0,23)| ¥ =123(1 + (=0,1)
badanym (Yy) =123 =12,3-0,9 =11,07
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t 1 2 3
Warto$¢ v = 12,3 v = Y, 11,07
w okresie 14023 ° A+ 1+(=01) -
bazowym (Y1) |= 10 =123
Y. —-Y, 123-10 11,07 - 12,3
Stopa =5 =123 |*" 10
- t ] )
dyskontowa (d;) = 0,187(18,7%) =-0,1111 (-11,11%)
Warto$é _ _ 10 _ 12,3
: i =Y, = Yy =
w okresie - (1-d) (@(1-0,187) (1-(-0,1111))
badanym (Y) =123 = 11,07
Warto§¢ | v, Y,=Y,(1—-d)=1107(1 —
w okresie =12,3(1 (-0,1111)) = 12,3 -
bazowym (Y1) | —0,187) = 10

Zrodto: opracowanie wlasne

Powyzszy przyktad liczbowy mozna przedstawic graficznie.

Rysunek 1. Graficzne przedstawienie przyktadu 1

stopy proste stopy dyskontowe
-10%
» 18.7%
23% 109 i
23% 18.7%
10 123 11.07 10 123 11,07
23% 10% 18.7% 11,11%

Zrodto: opracowanie wlasne

Problematyke rozroznienia i zastosowania stop wzrostu prostej i dyskontowej
sprobuje wyjasni¢ na przyktadzie 23-procentowej stawki podatkowej VAT.
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Przyktad 2

Wartosci liczbowe z przyktadu 1. Przyjmijmy, ze 10 zI to cena netto towaru.
Do ceny doliczony zostat VAT przy stawce 23%, po czym ceng brutto obnizono o
10%. Dokonajmy analizy zastosowanych stop (temp) prostej i dyskontowe;.

Zinterpretujmy pierwsze dziatanie, czyli doliczenie VAT-u. Jezeli towar w
cenie netto kosztuje 10 zl, z podatkiem VAT jego cena (brutto) wynosi 10(1+0,23)
= 12,3 zi. Ile wynosi cena bez podatku, czyli netto? Czgsto popehiany btad, to
liczenie VAT-u od ceny brutto 12,30 x 0,23 = 2,83 zl. Odejmujac od ceny
sprzedazy, mamy 9,47 zt, co nie daje ceny netto. Powinni$my policzy¢ nastepujaco
12,3/ (1+0,23) = 10 zt.

Policzmy kwote podatku VAT, wykorzystujac stope dyskontowa 18,7%.
Liczac procent od kwoty brutto, otrzymamy 12,3 x 0,187 = 2,3 zt. Odejmujac 2,3
zt od 12,3 zl, uzyskamy 10 z, czyli cen¢ netto. Obliczenia mozemy zapisaé tez
inaczej, 12,3 (1 - 0,187) =10 zl.

Z przyktadu wynika, Ze mamy dwa sposoby obliczania ceny netto (wzér 3 1 6)

Y, = —2_ =123 (1-0,187) = 10 zt*.
1+0,23

Zgodnie z przedstawiong w tym artykule teoriag dwoch stop (tempa) zmiany
warto$ci, mamy tez dwa sposoby liczenia ceny brutto (wzér 11 7)

1
Y, =10(1+4+0,23) = 101_0’187 =123z
Jak wynika z przyktadu, 18,7% to stopa wzrostu dyskontowa, odpowiadajaca
stopie prostej 23%.

Nieporozumienia terminologiczne zwigzane z rozréznieniem stop wzrostu
migdzy dwoma warto$ciami pojawiaja si¢ z roznych powodow. Po pierwsze ze
wzgledu na kierunek dokonywanej analizy dla wartosci Yo i Y:. Jezeli opisujemy
zmiang wartosci z Yo do Y, wartos¢ moze wzrosngé lub zmniejszyé sig¢, co
generalnie nazywane jest przyrostem dodatnim lub ujemnym (poniewaz stopa
wzrostu moze by¢ ujemna). W pierwszym przyktadzie w pierwszym przedziale
dodatni przyrost opisany jest stopa prosta (23%) i dyskontowa (18,7%), za$
zmniejszenie si¢ wartoSci, w drugim przedziale, stopami prosta (10%) i
dyskontowa (11,11%). Kolejne nieporozumienia pojawiajg si¢ przy nazwaniu
powrotu do wartosci Y1 z poziomu Y, przy cofaniu si¢ do poprzedniej wartosci.
Obliczenie ceny netto nie jest zmniejszeniem warto$ci, a raczej powrotem do
wartosci wyjsciowej (bazowej). W matematyce finansowej to dziatanie nosi nazwe
dyskontowania.

Zaprezentuj¢ przyktad liczbowy pokazujacy pelng teori¢ miar dynamiki.

8 Stopa dyskontowa VAT w tym przykladzie wynoszaca 18,7% ma swoje zastosowanie
praktyczne. Otdz handlowcy, aby policzy¢ wielko$¢ podatku VAT w fakturze mnoza ceng
brutto przez stawke 18,7%.
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Przyktad 3
Mamy prosty szereg czasowy zawierajacy hipotetyczne poziomy PKB
w mld zt w pigciu kolejnych latach:
Czas (t) 1 2 3 4 5

Poziom zmiennej Y - PKB 100 120 132 118,8 154,44

Obliczmy indeksy i stopy wzrostu jednopodstawowe i fancuchowe dla t = 1 oraz
dlat=>5.

Ze wzgledu na duza liczbe obliczen podzielimy oddzielnie tabele na miary
fancuchowe i jednopodstawowe.

Tabela 4. Obliczenia zmiany PKB przy pomocy indeksu fancuchowego dla t = 1 oraz stopy
prostej i dyskontowej fancuchowych

t | Poziom Stopa Stopa Obliczenie |Zalezno$¢ migdzy | Zmiana wartosci
zmiennej tancuchowa tancuchowa indeksu przyrostami a indeks i stopa
v prosta dyskontowa | 7 prostym prosta fancuchowe
! tancuchowego| 1 dyskontowym
Put-1 dyt & y. Wy
a indeksem
fancuchowym
@ @ 3 “@ 6] (6
1 100 - - - - R
2 120 D21 dypn L= 120 ((1+0,2) = 100 (1+0,2) =
_120-100 _120-100 _ 2/1 7100 _( 1 ) :100( 1 )
~ 100 T 120 0 | =Lz ~\1-0,16667 1-0,16667
=0,2 =0,1667 =12 =
2 (20%) 2 (16,67%) =100-1,2=120
3 132 D32 ds)2 L= 132 j1+01) = 120(1+0,1) =
_132-120 _132-120 3/27 120 _( 1 )__120< )
T 120 132 =Ll e |7 \1-0,0909 | 1-10,0909
=01 =0,0909 (9,09%) =11 =120-1,1 =132
2 (10%)
41 1188 Pas3 Das3 L= 1188 | (1+(-0,1)) = [132 (1+(-0,1)) =
_ 1188 -132 1188 -132 437132 | ( 1 B 132<
T132 T 1188 =09 ~\1-(-0,1111)| 1—(—0,111
=-01 =-0,1111 =0,9 =132-0,9=1188
= (10%) 2 (11,11%)
5| 15444 | psp Ds/a L. = 154,44|(1+0,3) = 118,8(1+0,3) =
_ 154,44 — 118,8 _ 154,44 —118,8 | 5/* ~ 1188 |_ ( 1 ) —l= 118 8( )
118,8 =T 15444 |=13 “\1-0,2308/ ~ ""\1-0,2308
=03 2 (30%) | =0,2308 (23,08% =13 =1188-13
= 154,44

Zré6dto: opracowanie wtasne

W tabeli 4 w kolumnie 2 i 3 pokazane jest wyliczenie stop prostej
i dyskontowej tancuchowych dla kolejnych przedziatow wartosci PKB (Yy)
poczynajac od pierwszej wartosci w szeregu (t = 1). W kolumnie 4 obliczone
zostaly indeksy tancuchowe. W kolumnie 5 widzimy wzgledna zmiang wartosci,
opisang indeksem (I) z przyrostow prostego i handlowego (wzor (10) i (11)). Z
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obliczen w tej kolumnie wynika tez, ze kazda zmiana warto$ci w szeregu opisana
jest odpowiednig stopg prosta (p) i dyskontowa (d) lancuchowymi. Ostatnia
kolumna to sprawdzenie zmiany wartosci PKB wyrazonych warto$ciami
bezwzglednymi.

Korzystajgc z obliczen w kolumnie 5 dla wartosci t = 1, 2, 3 mozemy
powiedzie¢, ze indeks wzrostu PKB w pierwszym roku wyniost 1,2, czyli wzrost
liczony przy pomocy stopy prostej wynidst 20%, liczony przy pomocy stopy
dyskontowej 16,67%. Natomiast w drugim roku wzrost wynidst odpowiednio 10%
19,09%.

Tabela 5. Obliczenia zmiany PKB przy pomocy indeksu fancuchowego dla t = 5 oraz stopy
prostej i dyskontowej tancuchowych

t | Poziom Obliczenie indeksu Zalezno$¢ migdzy  |Zmiana warto$ci a indeks i stopa
zmiennej| I1 tancuchowego t =5 | przyrostami a indeksem prosta tancuchowe
Y tancuchowym
(M ()] 3) “4)
1 100 100 1
I/ =-—===0,8333 —) = 120(——) =
V27120 SRR SENGEY
=(1-1(0,1667)) = =120(1-(0,1667)) =
=0,8333 =120-0,8333 =110
2 120 120 1
23 =132 = 09991 | Gy = B2 on =
= (1-1(0,0909)) = =132(1-(0,0909)) =
=090 =132-0,90=120
3 132 132 1
=(1-(-01111)) = | =1188(1—(-0,1111)) =
=1,1111 =118,8-1,1111 = 132
4 118,8 118,8 1 R 1
l/s = 15444 = 07692 | (3030 = D44 (3530 =
= (1-0,2308) = = 154,44(1 — 0,2308) =
= 0,7692 = 154,44-0,7692 = 118,8
5 | 154,44 - - -

Zrodto: opracowanie wlasne

Tabela 5 pokazuje obliczenia PKB - powr6t do wartosci badanej (Y+.1).
Obliczenia zaczynamy od wartosci koncowej (t = 5) i przechodzimy do wartosci
poczatkowej w szeregu, wykorzystujac stopy proste i dyskontowe tancuchowe.
Zaczynamy od wyliczen indeksu tancuchowego (t = 5) - w kolumnie drugiej. W
kolejnej kolumnie obliczamy powrot do wartosci bazowych (Yo), wykorzystujac
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przeksztatlcone przyrosty prosty i dyskontowy oraz odpowiednie stopy (tempa)
wzrostu (py) 1 (di). Nalezy zwroci¢ uwage, ze powro6t do warto$ci bazowej wymaga
przeksztatcenia indeksu. Wytlumaczmy to nastgpujaco: wzrost wartosci PKB ze
100 mld zt do 120 mld z4, opisany w tabeli 4 w drugim wierszu, to
1

100 2 (1+0,2) = 100 ({57=—) = 100 1,2 = 120.

Powrdt do wartosci 100 ze 120 mld z1, czyli cofnigcie si¢ z roku drugiego do
pierwszego, musimy przeksztalci¢ indeks (stopy prosta i dyskontowa pozostajg bez
zmian) — tabela 5 wiersz pierwszy

1
—=120-0,8333 =100

120( ) =120(1 — (0,1667)) = 120 >

1+(0,2)

Tabela 6. Obliczenie zmiany PKB przy pomocy indeksu jednopodstawowego dla t =1 oraz
stopy prostej i dyskontowej jednopodstawowych

t [Poziom| Stopa Stopa Obliczenie Zaleznos¢ miedzy Zmiana wartosci a indeks 1 stopa
zinie- | lancuchowa fancuchowa indeksu przyrostami prostym i prosta jednopodsiawowa
mej Y prosta dyskontowa jednopodsta- | dyskontowym a indeksem

wowegot=1 Jjednopodstawowym
48] @) 3 G (5) %)
1| 100 - - - - -
2| 120 _10-100 120100 | 120 (1+02)= 100 (1+02) =
Pon="1o0 4T 120 | ‘¥*T 100 _( 1 )_12 _100( 1 )_
=02 +(20%) |=0,1667 =12 “\1-0,16667) - 1—0,16667)
2 (16,67%) =100-1,2 =120
3| 132 132120 ~ 132120 132 [(1+02)1+01) = 100(1 +0,2)(1+0,1) =
P32 =3 a2 = lin =150 1 1
= =100 =
=01 @ (10%) | =0,0909 (9,09%) | =132 & (1 — 0,1667) (1 - 0,0909) (1 - 0,1567) (1 - 0,0909)
=12-11=132 =100-1,1=132
41188 |p. —1188— 132 1188 [(1+02)(1+0,1) 100(1 +0,2)(1 + 0,1
118,8 — 132 Pays = 1188 T 00 |-+ (-01)) = - (1+(-01) =
=7 132  |=-01111 =1,1188 B ( 1 )( 1 ) B 100( )
=-=0,1 & (10%)| = (11,11%) BRYE 0.11667 1-0,0909/| 1-0,1667
'(1 —(—0,0909)) - '(1—0,0909)
=12-11-09=11188 ( )7
1—(—0,0909)/
=100-12-11-05=1118
51543 [py0 Pore PN [CR TR AN 100(1 +0,2)(1+ 0 1)(1+(-01))
154,44 — 1188 154,44 — 1188 AT 100 [FQ+(-0(1+03) = -(1+03)=
1188 154,42 = 15444 _ ( 1 )( 1 ) B 100( 1 )( 1 )
=03 2 (30%) |=0,2308 (23,08%) 1- 0,11667 1-0,0909/ " 1—0,1667/\1—D,0909
1
(1— (—0,0909)) \T— (—0,0009),
1 1
(1—0.2324 '(1—0,2324>
=12-11-09-13= 15444 =100-1,2-1,1
09-13
= 154,44

Zrédto: opracowanie wlasne

W tabeli 6 w kolumnach 2 i 3 mamy wyliczenie stop prostej i dyskontowej
dla kazdej zmiany wartosci szeregu (Y¢) dla t = 1. W 4 kolumnie obliczone zostaty
indeksy jednopodstawowe zmian PKB w kolejnych latach. W kolumnie 5 widzimy
wzgledng zmiang warto$ci, opisang indeksem jednopodstawowym. Ostatnia
kolumna to sprawdzenie zmiany wartosci PKB dla miar jednopodstawowych,
wyrazonych warto$ciami bezwzglednymi.
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Tabela 7. Obliczenie zmiany PKB przy pomocy indeksu jednopodstawowego dla t = 5 oraz
stopy prostej i dyskontowej jednopodstawowych

t | Paviom [Ghliczenie indeksu Zaleimosé migduy proyrostami Zmiana wartodci a indeks
zmmenny | Jednopodsbawo- aindeksem jednopodstawowym 1 slopa prosta jednopodstawowa
wegnl 3
1 100 100 1 1 1
hs = 1eg (1 + 0,3) (1 + (—0,1)) 15444 (1 + 0,3) (1 + (—0,1))
= 0,6475 1 1 1 1
'(1+o,1)(1+o,2)_ '(1+0,1)(1+o,2)_
- (1-02308)(1 — 154,44(1 - 0,2308) - (1 - (—0,1111))
- (=0,1111)) - (1 —0,0909)
(1 - D0,0009)(1 — 0,1667) = (1-0,1667) =
— 06475 = 154,44 - 0,6475 = 100
21 120 120 1 1 1 1 1
Lys =155 (m) (m) 15444 (1 + 0,3) (1 + (—0,1)) (1 + 0,1) -
=0777 ) ( 1 ) _ = 154,44(1 — 0,2308) - (1 — (—0,1111))
1+01/° (1L —0,0909) =
=(1-0,2308)(1 = 154,44 - 0,777 = 120
— (=0,1111))(1 — 0,0909) =
=0,777
3 132 132 1 1 1 1
by =150 (1 T 0,3) (1 T (—0,1)) = 15444 (1 T 0,3) Sewarryin
=0,8547 =(1-0,2308) =154,44(1— 0,2308)(1 - (—0,1111)) =
(1-(-0,1111)) = = 154,44 - 0,8547 = 132
= 0,8547
41184 1188 1 _ T
b = 15503 T303 = LG9 =
=0,7692 =(1-0,2308) = = 154,44(1—-0,2308) =
=0,7692 = 154,44 -0,7692 = 118,8
5 {15444 - - -

Zrodto: opracowanie wlasne

Tabela 7 pokazuje obliczenie wartosci badanej (Yo) PKB dla indeksow
jednopodstawowych. Obliczenia zaczynamy od wartosci koncowej (t = 5) szeregu
warto$ci PKB i przechodzimy do warto$ci poczatkowej w szeregu, wykorzystujac
stopy proste i dyskontowe jednopodstawowe (py) i (d;). W 2 kolumnie obliczamy
warto$ci wzgledne indeksu jednopodstawowego (t=5). W kolumnie 3 pokazana
jest zalezno$¢ miedzy indeksem jednopodstawowym (t=15) a przeksztalconymi
przyrostami prostym i dyskontowym oraz stopami (p;) i (di). W ostatniej kolumnie
mamy obliczenia kolejnych wartosci PKB, poczawszy od ostatniej az do pierwszej
W szeregu.

STOPY PROSTA I DYSKONTOWA - ZASTOSOWANIE
W PRAKTYCE FINANSOWEJ I GOSPODARCZEJ

Zasada liczenia stopy procentowe]j od kapitatu poczatkowego (KO) - ,,z dotu” lub
od kapitatu koncowego (Kn) jest powszechnie wykorzystywane w rozliczeniach
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gospodarczych®. Jest takze podstawg konstrukcji czterech gtoéwnych funkcji
finansowych.

Przedstawmy na schemacie podstawowe funkcje finansowe, uzywajac oznaczen
przyjetych w matematyce finansowej

Stopa prosta Ky = Ko(1+ i) — Procent prosty Kn = Ko\1+1i ?ﬁo)

Procent skladany K, =K,(1+ D"

Stopa dyskontowa Ky, = (ﬁo I Dyskonte handlowe K, = 7(1_5? .
360
Procent skladany K, = (11((:1)11

kapitalizacja z gory

Uwazny obserwator zauwazy, ze funkcje roéznig si¢ migdzy sobg sposobem
dopisania czynnika czasu, ktory moze by¢ dopisany w sposob liniowy lub
nieliniowy.

Waznym zastosowaniem stopy (tempa) wzrostu prostego i dyskontowego

jest narzut i marza. Pojecia te sg bardzo czg¢sto mylone i uwazane za tozsame.
Rzeczywiscie narzut i marza w sensie bezwzglednym, w jednostkach pieni¢znych,
sg takie same. Roznig si¢ sposobem procentowego liczenia. Narzut to stopa prosta
liczona procentowo od wartosci poczatkowej (Yo), marza liczona jest procentowo
od warto$ci koncowej (Yn). W literaturze przedmiotu uzywa si¢ pojecia ,,0d sta”
dla narzutu handlowego Iub ,,w stu” dla marzy handlowej. Przyktadem liczenia
narzutu jest podatek VAT, narzut zysku w przedsi¢biorstwie, Przyktadem liczenia
marzy (z gory) jest podatek obrotowy, ale tez wszystkie obnizki i przeceny.
Innym przykladem zastosowania stopy prostej i dyskontowej sa obliczenia
procentowe. Narzut handlowy, liczony jako stopa prosta, opiera si¢ na zasadzie
powiekszonej, czyli powigkszeniu zasady procentowe] o sumg procentowa
wyliczang ze wskaznika procentowego. Marza dyskontowa, liczona jako stopa
dyskontowa, opiera si¢ na zasadzie zmniejszonej i polega na obnizeniu wartosci
o sume¢ procentowg wyliczong ze wskaznika procentowego. Odwrdcona zasada
procentowa pozwala na wyliczenie pozostalych zmiennych — sumy procentowe;j
i wskaznika procentowego.

Kolejnym przyktadem praktycznego zastosowania dyskontowej stopy
wzrostu sg rabat i skonto. W sensie praktycznym oblicza si¢ je tak samo, jako
procent liczony od kwoty brutto. Jednak w sensie finansowym sg to dwa rdzne
zagadnienia, zastosowanie dwoch roznych wzordéw. Rabat to obnizenie ceny
zwigzane z iloScig zakupionego towaru i stosujemy tutaj wzor (6). Natomiast

° Podgorska M., Klimkowska J. (2005) Matematyka finansowa. PWN, Warszawa;
Sobczyk M. (1995) Matematyka finansowa. Placet, Warszawa; Kellison S. G. (1991) The
Theory of Interest Rate. IRWIN, Boston.
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skonto to rezygnacja z odsetek kredytu kupieckiego, wigec pojawia si¢ tu czynnik
czasu 1 stopa dyskontowa. Na schemacie 1 odpowiada temu funkcja dyskonta
handlowego.

PODSUMOWANIE

W artykule staralem si¢ wykaza¢, Zze analiz¢ miar dynamiki (teori¢
indeks6w) mozna wzbogaci¢ o nowy podziat w przyroscie wzglednym: na stopg
wzrostu prostg i dyskontows. Pokazanie réznorodnych zastosowan wskazuje, iz
zasada ta lezy u podstaw obliczania zmiany warto$ci zmiennej w dowolnych
zastosowaniach. Na gruncie statystki jest to nowe podejscie, natomiast na gruncie
praktyki gospodarczej czy finansowej naliczanie procentowe od kwoty netto (z
dotu) — stopa prosta inaliczanie procentowe od kwoty brutto (z gory) — stopa
dyskontowa sg powszechnie stosowane.

W ostatnich latach bardzo zyskala na znaczeniu teoria zlozonosci, ktora
pokazuje, ze s dziedziny'® w naukach spotecznych, biologicznych, fizycznych czy
matematycznych, ktére redukuja si¢ do kilku prostych zasad. Dlatego moim
glownym celem jest pokazanie, ze dychotomiczny podziat stop wzrostu,
powszechnie stosowany w praktyce gospodarczej czy finansowej, moze tez mie¢
zastosowanie w statystyce.
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TIME SERIES ANALYSIS: SIMPLE AND COMPOUND GROWTH
RATE

Abstract: The analysis of the dynamics of phenomena describes the theory
of indices (indicators). In the article I will try to show that it is possible to
extend the analysis of relative increments (growth rates) by dividing them
into two measures: simple growth rate and commercial growth rate. The
above differentiation of rates is known and commonly used in economic
settlements and financial mathematics. It consists in calculating the interest
rate on the value of the initial (base) or final (tested) variable.

Keywords: time series analysis, index theory, dynamics analysis, simple
growth rate, compound growth rate
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