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Abstract: Forward premium anomaly is one of the most popular puzzles in the
theory of international finance. The phenomenon is explained by, among
others, the existence of non-zero risk premium in the foreign exchange market.
The paper applies ARCH-in-mean models to assess whether there exists a
time-varying risk premium in the USD/PLN and AUD/JPY foreign exchange
markets. The results indicate the existence of a non-zero risk premium in the
analyzed markets. As far as the USD/PLN is concerned, the risk premium takes
negative values when the risk measured by conditional variance rises. The
results suggest that when there is a surge in risk, the US dollar’s appreciation
and Polish zloty depreciation increases. The results confirm the US dollar as a
safe-haven currency that tends to appreciate during high-volatility and crisis
periods. Moreover, the study shows that the risk premium in the AUD/JPY
market takes positive values when the risk measured by conditional variance
rises. It implies that when there is a mount in risk, the appreciation of Japanese
yen increases. Furthermore, research results reveal the positive and significant
relationship between stock market uncertainty and exchange rates conditional
volatility.

Keywords: foreign exchange market, risk premium, ARCH-M model, forward
premium puzzle, VIX

JEL classification: C22, D84, E44, F31, G15

INTRODUCTION

Uncovered interest rate parity (UIP) states that interest rate differential is
equal to the expected change in exchange rates. One of the most puzzling features of
the foreign exchange market is the tendency of low interest-yielding currencies to

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.2.7
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depreciate rather than appreciate as UIP suggests. The UIP puzzle is generally known
as the forward premium puzzle. Literature provides several explanations of the
phenomenon. One possible reason is the existence of a risk premium. Other
explanations involve invalidity of the rational expectations hypothesis, peso
problems and market inefficiency. The paper is focused on risk premium inherent in
the uncovered interest rate parity condition. The time-varying risk premium is one
of the most frequently cited reasons for the existence of UIP failure [e.g. Froot,
Thaler 1990; McCallum 1994; Chinn, Meredith 2004; Li et al. 2012; Kumar 2019].

In the paper, we presume the rationality of market participants expectations.
We assume that the forward premium puzzle results from the existence of a non-
zero, time-varying risk premium. The research is carried out for two currency pairs,
i.e. AUD/JPY and USD/PLN from June 2006 to November 2020. The paper aims to
assess whether there exists a significant and time-varying risk premium in the foreign
exchange market. The article applies ARCH-in-mean (ARCH-M) models. Engle,
Lilien and Robins [1987] are among the first who described ARCH-M models’ use
in explaining risk premiums in the financial market. Berk and Knot [2001] applied
ARCH-M models to analyse the risk premium in the currency market.

The remainder of the paper is organised as follows. Section 2 reviews the
relevant literature. The subsequent one presents methodology and data. The
empirical results are described in section 4. The last section provides concluding
remarks.

MODELING THE RISK PREMIUM IN THE FOREIGN EXCHANGE
MARKET

Uncovered interest rate parity (UIP) states that interest rate differential equals
to the expected change in exchange rates:

Ee(Searl2e) —se =i —if (1)
where E; (St |2) denotes the expectation of natural logarithm of the spot exchange
rate at time ¢t + k, based on information known at time t; s; denotes the natural
logarithm of the spot exchange rate at time t (quote currency units per unit of base
currency); i, and if are nominal interest rates of a quote and base currency,

respectively. Assuming Covered Interest Parity (CIP) holds (ft(k) — S =iy — it),
the UIP can be expressed as follows:

k
Ee(St4rl2e) — s = ft( ) St (2)
where ft(k) is the natural logarithm of the k-period forward exchange rate.
Market expectations of future spot exchange rates are hardly observable.
Therefore, the UIP hypothesis is tested jointly with the assumption of rational

expectations in the exchange rate market. Under the assumption of rational
expectations, the future value of spot exchange rate (s;,) is equal the expected spot
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exchange rate at time #+k (E; (S¢1[42,)) plus a white-noise error term (77,,, ) which

is uncorrelated with information available at time ¢

Stk = Ee(Searle) + Nevre 3)
Many researchers have tested UIP by using the equation (4):
k
Stek =St =a+p (ft( ) St) + &tk )

where sy, and s; are natural logarithms of spot exchange rate at time t + k and

time t respectively; ft(k) is the logarithm of the k-period forward exchange rate and
&4k 18 a disturbance term which is uncorrelated with information available at time
t. If an agent is endowed with rational expectations and risk-neutral, we should
expect the slope parameter  to be equal to unity (§ = 1) and the coefficient a to
be equal to zero (o = 0). A well-known empirical regularity is that 5 in equation (4)
is significantly less than one, and very often closer to minus unity than plus unity
[Froot, Thaler 1990]. According to Fama [1984], the negativity of the  parameter
results from the risk premium required by risk-averse market participants. They
demand a higher profit than the interest rate differential in return for the risk of
holding foreign currency.

If market participants are risk-averse, then the forward rate will differ from
the expected spot exchange rate by a risk premium. Froot and Frankel [1989] define
a risk premium (p; ) as the difference between the forward exchange rate at time ¢

for k periods ahead (ft(k)) and the expected spot exchange rate at time t+k
(Ee(se+xl92¢)):

Pt+k = ft(k) — E¢(Se4r192¢) (5)

Under risk neutrality, forward exchange rate at time ¢ for & periods ahead (ft(k))

should equal to the expected spot exchange rate at time t+k (E;(S¢qxlQ:)). If

ft(k) # E;(St4112:)) then the investors incur a premium from buying the currency
forward at time 7 for & periods ahead relative to its expected spot price at time t+k
[Engel, 1996]. Under the assumption of rational expectations (3) we define the risk
premium (p;,) as the difference between the forward exchange rate at time ¢ for &

periods ahead (ft(k)) and the future value of spot exchange rate (s;) [Czech 2016]:

Pt+k = ft(k) — St+k (6)

Although the risk premium in the foreign exchange market has been examined

in many papers before, the article focuses mainly on works that apply autoregressive
conditional heteroscedasticity models (ARCH). According to Hodrick [1987, p. 67]
“modelling the conditional variance may be a fruitful direction to pursue to
understand the nature of the rejection of the unbiasedness hypothesis and to
determine whether the rejection is due to a time-varying risk premium”. Domowitz
and Hakkio [1985] are the first who modelled the risk premium based on the ARCH
specification of Engle [1982]. They assume that risk premium has a constant
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component (o) and a time-varying component, i.e. the conditional variance of the
error term (hyyp):

Prik = @ + Shei (7

There is no risk premium if a and § are insignificantly different from zero.
There is a constant risk premium if ¢ # 0 and § = 0. There is a time-varying risk
premium when a # 0 and § # 0. Domowitz and Hakkio [1985] provide evidence of
non-zero constant risk premium for the United Kingdom and Japan’s currencies.
However, they cannot reject the null hypothesis of no risk premium for the currencies
of Germany, France and Switzerland.

In 1987 Engle et al. [1987] introduced ARCH-in-mean (ARCH-M) models
were the conditional variance is a determinant of the risk premium. These models
allow conditional variance to affect the mean. By applying ARCH-M, they modelled
the interest rate time series. Berk and Knot [2001] apply the ARCH-M model to
estimate the UIP relationship with a time-varying risk premium. Malliaropulos
[1997] uses multivariate generalised autoregressive conditional heteroscedasticity in
mean model (GARCH-M) to explain the risk premium as a function of cross-
currency conditional covariance. Following Bollerslev [1990] and Baillie and
Bollerslev [1990], he employs a particular parametrisation of the multivariate
GARCH process to model the conditional covariance matrix of unforecastable
components of deviation from uncovered interest rate parity. Malliaropulos [1997]
provides evidence of a time-varying risk premium for all currencies studied. His
model suggests that time-variation in risk premium results from the time-varying
conditional second moments determining conditional betas in the capital asset
pricing model and fluctuations in expected excess market returns.

METHODOLOGY AND DATA

The forward premium puzzle can be reflected by assuming that the forward
exchange rate does not provide an unbiased forecast of the future spot rate. One
possible explanation for the forward discount bias is the existence of a non-zero risk
premium. In the paper, the GARCH-M(q,p) model is applied to test the risk premium
in the USD/PLN and AUD/JPY exchange rate markets. The class of GARCH-M are
often used to test for the risk premium in financial time series. Based on the equations
(6) and (7) the applied GARCH-M model is described as follows:

ft(k) = St+k = @+ 6heyp + Eci

Etyk = mﬁtﬂc
{ hivk = Qo + Z?:l pigl_; + 2}021 (Pjht—j + yVIX; ®)
lkﬁt+k~GED(0,1, )
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The difference between logarithmic values of forward exchange rate at time ¢ for £

periods ahead ( ft(k)) and the logarithmic values of spot exchange rate in time ¢+k
(S¢+x) reflects the risk premium (p; ). The risk premium is described by the linear
function of conditional variance with a constant component (a) and a time-varying
component (6h;,). The conditional variance is parameterised as a function of the
information set available to investors [Engle et al. 1987]. The variance equation
contains previous innovations or surprises (eZ_;) and the VIX Index (S&P 500
option-implied volatility index) that is treated as a benchmark for the uncertainty
level in the financial markets. The VIX Index, created by Whaley [2009], is
perceived as the popular measure of investors’ attitude towards risk [Coudert, Gex
2008] and is widely used as a barometer for financial market uncertainty. The
increase in the VIX Index might be associated with an appreciation of safe haven
(e.g. US dollar) or low-yielding (e.g. Japanese yen) currencies [Clarida et al. 2009].
The model captures the conditional distribution’s fat tails by applying the generalised
error distribution (GED). The series stationarity is checked based on the augmented
Dickey-Fuller (ADF) test [1979]. The orders g and p in GARCH-M (q,p) are
selected based on the Akaike Information Criterion (AIC) [1979]. The models are
estimated with the maximum likelihood method. The log-likelihood function was
maximised using Marquardt’s algorithm [1963].

Data set consists of weekly AUD/JPY and USD/PLN spot exchange rates,
weekly AUD/JPY and USD/PLN 1-week forward exchange rates and weekly VIX
Index logarithmic changes. Non-overlapping weekly data with 1-week forward
exchange rates are applied to avoid possible estimation biases in standard errors
arising from overlapping data. The study covers the period from 13 June 2006 to 24
November 2020. The time range results from the availability of data on forward
exchange rates. Data are obtained from Refinitiv Datastream.

EMPIRICAL RESULTS

ARCH-M model (8) is built based on the stationarity time series, i.e. the
difference between logarithmic values of forward exchange rate at time ¢ for &

periods ahead ( ft(k)) and the logarithmic values of spot exchange rate in time /+k
(S¢4+1), and the logarithmic changes of the VIX Index (ln(%)). The model is built
t

for k equals 1 week. The Augmented Dickey-Fuller tests indicate that the null
hypothesis of a unit root is rejected for all considered time series, at the 1%
significance level. Based on the Akaike information criterion (AIC), the ARCH-
M(1) model is selected. The sign and bias test for asymmetric GARCH effects does
not reveal any asymmetry; thus, the application of asymmetric GARCH models such
as threshold GARCH or exponential GARCH is not justified.

Table 1 presents the results of the ARCH(1)-M models for USD/PLN and
AUD/JPY exchange rates. The intercept « is significant at the 1% level, which means
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that there is a constant risk premium both in the USD/PLN and AUD/JPY markets
(table 1). The coefficient of the time-varying risk premium § is significant at the 1%
level for both analysed exchange rates; however, it takes negative values for
USD/PLN exchange rate and positive values for AUD/JPY exchange rate. The
USD/PLN represents the exchange rates where base currency, i.e. the US dollar is a
lower-yielding currency and Polish zloty a higher-yielding currency. When there is
an increase of risk in the market, the US dollar appreciates against Polish zloty and
the USD/PLN exchange rate increases. It is worth emphasising the US dollar is an
example of a safe-haven currency that tends to appreciate during high-volatility,
crisis periods [Hossfeld, MacDonald 2015; Wen, Cheng 2018]. Thus, the risk

premium ft(k) — St4+k in the USD/PLN market takes negative values when the risk
measured by conditional variance increases. Estimated negative coefficient § implies
that when there is an increase in risk, the appreciation of base currency (US dollar)
and depreciation of quote currency (PLN) increases. The results confirm the US
dollar as a safe-haven currency that tends to appreciate during high-volatility and
crisis periods.

Table 1. ARCH(1)-M model results

Exchange rates Parameters Estimated Coefficients P-values
a 0.004 0.002
b} -10.209 0.007
®q 0.001 <0.001
USD/PLN
¢4 0.296 <0.001
y 0.001 <0.001
) 1.289 <0.001
a -0.027 <0.001
) 75.666 <0.001
®q 0.001 <0.001
AUD/JPY
1 0.022 0.003
Y 0.001 <0.001
) 1.029 <0.001

Source: own calculation based on data from Refinitiv Datastream

The AUD/JPY represents the exchange rates where base currency, i.e. the
Australian dollar is a higher-yielding currency and Japanese yen a lower-yielding
currency. When there is an increase of risk in the market, the Japanese yen
appreciates against the Australian dollar and the AUD/JPY exchange rate decreases.
The Japanese yen is an example of funding currency in the well-known currency
strategies carry trade and tends to appreciate during high-volatility, crisis periods
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[Liu et al. 2012; Czech 2020]. Thus, the risk premium ft(k) — St4k in the AUD/JPY
market takes positive values when the risk measured by conditional variance
increases. Estimated positive coefficient § implies that when there is an increase in
risk, the appreciation of quote currency (Japanese yen) increases. The significantly
different than zero coefficient § suggests that there are risk-averse market
participants in the market, and they require more return when they face a higher risk.
The research results indicate the existence of a statistically significant, non-zero risk
premium in the analyzed currency markets. The results are in line with Froot and
Thaler [1990], Li et al. [2012], Kumar [2019], among other.

Variance equation coefficients are positive and significant in both estimated
ARCH-M(1) models (table 1). The variance equation includes an additional
independent variable, i.e. S&P 500 option-implied volatility index VIX, that reflects
the stock market uncertainty. The results show that the VIX Index has a positive and
significant impact on the USD/PLN and AUD/JPY conditional variance. It means
that when the stock market uncertainty rises the volatility in the analysed foreign
exchange markets increases.

SUMMARY

One of the most puzzling features of the foreign exchange market is the
tendency of low interest-yielding currencies to depreciate rather than appreciate as
the uncovered interest rate parity suggests. One possible reason for the UIP failure
is the existence of a risk premium. The paper is focused on risk premium inherent in
the uncovered interest rate parity condition. It aims to assess whether there exists a
significant and time-varying risk premium in the foreign exchange market. The
research is carried out for two currency pairs, i.e. AUD/JPY and USD/PLN from
June 2006 to November 2020. The paper applies ARCH-M models.

The results reveal a significantly different than zero risk premium in the
USD/PLN and AUD/JPY foreign exchange markets. The time-varying risk premium
coefficient is significant at the 1% level for both analysed exchange rates; however,
it takes negative values for USD/PLN exchange rate and positive values for
AUD/JPY exchange rate. The USD/PLN market’s risk premium takes negative
values when the risk measured by conditional variance increases. The estimated
negative coefficient of the time-varying risk premium implies that when there is a
surge in risk, the appreciation of the US dollar and depreciation of Polish zloty
increases. The results confirm the US dollar as a safe-haven currency that tends to
appreciate during high-volatility and crisis periods. The risk premium in the
AUD/JPY market takes positive values when the risk measured by conditional
variance increases. The estimated positive coefficient of the time-varying risk
premium implies that when there is a mount in risk, the appreciation of lower-
yielding Japanese yen increases. The Japanese yen is an example of funding currency
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in the well-known currency strategies carry trade and tends to appreciate during
high-volatility periods.

Moreover, the study shows that that the VIX Index has a positive and
significant impact on the conditional variance of USD/PLN and AUD/JPY. It means
that when the stock market uncertainty rises the volatility in the analysed foreign
exchange markets increases. The results suggest that there exist non-zero risk
premium in the foreign exchange market, and it might contribute to the existence of
UIP failure.
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Abstract: The purpose of the paper is to study the genesis of SARS-CoV-2
infections in poviats in Malopolskie voivodeship from June 29 2020 till
September 7 2020. At the beginning of September Matopolskie voivodeship
was characterized by one of the highest numbers of confirmed cases of Covid-
19 in Poland. It is a region of diversified structure. That fact can be reflected
by the results of the study. The paper aims to verify whether the structure of
infections is diversified in the region and to analyze the changes of these patters
in the studied period.

Keywords: SARS-CoV-2, Covid-19, hierarchical clustering, Ward’s method
JEL classification: C38, 110

INTRODUCTION

Coronavirus SARS-CoV-2 pandemic began at the end of 2019 in China. First
cases were reported in the city Wuhan, capital of the Hubei province. In 2020 the
virus spread throughout the globe, hitting Europe at first, then Americas. In Poland
the first case of Covid-19 (disease caused by SARS-CoV-2 coronavirus) was
reported on 4 of March in Lubuskie voivodship. In the paper we focus on
Matopolskie voivodship where according to official statistics the disease reached on
9 of March. There are several reasons behind our decision. Firstly, at the time of
preparing this study Matopolskie voivodeship was characterized by one of the
highest numbers of confirmed cases of Covid-19 in Poland. Secondly, it is a region
of diversified structure. It consists 22 poviats of different characteristics, including
urban, urban-rural and rural communes and there is a question whether this structure

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.2.8
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would be reflected by the results of the study. For example we may assume that in
the poviats characterized by higher population density we may come across more
cases. We aim to verify whether the structure of infections is diversified in the region
and to analyze the changes of these patterns in the studied period.

The paper is organized as follows: in the first part we describe the evolution
of SARS-CoV-2 pandemic in Matopolskie voivodship. Second part describes the
methodology, while the third is dedicated to the presentation and discussion of the
results. The paper ends with conclusions.

SARS-COV-2 IN MALOPOLSKIE VOIVODSHIP

Poviats of Malopolska are diversified not only in terms of socio-economic
conditions but also in terms of the number of cases and the structure of their sources.

First case of covid-19 in Matopolskie voivodship was reported on 09.03.2020,
shortly after the virus reached Poland. In the study we focus on the cumulated (from
March 9th) shares of infections from given sources.

As shown in Figure 1, in the analysed period we may notice that the infections
after the contact and subsequent quarantine dominated. It is important to mention
that the shares of people ill after the quarantine after returning from abroad were
falling down despite the holiday season. This trend is very likely a result of changes
in tourist traffic caused by restrictions. The initial high share of infections from this
group results from numerous quarantines of people returning from abroad at
beginning of the pandemic. The share of people infected in hospitals and clinics was
decreasing as well. That can be related to developing effective procedures by both
medical personnel and patients. The share of other sources of infection was
increasing which may result from the summer season and family meetings, etc.
Despite the described tendencies, the median ranks calculated for the sources of
infections show that during the whole analysed period 3 sources dominated:
Quarantine after contact, Infection in hospitals or clinics and Other.

Figure 1. Shares of sources of Covid-19 cases in Matopolskie voivodeship
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Source: authors’ own work based on provincial sanitary and epidemiological station
(Wojewodzka Stacja Sanitarno-Epidemiologiczna — WSSE) in Krakow data
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METHODOLOGY

Time period

The study covers period 29.06.2020-07.09.2020. This period was chosen as a
consequence of data availability. Data on the number of cases by different source of
contagion are publicly available for Matopolskie voivodeship since 26 of June 2020.
We don’t use data from September due to the fact that the situation might have
changed with the beginning of the school year. Because of the long incubation
period, the effect of opening of schools might not yet be seen on 07.09.2020.

Variables

Following variables were selected as the socio-economic characteristics of the
poviats: number of hospital beds, doctors and nurses (midwives included; working
personnel) per 10,000 population, gross remuneration, population density,
unemployment rate, healthcare expenditures from regional budget (1,000 PLN per
10,000 population — sphere 851), share of population over 60 years old, number of
stationary social care facilities per 10,000 population, number of nursing homes per
10,000 population, inhabitants of stationary social care facilities per 10,000
population, large enterprises (over 1000 employees) per 10,000 population.

We include healthcare related variables in order to represent possible places
of infection (as one of the sources is infection in hospitals or clinics) and, at the same
time, treatment opportunities for other disease which affects the populations’ health
condition. We assume that high population density facilitates the transmission of the
virus and in consequence the number of cases. Situation on the labor market may be
also of importance as high labor market participation goes in relation with more
contacts and moving within or outside cities. Large share of older population may
also contribute towards more cases. Older people have usually other health problems
which may burden their bodies and immune systems making it easier not only to
catch the virus, but also to develop the symptoms which increases the probability of
being tested and confirming the disease (compare [loannidis et. al 2020]). It is related
to the number of nursing homes and other care and treatment facilities. The residents
of such places are often older, ill and grouped together which makes it easier to
spread the virus. What is important the staff is often employed in several facilities at
the same time (including clinics and hospitals), which also facilitates the spread in
case of even a single outbreak.

Data sources

We use two main data sources. Data on the number of cases and sources of
infections come from provincial sanitary and epidemiological station (Wojewodzka
Stacja Sanitarno-Epidemiologiczna — WSSE) in Krakow, available on
[https://wsse.krakow.pl/page/]. Data we use has weekly intervals, i.e. the
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observations from following days were taken into account: 29.06, 06.07, 13.07,
20.07,27.07, 03.08, 10.08, 17.08, 24.08, 31.08 and 07.09.

Until the end of August the following groups of infection sources were
reported: Quarantine after returning from abroad, Quarantine after contact,
Infection in hospitals or clinics, Infection in a nursing home (DPS — Dom Pomocy
Spotecznej), Infection in a care and treatment facility (ZOL — Zaktad Opiekunczo-
Leczniczy), Other. Since September the group Other has been presented in more
detailed form and the sources of contagion previously grouped under this label have
been divided into: Workplace, School, University (and dormitory), Wedding,
Pubs/cafes/restaurants/clubs, Other. In the study for 07.09.2020 we still use the 7
abovementioned sources aggregated into a group named Other in order to be
consistent with the previous months.

Data on socio-economic variables come from Local Data Bank of Statistics
Poland (Bank Danych Lokalnych Gtéwnego Urzgdu Statystycznego - BDL GUS)
[bdl.stat.gov.pl]. We used the most current data, i.e. those for 2019. Only in case of
the hospital beds data for 2018 were used.

Method

Before the clustering the data on sources of Covid-19 cases in poviats of
Matopolskie voivodship were standardized according to the formula:

x;—min(x;
7, = —K-minG)

(M

max(x;)—min(x;)’

where x; denotes the value of variable x for i-th poviat.

In the next step poviats were clustered based on the similarities in the sources
of infections using the Ward’s method (Ward 1963). Assuming maximum number
of clusters equal to 10, optimal number of clusters was identified based on Dunn
index [Dunn 1974]. The calculations were done using R Software [R Core Team
2020], packages NbClust [Charrad et al. 2014] and cluster [Maechler et al. 2019].

RESULTS

Identified clusters — Covid-19 characteristics

Ward’s method with Dunn index resulted in identification of 6 clusters. First
cluster consisted of poviats: bochenski and tarnowski. Second cluster included only
one poviat: brzeski, while third one was the largest and included poviats:
chrzanowski, miechowski, suski, myslenicki, o§wiecimski, nowotarski, krakowski,
Krakow, gorlicki, tatrzanski, limanowski and wadowicki. Dgbrowski, nowosadecki,
wielicki and Nowy Sacz made up the fourth group. Fifth cluster was made of poviats:
oluski and proszowicki, while Tarnow was identified as a separate cluster.

The share of infections from the group: quarantine after returning from
abroad, was high in Tarnow (6th cluster), in 5th group (olkuski and proszowiski) it
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was relatively high since the beginning of August (at first in one poviat, on 7% of
September in both — Figure 2).

Figure 2. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases, source:
quarantine after returning from abroad
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Source: authors” own work based on provincial sanitary and epidemiological station
(Wojewddzka Stacja Sanitarno-Epidemiologiczna — WSSE) in Krakéw data

The share of infections from the group: quarantine affer contact with a Covid-
19 case (Figure 3) was lowest in groups 2 (brzeski) and fifth (olkuski and
proszowicki). It was relatively highest in 4™ cluster, made up of dgbrowski,
nowosadecki, wielicki and Nowy Sacz. In clusters 1 and 3 these shares were on a
medium level.

As shown in Figure 4, the share of infections in hospitals or clinics was highest
in 2" cluster (brzeski) and relatively high in the fifth one (oluski and proszowicki).

Infections in nursing homes were reported rarely, at first only in poviats from
the first group (bochenski and tarnowski — Figure 5), since the end of July also in the
fifth group (proszowicki poviat). In September also three poviats from the fourth
cluster (wadowicki, Nowy Sacz and nowosadecki) reported such cases.

As shown if Figure 6, infections in a care and treatment facility (ZOL — Zaktad
Opiekunczo-Leczniczy) were reported only in second cluster which consists only of
poviat brzeski.

Throughout the period relatively highest share of infections coming from other
sources (Figure 7) was reported in fifth group (olkuski and proszowiski) and the
lowest — in fourth group (till September). This source was of growing relative
importance in all the groups, while in groups 2 (brzeski) and sixth (Tarnéw) this
tendency was most visible. In the third group, the largest one, the share was also
relatively high as compared with other clusters.
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Figure 3. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases, source:
quarantine after contact with a Covid-19 case
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Source: authors” own work based on provincial sanitary and epidemiological station
(Wojewoddzka Stacja Sanitarno-Epidemiologiczna — WSSE) in Krakéw data

Figure 4. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases, source:
hospitals or clinics
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Figure 5. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases, source:

nursing homes (DPS)
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Source: authors” own work based on provincial sanitary and epidemiological station
(Wojewoddzka Stacja Sanitarno-Epidemiologiczna — WSSE) in Krakéw data

Figure 6. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases, source:
care and treatment facilities (ZOL)
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Figure 7. Comparison of groups of poviats with respect to shares of Covid-19 cases,
source: other
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Identified clusters — socio-economic characteristics

Socio-economic differences between poviats of Malopolskie voivodship are
a background of Covid-19 pandemic and our analysis. In this part of the paper we
present the differences and similarities between cluster identified in the previous step
in terms of their socio-economic characteristics (Figure 8). As for the number of beds
per 10,000 population clear differences may be seen. Values of this variable are
relatively low in case of groups 1, 2 and most of the poviats classified into 4™ cluster
(all except for Nowy Sacz). Relatively (medium-) high values may be noticed in
poviats olkuski and proszowicki (fifth group) and high in Tarnéw (sixth cluster). In
case of the unemployment rate, the differences are not so clear. With few exceptions
most of the poviats are characterized by medium levels that are not differentiated
clearly between clusters. Clusters are more differentiated in terms of gross
remuneration. Relatively low values may be noticed in first two clusters and in 3 out
of 4 poviats classified into the fourth one. In case of proszowicki and olkuski poviats
(i.e. fifth group), values were on a relatively (medium-)high level. Similar statement
can be made in case of Tarnoéw (sixth group). The spread in the third group is the
highest which results from high values in krakowski and Krakow. Taking into
account the number of stationary social care facilities it can be noticed that the only
group which may be clearly different from the others is the sixth one, but it is made
up of only one poviat. Low values of this ratio may be found in bochenski, but this
poviat was classified together with tarnowski, characterized by medium values.
Similarly with DPSs. Most poviats was characterized by similar values. As for the
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inhabitants of these facilities, the situation is more clear. High values can be found
(apart from sixth group — Tarnéw) in the fifth cluster i.e. poviats olkuski and
proszowicki. Healthcare expenditures are low in groups 1-2 and high in 6th, while
share of population over 60 is relatively low in groups 1-2 and high in 5-6.

Figure 8. Comparison of groups of poviats with respect socio-economic characteristics
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CONCLUSIONS

Social and economic environment is diverse in the Matopolskie Voivodeship.
Despite the differences it is possible to find cluster characterized by similar structure
of the sources of infection in summer 2020.

First cluster can be described by relatively low shares of infections after
quarantine after returning from abroad. Apart from the fact that infections in nursing
homes were reported rarely, they were reported by both poviats from this group.
Second cluster consists only of one poviat, and therefore it’s characteristics are more
clear. Poviat Brzeski is characterized by the lowest share of cases from the group:
quarantine after contact with a Covid-19 case. On the other hand the share of
infections in hospitals or clinics was highest. It was also the only poviat which
reported infections in a care and treatment facility (ZOL — Zaktad Opiekunczo-
Leczniczy). The share of infections coming from other sources was of clearly
growing relative importance. Third cluster is the largest one and the poviats assigned
to it are differentiated. However we may conclude, that in this group the share of
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cases from the last group: other was relatively high as compared with other clusters.
The fourth group was characterized by the relatively high share of infections from
the group: quarantine after contact with a Covid-19 case. In September also three
poviats from the fourth cluster (wadowicki, Nowy Sacz and nowosadecki) reported
cases of infections in nursing homes. Till September relatively lowest share
of infections coming from other sources was reported in fourth group. In the fifth
cluster the share of infections from the quarantine afier returning from abroad, was
relatively high since the beginning of August. The share of infections in hospitals or
clinics was also relatively high. This group is also characterized by the highest share
of infections coming from other sources throughout the period. In case of the sixth
cluster, the share of infections from the quarantine after returning from abroad, was
high. The growing importance of other sources of infections was clearly visible.

Finally, it is worth emphasizing that the division into groups is diverse. On the
one hand, there is a fourth group with 12 poviats, and on the other hand, there are
two groups with one poviat. However, sometimes the similarities between the groups
are greater than in one group of several poviats.

There is no linkage between Covid-19 and socio-economic characteristics for
the created clusters.

Current study has some limitations. Firstly socioeconomic data come from
2019. Secondly, in August 2019 additional restrictions were introduced in some of
the Matopolska poviats. Limited volume of the paper does not allow us to include
those in the study, however, due to the weekly data intervals, we believe, that some
of that impact is included, even if it is not directly addressed.

REFERENCES

Charrad M., Ghazzali N., Boiteau V., Niknafs A. (2014) NbClust: An R Package for
Determining the Relevant Number of Clusters in a Data Set. Journal of Statistical
Software, 61(6), 1-36. URL: http://www jstatsoft.org/v61/i06/

Dunn J. (1974) Well Separated Clusters and Optimal Fuzzy Partitions. Journal Cybernetics,
4(1), 95-104.

Ioannidis J., Axfors C., Contopoulos-loannidis D. G. (2020) Population-level COVID-19
Mortality Risk for Non-elderly Individuals overall and for Non-elderly Individuals
without Underlying Diseases in Pandemic Epicenters. Environmental Research, 188,
109890. https://doi.org/10.1016/j.envres.2020.109890

Maechler M., Rousseeuw P., Struyf A., Hubert M., Hornik K. (2019) cluster: Cluster
Analysis Basics and Extensions. R package version 2.1.0.

R Core Team (2020) R: A Language and Environment for Statistical Computing.
R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria. URL: https://www.R-
project.org/

Ward J. H. (1963) Hierarchical Grouping to Optimize an Objective Function, Journal of the
American Statistical Association, 58, 236-244.

https://wsse.krakow.pl/page/ (in Polish).

https://bdl.stat.gov.pl/BDL/start



METODY ILOSCIOWE W BADANIACH EKONOMICZNYCH Received: 14.10.2020
Tom XXI/2, 2020, s. 90 — 101 Accepted: 20.11.2020

WPLYW ASYMETRII ROZKEADU NA DOBOR
BOOTSTRAPOWEGO ESTYMATORA KWARTYLI

Joanna Kisielinska ) https:/orcid.org/0000-0003-3289-1525
Instytut Ekonomii i Finansow
Szkota Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie
e-mail: joanna_kisielinska@sggw.edu.pl

Streszczenie: Badania dotycza estymacji kwartyli (pierwszego, drugiego
itrzeciego) w sytuacji gdy brak jest informacji o rozkladzie, z ktorego
wylosowana zostata proba, zas iloczyn np ma warto$¢ catkowitg (gdzie n jest
liczebnoscia proby, a p rzgdem kwantyla). Jesli np nie jest catkowite jako
estymator kwantyla rzedu p wybierana jest zwykle statystyka pozycyjna rzedu
[np]+1. Jesli np nie jest calkowite rozwiazan jest znacznie wigcej. W niniejszej
pracy poréwnane zostaly dwa doktadne bootstrapowe estymatory kwartyli w
postaci pojedynczych statystyk pozycyjnych rzedu np i np +1. Do oceny
wykorzystane zostaly obcigzenie i wariancja estymatora oraz szeroko$¢
przedzialow ufnosci i1 zliczeniowy poziom ufnosci. Przedzialy ufnosci
wyznaczone zostaty doktadna metoda percentyli. Proby losowano z rozktadow
0 asymetrii prawo i lewostronnej oraz symetrycznych, co umozliwito wybor
estymatora najbardziej odpowiedniego w danej sytuacji.

Stowa Kkluczowe: estymacja kwantyli, estymator bootstrapowy, doktadna
metoda bootstrapowa, doktadna metoda percentyli

JEL classification: C13, C14

WSTEP

Dana jest zmienna losowa X o dystrybuancie F'1 funkcji gestosci /. Kwantylem
rzgdu p (lub p-kwantylem) rozktadu zmiennej X nazywamy &, , takie ze:

S, =inf{x: F(x) > p}. (1)

Bahadur [1966] pokazat, ze do estymacji kwantyli mogg by¢ wykorzystywane
kwantyle z proby:

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.2.9
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Son = inf{x: F,(x)> p}. )

gdzie F, jest dystrybuantg empiryczna, a n liczebno$cig proby.

Kwantyle probkowe przedstawiane sa (a nawet utozsamiane [Pekasiewicz
2015, 14]) ze statystykami pozycyjnymi. Statystyka pozycyjna rzedu j, n
elementowej proby (X,;), nazywamy najmniejszy j-ty element proby. Funkcja
gestosci tej statystyki (gdy X jest zmienng ciagla) dana jest wzorem (np. Evans,
Leemis, Drew [2006, 20]):

! , .
fr, (@)= N F VT M- F () (3)
' (J=Din= !
Ze wzoru tego nie mozna skorzystac, jesli nie jest znany rozktad, z ktérego pobrano
probe. Mozna natomiast zastosowac¢ metode bootstrapowa.

Jesli do estymacji kwantyli wykorzystywane sg statystyki pozycyjne, pojawia
si¢ pytanie o warto$¢ j — czyli o rzad statystyk jaki nalezy wybra¢. W przypadku,
gdy np nie jest calkowite wybor jest jednoznaczny - zwykle przyjmowane jest j =
[#p]+1. Dla catkowitego np natomiast mozliwosci jest wiele. Ogolny zapis podaja
Hyndman i Fan [1996, 361]:

Py

gpn = (1_ 7)Xn] + 7Xn,j+1 > “4)

gdzie ]_mSp<]_
n

1 . . oL .
Jomrl dlameR 10 <y<1.Parametr yjest funkcja jig, gdzie
n

J=pntm]ag=pn +m—j.

W niniejszej pracy rozwazania ograniczone zostang do estymatorow kwantyli
w postaci pojedynczych statystyk pozycyjnych.

Badania przedstawione w artykule dotycza estymacji kwartyli (pierwszego,
drugiego i trzeciego) w sytuacji, gdy brak jest informacji o rozktadzie, z ktérego
wylosowana zostata proba, za$ iloczyn np ma warto$¢ catkowitg. Celem ich jest
porownanie dwoch estymatoréw kwantyli w postaci statystyk pozycyjnych rzedu np
i np + 1 dla r6znych rodzajow asymetrii rozktadéw, z ktorych losowana jest proba.
Estymatory poréwnywane beda na podstawie warto$ci obcigzenia i wariancji
estymatora oraz szerokos$ci przedzialow ufnosci i zliczeniowego poziomu ufnosci.

Jako metode estymacji wybrano metode bootstrapowa w wersji doktadne;j,
ktorej zastosowanie w przypadku kwantyli jest prostsze, niz w wersji klasycznej.
Badania symulacyjne prowadzono metoda Monte Carlo. Obliczenia wykonane
zostalty w Excelu z wykorzystaniem jezyka VBA for Application.

METODA BADAWCZA

Zakladamy, ze dana jest proba pierwotna (xi,...,x,) wylosowana z nieznanego
rozktadu F. Z proby tej losowanych jest ze zwracaniem B prob zwanych wtornymi,
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ktore oznaczone sg przez (XT o X ) Zmienne X, maja jednakowy rozktad -

rozktad empiryczny. Efron [1979] przyjmowal, Zze wylosowanie kazdego elementu
proby pierwotnej jest jednakowe i rowne 1/n. Jednak, ze wzgledu na skonczong
doktadno$¢ pomiaréw, w probie losowej elementy mogg si¢ powtarza¢ mimo, ze X
jest zmienng ciaglag. W takim przypadku rozktad empiryczny dany jest
prawdopodobienstwami p; wylosowania x;, dla i=1,...,k., gdzie k jest liczba roznych
elementow proby. Suma wszystkich prawdopodobienstw p; musi by¢ rowna 1.

Na podstawie kazdej wylosowanej proby wtoérnej wyznaczana jest warto$¢
estymatora. W ten sposéb otrzymywane jest B jego realizacji. Realizacje te okreslaja
bootstrapowy rozktad estymatora.

Liczba wszystkich mozliwych do wylosowania prob wtérnych N jest rowna
liczbie wariancji z powtorzeniami, czyli n”, przy czym liczba préb roéznych jest

mniejsza 1 wynosi [
n

J. Kazda unikalna proba wtorna moze by¢ nastgpnie
permutowana, ale jedynie na pozycjach o nie powtarzajacych si¢ elementach.
Metoda wykorzystujagca wszystkie proby wtorne zwana jest w literaturze doktadng
metoda bootstrapowa (exact bootstrap method). Na mozliwo$¢ jej stosowania
zwrécili uwage Fisher 1 Hall [1991], a algorytm pozwalajacy na jej uzycie
przedstawiony zostal migdzy innym w pracy Kisielinska [2014].

W przypadku, gdy estymatorem jest pojedyncza statystyka pozycyjna
zastosowanie metody dokladnej jest prostsze niz klasycznej (z losowaniem),
poniewaz znany jest rozktad dowolnej statystyki pozycyjnej okreslony na podstawie
wszystkich prob wtornych.

Bootstrapowy rozklad j-tej statystyki pozycyjnej dany jest formuta [Evans i
in. 2006, 23] (przypadek losowania ze zwracaniem z populacji o rozktadzie
dyskretnym):
dlal=1

¥ [j[f (el I5, ()

w=0\ W

dlal=23,....k—-1

ek ;o[_ e W][Fn P L7 G =TS, ) 5)
dlal=k
et

edzie: f,(x)=P(x7 =x), F,(x)=P(X] <x), S,(x)= P(X] >x).

1
Realizacjami estymatora w postaci pojedynczej statystyki pozycyjnej moga
by¢ jedynie elementy proby pierwotnej. Ponadto prawdopodobienstwa okreslone
wzorem (5), w przypadku, gdy w probie nie byto powtorzen, maja bardzo przydatng
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wlasno$¢ — zalezg jedynie od wielko$ci préby, a nie od jej elementoéw. Pozwala to
na stworzenie gotowych tablic dla préb nawet bardzo duzych. Majac obliczone
prawdopodobienstwa poszczegélnych realizacji bez trudu mozna wyznaczy¢
warto$¢ oczekiwang i wariancje estymatora':

% k *
E(an)=1§1xz'P(an :xz)’ (6)
oraz:
V(X:j)zi(xl_E(X:j)f'P(X:j :xl)- @)

To, ze prawdopodobienstwa (5) zaleza jedynie od n oznacza réwniez, ze z
gory wiadomo, ktore elementy proby pierwotnej stanowig granice przedzialow
ufnosci. Dla zadanego poziomu ufnos$ci 1-¢, lewa granice przedziatu stanowi xy,

takie  ze d=inf{m:ZP(X;=x,)2a/2}, prawa za§ x, takie Ze
1=1

m *
g:n—mzinf{m: 2 P(X, =xn_,)20{/2}.
1=0

Granice przedziatow ufnosci w przypadku estymatorow bootstrapowych
wyznacza si¢ metodg percentyli. W metodzie tej (opisanej np. w pracy Wilcox [2001,
88]), B wartosci estymatora wyznaczonych na podstawie B prob wtornych
porzadkujemy 1 wyznaczamy realizacje o numerach [0/2-B] oraz B-[o/2-B]+1.

Metode wyznaczania granic przedzialow ufnosci bazujaca na rozktadzie
doktadnego estymatora bootstrapowego (5) nazwa¢ mozna doktadng metoda
percentyli przez analogi¢ do dokladnej metody bootstrapowej (metoda ta
zastosowana do estymacji mediany zostala przedstawiona w pracy Kisielinska
[2016, 418]).

Poniewaz w przypadku bootstrapowych estymatoréw w postaci pojedynczych
statystyk pozycyjnych z gory wiadomo, ktore elementy proby stanowig granice
przedziatow ufnosci, metoda w wersji doktadnej jest wygodniejsza niz w wersji
klasycznej (nie wymaga sortowania).

Dodac jeszcze nalezy, ze jezeli w probie pierwotnej wystepuja powtorzenia
mozna rowniez bez problemu zastosowaé metode doktadng - wystarczy wowczas
prawdopodobienstwa dla powtarzajacych si¢ realizacji zsumowac.

! Znajomo$¢ rozktadu nie jest konieczna do wyznaczenia warto$ci oczekiwanej i wariancji.
Wzory pozwalajace miary te oliczy¢ dla dowolnego L-estymatora podaja Hudson i Ernst
[2000, 91].
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ORGANIZACJA BADAN

Do estymacji kwartyli — pierwszego p=0.25, drugiego p=0.5 (mediany) i
trzeciego p=0.75, zastosowano dwa rodzaje bootstrapowych estymatorow:

* *
Ey=X,,, oraz E; =X, .4. Estymatory te porownane zostaly ze wzgledu na

obcigzenie, wariancje¢ oraz szeroko$¢ przedziatdéw ufnosci i zliczeniowy poziom
ufnosci. Szacowanie tych miar przeprowadzono metoda symulacji Monte Carlo
(MC). W kazdym eksperymencie losowano po R prob losowych o zadanej
liczebnosci z populacji o wybranych rozktadach. Poniewaz w eksperymentach
symulacyjnych wiadomo z jakiego rozktadu losowana jest proba, bez trudu mozna
oszacowac obcigzenie estymatora. Oszacowanie obcigzenia i wariancji metodg MC
jest nastgpujace:

o 1 R *
bias ¢ :EZ_%EF(an)_CJZp
~ 1R p " > (7)
Ve :E;V (X,U')
gdzie E"(X :j) jest wartos$cig oczekiwang estymatora uzyskang w r-tej replikacji, zag
V'(X,;) wariancja.

Podobnie szacowana jest $rednia szeroko$¢ przedzialow ufnosci:

‘?MC=%§("§‘?‘§), (3

r=

gdzie Xg 1 X u sa granicami przedziatu ufnosci uzyskanego w r-tej replikacji.

Zliczeniowy poziom ufnosci wyznaczany jest na postawie wszystkich R
replikacji jako:
#{lxg,xg1: 8, € [xgx 1}

Pr = R . 9

W eksperymentach symulacyjnych przedstawionych w niniejszym artykule,
losowano po R=2000 préb o liczebnosciach od 20 do 60 ze wzrostem po 4 elementy.
Liczebnosci dobrano tak, aby spetlniony byt warunek catkowitej wartosci np dla
wszystkich kwartyli.

Generatory liczb pseudolosowych zwracaja liczby losowe ¢ z przedziatu
[0,1], ktore byty traktowane jako dystrybuanta. Wowczas i-ty element proby mozna
wyznaczy¢ jako x= F'(¢). Dla zapewnienia porownywalno$ci wynikow przyjeto
jednakowe warto$ci dystrybuant dla obydwu estymatoréw i1 wszystkich rozktadow,
co uniezaleznia wyniki obliczen dla poszczegodlnych przypadkow od jakosci
generatora.
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Proby losowano z sze$ciu rozkltadéw: dwoch o asymetrii prawostronne;:
(LogNorm(1,0.75) i Gamma(2,2)), dwoch o asymetrii  lewostronnej
(-LogNorm(1,0.6)+5 i Gamma(1.25,2.5)+5) oraz dwoch symetrycznych (N(3,0.5)
1N(3,2)).

WYNIKI BADAN

W celu oszacowania miar (7) 1 (8) wyznaczono rozktady estymatorow E1 i E2
dla p=0,25, p=0,51 p=0,75 1 wybranych liczebnosci préb. W celu ilustracji
wlasciwosci rozktadéw tych estymatoréw sporzadzono tabele 11 2.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa poszczegodlnych realizacji estymatoréow E1 i E2 dla przy-
padkup=0,25in=20

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
El 0,0026 | 0,0406 | 0,1270 | 0,2002 | 0,2148| 0,1773 | 0,1193 | 0,0672 | 0,0321 | 0,0130

E2 0,0003 | 0,0109| 0,0561| 0,1285| 0,1870| 0,2008 | 0,1710 | 0,1198| 0,0703 | 0,0346

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
E1 | 44E-03 | 1,2E-03 | 2,7E-04 | 4,4E-05 | 5,2E-06 | 3,7E-07 | 1,4E-08 | 1,7E-10 | 3,3E-13 | 6,1E-18

E2 | 1,4E-02 | 4,8E-03 | 1,3E-03 | 2,7E-04 | 3,9E-05 | 3,6E-06 | 1,8E-07 | 3,2E-09 | 9,5E-12 | 3,7E-16

Uwagi: i oznacza numer okreslajacy element uporzadkowanej proby pierwotnej

Zrbdlo: opracowanie wlasne

Tabela 2. Numery elementow proby pierwotnej stanowigce granice przedzialow w ufnosci
dla 1-a= 0,95, wyznaczone doktadng metoda percentyli

p=025 p=05 p=075

n El E2 El E2 El E2
xd| xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg | xd | xg
20 1 10 2 11 5 15 6| 16| 10| 19| 11| 20
24 2 12 3 13 6| 18 71 19| 12| 22| 13| 23
28 2 13 3 14 8| 20 91 21 151 26| 16| 27
32 3| 14 41 15( 10| 22| 11| 23| 18| 29| 19| 30
36 41 16 50 17| 11| 25| 12| 26| 20| 32| 21| 33
40 51 17 50 18| 13| 27| 14| 28| 23| 36| 24| 36
44 501 18 6| 19| 15| 29| 16| 30| 26| 39| 27| 40
48 6| 19 71 21| 16| 32| 17| 33| 28| 42| 30| 43
52 7| 21 8| 22| 18| 34| 19| 35| 31| 45| 32| 46
56 8| 22 8| 23| 20| 36| 21| 37| 34| 49| 35| 49
60 8| 23 9| 24| 22| 38| 23| 39| 37| 52| 38| 53

Uwagi: Podane w tabeli wartos$ci to kolejne element uporzadkowanej proby pierwotnej sta-
nowiace granice przedziatdéw ufnosci

Zrodlo: opracowanie wlasne
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W tabeli 1 przedstawiono prawdopodobienstwa poszczegolnych realizacji
obydwu bootstrapowych estymatorow kwartyla pierwszego (ktorymi sg kolejne
elementy uporzadkowanej proby pierwotnej) dla prob o liczebnosci n = 20.
Przypomnie¢ nalezy, ze wartosci te sa jednakowe dla wszystkich dwudziesto-
elementowych prob i nie zaleza od tego, z ktérego rozktadu proba zostata
wylosowana. Rozklad ten ma jedynie wptyw na warto$ci poszczegdlnych realizacji
— czyli elementy proby pierwotnej. Dzigki tym wlasno$ciom z gory wiadomo, ktore
elementy proby pierwotnej sg granicami przedziatow ufnosci. Numery te dla dwoch
estymatorow kwartyli przedstawiono w tabeli 2 dla n od 20 do 60 z przyrostem po 4
elementy. Wyniki te potwierdzaja stwierdzenie, ze w przypadku estymacji kwantyli,
doktadna metoda percentyli jest znacznie prostsza do zastosowania niz klasyczna (z
losowaniem prob). Dodatkowo jest z pewnos$cig doktadniejsza — analizy prowadzone
na catej populacji préb wtornych sa pewniejsze niz prowadzone jedynie na
wylosowanej z niej probie, nawet badzo liczne;j.

Oszacowane obcigzenie estymatora E1 zastosowanego do estymacji trzech
kwartyli bylo w przypadku wszystkich rozktadéw i niemal wszystkich liczebnosci
prob ujemne, za$ estymatora E2 dodatnie, czego nalezato si¢ spodziewac.

W tabeli 3 przedstawiono porownanie oszacowanych miar, uzyskanych
bootstrapowymi estymatorami kwartyli - E1 i E2 oraz wybranych sze$ciu rozktadow.
Przedzialy szacowano przyjmujac dla wszystkich kwartyli poziom ufno$ci rowny
0.95.

Na przewage jednego estymatora nad drugim wskazuje nizsze co do wartosci
bezwzglednej oszacowane obcigzenie, mniejsza oszacowana wariancja i wezsze
oszacowane przedziaty ufnosci. W przypadku zliczeniowego przedzialu ufnosci
przyjeto, ze korzystniejsza jest wyzsza jego warto$¢, cho¢ nie jest to do konca
stwierdzenie poprawne. Idealna sytuacja ma miejsce gdy zliczeniowy poziom
ufnosci jest rowny zalozonemu. Ze wzgledu na dyskretny charakter rozktadow
estymatorow  bootstrapowych przeciwdziedzina dystrybuanty nie zawiera
wszystkich warto$ci z przedzialu [0,1]. Dlatego wyznaczone przedziaty sg zwykle
nieco szersze niz wynikaloby to z przyjetego poziomu ufnosci, czego konsekwencja
moze by¢ zawyzony zliczeniowy poziom ufnosci.

Dla wszystkich kwartyli, ze wzglgdu na wartos¢ bezwzgledna obciazenia oraz
wariancje w przypadku prob z rozktadow o asymetrii prawostronnej, przewage ma
estymator E1 (wyjatek stanowi obcigzenie estymatora kwartyla trzeciego dla dwoch
liczebnosci prob). W przypadku prob z rozktadow o asymetrii lewostronnej
zdecydowana przewage wykazywat (bez wyjatkow) estymator E2. Jesli proby
losowano z rozktadow symetrycznych wariancje mial zwykle mniejsza estymator
E2, za§ warto$¢ bezwzgledna obcigzenia dla kwartyli pierwszego i drugiego zwykle
estymator E1, a dla trzeciego E2. Dla przpadku rozktadéw symetrycznych uznac
mozna, ze sg obydwa estymatory niemal rownowazne.
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Jesli chodzi o szeroko$¢ oszacowanych przedziatow ufnosci to oceny sa
podobne do tych sformutowanych dla wariancji (cho¢ wystepuja nieliczne wyjatki
dla niektorych liczebnosci prob).

W przypadku zliczeniowego poziomu ufnosci, dla rozktadéw asymetrycznych
oceny sa przeciwne niz dokonane na podstawie szerokosci przedziatow ufnosci. Dla
rozktadow symetrycznych i kwartyla pierwszego oraz drugiego przewage wykazuje
estymator E2 zaro6wno ze wzgledu na szeroko$¢ przedziatow jak i zliczeniowy
poziom ufnosci. W przypadku rozktadow symetrycznych i kwartyla trzeciego
wezsze przedzialy pozwala budowac¢ zwykle estymator El, czemu jednak
towarzyszy nizszy zliczeniowy poziom ufnosci.

Tabela 3. Poréwnanie estymatoréw E1 i E2 zastosowanych do estymacji kwartyli, ze
wzgledu na obcigzenie, wariancje, szerokos$¢ przedzialow ufnosci oraz zlicze-
niowy poziom ufnosci

pm02s | TS| an | e | asasys | NGOD | NGD)
obciazenie El El E2 E2 E1/E2 E1/E2
wariancja El El E2 E2 E2 E2
szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1
zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E1/E2 E1/E2 E2/E1 E2/E1

p=os | 005 | Can | bers | aosases | NGoS | NG
obciazenie El El E2 E2 E1/E2 E1/E2
wariancja El El E2 E2 E2/E1 E2/E1
szer. przedz. ufn. El El E2 E2 E2/E1 E2/E1
zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1

pors | e | e [ [ osmmns | vens [ e
obciazenie El E1/E2 E2 E2 E2/E1 E2/E1
wariancja El El E2 E2 El El
szer. przedz. ufn. E1/E2 E1/E2 E1/E2 E2 E1/E2 E1/E2
zlicz. poziom ufn. E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1 E2/E1

Uwagi: Zapis E1 lub E2 oznacza, Ze miara dla danego estymatora dla wszystkich liczebno-
$ci miata warto$¢ korzystniejsza. Zapis E1/E2 oznacza, ze miara ta dla wigkszej liczby
przypadkow byta korzystniejsza dla estymatora E1 niz E2, zapis E2/E1 odwrotnie.

Zrbdlo: opracowanie wlasne
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Jak wspomniano wczes$niej, eksperymenty symulacyjne prowadzono dla
roznych liczebnosci prob. Wzrostowi liczebno$ci proby towarzyszy zwykle
zmniejszanie si¢ oszacowanych miar: obcigzenia, wariancji oraz szerokosci
przedziatow ufnosci. Na rysunku 1 przedstawiono przyktadowy wpltyw zmian
liczebnos$ci proby na szeroko$¢ 0.95 przedziatow utnosci dla kwartyla pierwszego,
oszacowanych za pomocg estymatora E1 dla dwoch rozktadéw —jednego o asymetrii
prawostronnej i drugiego o asymetrii lewostronnej. Dla pozostalych estymatorow,
rozktadow 1 kwartyli wykresy byly bardzo podobne. Podkresli¢ nalezy, ze w
niektorych przypadkach wzrostowi liczebno$ci proby o 4 moze towarzyszy¢ wzrost
wykorzystanych w badaniach miar, co wynika z jako$ci uzytego generatora liczb
pseudolosowych. Jeszcze silniejszy jest wplyw jakos$ci generatora na zliczeniowy
poziom ufnos$ci. Przy zmianach liczebnosci prob wystepuja bardzo silne fluktuacje
tej miary, co pokazano na rysunku 2. Aby sprawdzi¢, czy zwigkszenie liczby
losowanych prob zmniejszy obserwowane fluktuacje, kilkakrotnie losowano po 4
000, 8 000 i 16 000 préb. Okazato sig, ze rdznice w oszacowanych warto$ciach
zliczeniowego poziomu ufnos$ci w poszczegdlnych eksperymentach byty duze. W
literaturze mozna znalez¢ przyktady poréwnan roznych generatorow liczb
pseudolosowych (np. [Sulewski 2019, Koziot i Zielinski]).

Rysunek 1. Wptyw zmian liczebno$ci proby na szerokos¢ 0,95 przedziatdéw ufnosci kwar-
tyla pierwszego wyznaczonych za pomocg estymatora E1

szerokosé prz. ufnosci- E1 p=0.25
7
6
5 \\
-
4 ~ ~ ~_
3 - g - = =
- o -y - -
2 —— -— e =
1 —
0 T T T T T T T T T 1
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== LogNorm(1,0.75) = = -LogNorm(1,0.6)+5

Zrbdlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 2. Wplyw zmian liczebno$ci proby na zliczeniowy poziom ufnos$ci 0,95 przedzia-
tow ufnosci kwartyla pierwszego, wyznaczonych za pomoca estymatora E1

zlicz. poziom ufnosci- E1 p=0.25

1,01

1,00 7 ~

I RN AN
0,98 / N Z N\
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20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60

LogNorm(1,0.75) = == -LogNorm(1,0.6)+5

Zrodlo: opracowanie wiasne
PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badania dotyczyly estymacji trzech kwartyli metoda
doktadnego bootstrapu dla przypadku, gdy iloczyn np jest catkowity. Pokazaty one,
ze w przypadku gdy proba losowana jest z rozktadu o asymetrii prawostronnej lepsze
rezultaty (ocena na podstawie obcigzenia, wariancji 1 szeroko$ci przedzialow
ufnosci) uzyskuje sie stosujac estymator El, czyli statystyke pozycyjna rzedu np.
Jesli proba pochodzi z rozkladu o asymetrii lewostronnej lepsze wyniki daje
zastosowanie estymatora E2, czyli statystyki pozycyjnej rzedu np+1, w przypadku
rozkladow symetrycznych estymatory sa niemal roéwnowazne. W literaturze
przedmiotu najczesciej wykorzystywany jest estymator E1, co mozna tlumaczy¢
faktem, Ze czgéciej rozwazane sa rozktady o asymetrii prawostronnej. Jednak
zastosowania praktyczne moga czesto dotyczy¢ cech o rozktadach z asymetrig
lewostronna, co stanowi potwierdzenie celowos$ci przeprowadzonych badan.

Metode bootstrapowa stosuje sie, jesli brak jest informacji o rozktadzie,
z ktorego wylosowano probe. Jednak z proby mozna obliczy¢ wspdtczynnik
asymetrii, co stanowi¢ moze wskazowke co do rodzaju asymetrii rozktadu.

W artykule pokazano, ze w przypadku estymacji kwantyli zastosowanie
doktadnej metody bootstrapowej oraz doktadnej metody percentyli jest znacznie
prostsze, niz uzycie metod tych w wersji klasycznej. Zwrdcono uwage na wpltyw
jakos$ci generatorow liczb pseudolosowych na wyniki estymacji. Wplyw ten jest
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szczegblnie wyrazny dla zliczeniowego poziomu istotno$ci. W przeprowadzonych
eksperymentach symulacyjnych metoda Monte Carlo, nawet jesli losowano wiele
prob, zliczeniowy poziom ufnosci znacznie rozni si¢ dla kazdego uruchomienia
procedury losowania prob. Miare to nalezy wigc traktowac jedynie orientacyjnie.
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THE INFLUENCE OF THE ASYMMETRY OF THE DISTRIBUTION
ON THE SELECTION THE BOOTSTRAP QUARTILE ESTIMATOR

Abstract: The research concerns the estimation of quartiles (first, second and
third) in a situation where there is no information about the distribution from
which the sample was drawn, and the product np is integer (where n is the
sample size and p is the quantile order). If np is not an integer the order statistic
of order [np] + 1 is chosen as the p-quantile estimator. If np is not integer, there
are many more solutions. In this paper, two exact bootstrap quartile estimators
in the form of single order statistics of np i np +1 order, were compared. The
estimator's bias and variance as well as the width of the confidence intervals
and the coverage probability were used for the assessment. Confidence
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intervals were determined with the exact percentile method. The samples were
drawn from the distributions with right and left asymmetry as well as
symmetrical, which made it posiible to select the most appropriate estimator in
a given situation.

Keywords: quartile estimation, bootstrap estimator, exact bootstrap method,
exact percentile method

JEL classification: C13, C14
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Streszczenie: Na calym $wiecie projekty dotyczace fuzji oraz przejec
instytucji o réznym charakterze dziatalnosci charakteryzuja si¢ duzym
stopniem skomplikowania 1 majg swoja specyfike zarzadzania. Sa to
przedsigwziecia, przy realizacji ktorych napotyka sie¢ liczne trudnosci oraz ich
wykonanie jest bardzo ztozone, gtownie ze wzgledu na ograniczenia czasowe
oraz liczbe zadan, ale takze relacje pomi¢dzy ludzmi. W niniejszej publikacji
zwrocono uwage na rozne aspekty zarzadzania projektami w podmiotach
sektora finansowego (banki oraz biura maklerskie) z udzialem firmy
Swiadczacej kompleksowe ustugi doradcze. Zasadniczym celem analizy bylo
poréwnanie trzech projektow zarzadzanych zgodnie z PMI z zakresu IT
zwigzanych z transformacja (potaczniem dwoch podmiotow) zrealizowanych
réznymi technikami w ostatnich 5 latach. W badaniu zroédto danych stanowita
specjalistyczna dokumentacja z poszczegdlnych projektdw oraz materiaty
stosowane w jednym z najwickszych przedsigbiorstw consultingowych,
atakze wiedza praktyczna i umiej¢tnosci specjalistow pracujacych w tej
firmie. Niezaleznie od przyjetej strategii migracji realizacja projektow
przebiegata bez wigckszych zaklocen, a zdefiniowane wczesniej cele zostaty
osiagnigcte.

Stowa kluczowe: zarzadzanie projektami, projekt, projekt IT, fuzja, migracja,
PMI, consulting, sektor finansowy, banki, biura maklerskie

JEL classification: G2, G3, 022
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WSTEP

Zmiany w systemach spotecznych, a takze gospodarczych towarzysza
ludziom od wiekow. Heraklit opisywal zmiany stwierdzeniem ,,nie mozna wej$¢ dwa
razy do tej samej rzeki”, natomiast Marek Aureliusz w Il w. n.e. twierdzit, Ze ,,zycie
to zmiana, a $wiat to wyobrazenie”. W XXI wieku zmiany nabraly szalenczego
tempa, a ponadto systemy otaczajace spoteczenstwo staly si¢ bardziej ztozone niz
dotychczas [Stawicki 2019].

Wiele przedsigbiorstw w czasach wspoétczesnych staje przed wyzwaniem
adaptacji do dynamicznie rozwijajacego si¢ otoczenia oraz jego mi¢dzynarodowego
ujednolicenia ich dzialalno$ci. Zwazywszy na systematycznie zmieniajace si¢
itrudne do przewidzenia warunki otaczajacego je S$wiata, przedsigbiorstwa
poszukuja stale sposobow, by spetniaé oczekiwania klientow jednoczesnie
dostosowujac swoje oferty do ich specyficznych wymagan, a takze by skutecznie
i wydajnie radzi¢ sobie z kolejnymi wyzwaniami rynkowymi [Walczak 2009].

Glownym motywem, jakim kierujg si¢ podmioty decydujace si¢
na przeprowadzenie konsolidacji jest fakt wskazujagcy na wzrost warto$ci tgczonej
instytucji, czyli osiagni¢cia wigkszych korzysci poprzez rozszerzenie zakresu swojej
dziatalnos$ci, a takze uzyskanie synergii kosztowej badz przychodowej [ Wieczorek
2018]. Kluczowe znaczenie dla odniesienia sukcesu w kontekscie przedsigwzigé
transformacyjnych jest profesjonalne zarzadzanie tym procesem na kazdym etapie
przeprowadzanej transakcji w zaleznosci od wybranej metody.

W dzisiejszym $wiecie istnieje mnostwo projektow, ktore charakteryzujg sie
kompleksowa transformacja przedsigbiorstw. Wspodtczesne zarzadzanie projektami
IT, jak i tymi zwigzanymi z zarzadzaniem zmiang wymagaja coraz wigkszego
wysitku intelektualnego, sg bardziej skomplikowane i niosg ze sobg wiele wyzwan
[Erdmanska 2015].

Specyficznymi projektami, jakie obecnie sa prowadzone na catym $wiecie sg
przejecia oraz fuzje roznych przedsigbiorstw i instytucji. Sg to przedsigwzigcia, przy
realizacji ktorych napotyka sie¢ liczne trudno$ci oraz ich wykonanie jest bardzo
ztozone, glownie ze wzgledu na ograniczenia czasowe oraz liczbe zadan, ktore
nalezy wykonac¢ w jego ramach, ale takze relacje pomiedzy ludzmi, biorac tez pod
uwage mozliwe wystgpienie réznic kulturowych w firmie [Machcinski 2017].

Skomplikowana natura przedsiewzig¢, jakimi sg wszelkiego rodzaju
transformacje s3 wyzwaniem (dla kazdego), na ktore sktada si¢ wiele roznych
czynnikéw, tj. czynnik ludzki [Erdmanska 2015], umiejetnos$¢ przekazania swojej
koncepcji zmiany przez kadre zarzadzajaca innym pracownikom w firmie
[Erdmanska 2015], czy czas trwania potrzebny na realizacje¢ danego przedsigwzigcia.

Niezaprzeczalnie, potgczenie dwoch organizacji zawsze stanowi olbrzymie
wyzwanie, lecz poprzez zarzadzanie i planowanie zakresu projektu oraz prac zespotu
projektowego, analize interesariuszy, okreslenie sposobu komunikowania migdzy
wszystkimi osobami zaangazowanymi do pracy, definiowanie na biezaco ryzyk, czy
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podjecie si¢ procesu usprawniajacego podejmowanie decyzji, problemy, z jakimi
bedzie zmagatl si¢ zarowno project manager, jak i pozostata cze$¢ zespotu beda
minimalizowane dzigki odpowiedniemu przygotowaniu do  wszelkich
nadzwyczajnych sytuacji [Machcinski 2017]. W celu wspomnianej minimalizacji
jakiegokolwiek ryzyka pojawiaja si¢ coraz nowe zagadnienia zwigzane
z zarzagdzaniem tego typu skomplikowanych przedsiewzig¢ i sa one stale
udoskonalane oraz dostosowywane do aktualnie panujacych warunkow
i zmieniajgcego si¢ §wiata.

PODEJSCIE DO ZARZADZANIA PROJEKTAMI

Projekty wybrane do analizy sg przedsigwzigciami bazujacymi
na metodologii PMI oraz wykorzystujagcymi certyfikowane metody stworzone
na potrzeby danego Przedsi¢biorstwa. Dwa opisywane w niniejszej pracy projekty
dotycza fuzji bankoéw, za$ Projekt3 dotyczyt potaczenia dwoch biur maklerskich
dziatajacych na rynku polskim.

W ramach strategii migracji tych trzech projektow zbadane zostaly dwa
gldwne podejscia:

e Wdrozenie typu ,,Big Bang” (wicksze ryzyko wizerunkowe, lepsze synergie
kosztowe)

e Wdrozenie sfazowane (mniejsze ryzyko, dlugi okres koegzystencji systemow).

Podejscie drugie, czyli sfazowane zostalo wykorzystane do realizacji Projektu3, za$

wdrozenie ,,Big Bang” wprowadzono do Projektul i Projektu2.

CHARAKATERYSTYKA PROJEKTU1

Projektl obejmowat nabycie wydzielonej dziatalnosci Bank2 wraz z Biurem
Maklerskim?2 przez Bank1. W zakres przejmowanych ustug wchodzity: bankowos¢
detaliczna oraz Private Banking, bankowos¢ biznesowa, sie¢ oddziatlow oraz dom
maklerski.

Przy realizacji Projektul Zatozono realizacj¢ prawnej (w tym rebranding),
biznesowej, operacyjnej (migracja danych i reintegracja systemow) fuzji w ciagu
jednego weekendu z 1l-miesiecznym okresem przygotowawczym migdzy
zawarciem umowy transakcyjnej a weekendem Go-Live.

Ramy prawne, ktdre zostaty ustanowione dla tego rodzaju transakcji sprawity,
ze migracja danych byta procesem typu ,,tylko do przodu” (forward only).
Zastosowany proces forward only spowodowal zwigkszenie idealnego
przygotowania, a takze wykonania procesu migracji danych z systeméw Banku2 do
Bankul oraz sprawnego wdrozenia wraz z funkcjonalnym zamykaniem luk
oraz wieloma wewnetrznymi projektami po stronie Bankul dotyczacymi
architektury.
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W ramach Projektul wyr6zniane byto 5 gldéwnych faz projektu migracji. Fazy
wraz z ogélnym zarysem czynno$ci wykonywanych w ich ramach zaprezentowano
na Rys. 1.

Rysunek 1. Fazy Projektul

1 > Plan >|Mapowanie produktu

X Opracowanie dokumentacji dotyczacej rekoncyliacji,
2 > Analiza mapowania danych oraz specyfikacji funkcjonalnej

Koncepcja Wymagania Harmonogram
czyszczenia i weekendu
4 > Budowa >|Budowa silnika migracji, rekoncyliacji. ekstratorow, loaderow danych migracyjnego

3 > Projekt >|Techniczna specyfikacja dla ekstratorow oraz loaderow | testow dotyczace projektu

5 > Testy >| Opracowanie planu testow oraz scenariuszy testowych

6 ) Wdrozenie

Zrbdlo: opracowanie wlasne

Zespot projektowy Przedsigbiorstwal dziatal jako jeden zespdt (One-Team)
wspierajacy oba banki w trakcie prowadzenia czynno$ci w ramach projektu.
Po stronie Bankul zespot projektowy byl odpowiedzialny m.in. za: doradztwo
strategiczne oraz ogdlne zarzadzanie, a takze masterplanning, zaangazowanie
w zarzadzanie i organizowanie operacyjne w zakresie wertykalnego przenoszenia
danych (produkty i ustugi) oraz tzw. horizontal teams (architektura migracji,
archiwizacja danych, rekoncyliacja, PMO, zarzadzanie dostawcami), dostarczanie
funkcjonalnej analizy oraz projektowanie przeptywow migracji danych,
rekoncyliacji, komunikacji z klientem, zarzadzania kryzysem, projektowanie
i wdrazanie silnika migracji, 1 rekoncyliacji, planowanie, uruchomienie
i zarzadzanie probami migracyjnymi oraz pigcioma probami generalnymi, wsparcie
po przeprowadzeniu migracji (Post Go-Live).
Po stronie Banku2 zespot projektowy wspieral nastepujace czynnosci:
projektowanie oraz implementacja podzialu portfela dla celow transakcji
na poziomie eksportu danych, projektowanie oraz wdrazanie narzedzi do eksportu
danych oraz rekoncyliacji, wsparcie po przeprowadzeniu migracji (Post Go-Live).
Program migracji danych przy zaangazowaniu zespolu projektowego
Przedsigbiorstwal zostal dostarczony zgodnie z zalozonym planem oraz w ramach
okreslonego wczesniej budzetu w ciggu 11 miesiecy, co umozliwito klientowi
korzystanie z oszczgdno$ci pieni¢znych zaplanowanych w Business Case.
Podczas migracji nie zanotowano zadnych probleméw oraz nie wystgpit Zzaden
niepozadany i negatywny wplyw na klientow.

CHARAKTERYSTYKA PROJEKTU2

Celem Projektu2 byto potgczenie dziatalnosci maklerskiej prowadzonej przez
spotke zewnetrzna — Biuro Maklerskie2 z dziatalno$cig maklerska prowadzona przez
Biuro Maklerskiel bedace w strukturach Bankul. Zainicjowanie fuzji byto skutkiem
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koniecznosci utrzymywania zdublowanych struktur dla dziatalno$ci maklerskiej

w ramach dziatalnosci Grupy, do ktorej przynalezy Bank]1.

Integracja dwoch biur maklerskich wymagata $cislej wspotpracy
z zewnetrznymi  instytucjami regulacyjnymi. Podejscie do migracji papierow
warto$ciowych bylo opracowane w $cislej wspotpracy z Krajowym Depozytem
Papierow Wartosciowych (KDPW), ktory byt rowniez uczestnikiem w probach
generalnych oraz podczas weekendu migracyjnego (Go-Live). Urzedowi Ochrony
Konkurencji i Konsumentéw (UOKIiK) zostat przedstawiony projekt ujednoliconego
Regulaminu, a takze wplyw fuzji na klienta. W zwiazku z tym, ze rynek papierow
wartosciowych jest mocno regulowany przez Komisj¢ Nadzoru Finansowego
(KNF), Projekt2 wymagat tez $cistej wspoltpracy z wybrang przez Bank1 kancelarig
prawna.

Zespot projektowy sktadajacy sie z 8-10 osdob w ramach Projektu2
byt odpowiedzialny m.in. za:

e Ogolne doradztwo strategiczne, zarzadzanie i masterplanning

e Sciste zaangazowanie w zarzadzanie i organizowanie operacyjne w zakresie
wertykalnego przenoszenia danych (produkty i ustugi) oraz PMO, zarzadzanie
dostawcami, architektur¢ migracji, archiwizacj¢ danych, rekoncyliacje.

e Zaprojektowanie 1 wdrozenie mechanizmu rekoncyliacji bez uzycia
dedykowanego narzedzia stosowanego w projektach o szerszym zakresie.
W zwiagzku z taka sytuacja opracowane zostalo nowe narzedzie stuzace
do rekoncyliacji, ktore w przyszlosci bedzie mozna wykorzysta¢ do matych
projektow

e Dostarczanie funkcjonalnej analizy oraz projektowanie przeptywdw migracji
danych, rekoncyliacji, komunikacji z klientem, zarzadzania kryzysem
lub defektami, przygotowanie do obrotu instrumentami online

e Planowanie i realizacja 15 migracji probnych oraz 3 migracji generalnych

e Wsparcie po weekendzie migracyjnym (Post Go-Live) w zakresie tworzenia
kluczowych wskaznikéw wydajnosci, procesu monitorowania.

Wykreslenie spotki z KRS zakonczyto niemal rok prac nad fuzja Biura
Maklerskiego2 z Biurem Maklerskiml. Do dnia polaczenia byty to dwie odrgbne
instytucje, ktore prowadzily dziatalnos¢ maklerska w ramach jednej Grupy.
Skonsolidowanie wszystkich uslug w ramach jednego podmiotu spowodowato:
utworzenie jednego centralnego podmiotu w Grupie, ujednolicenie oferty zardwno
produktow, jak i ustug, okreslenie spojnego podejscia do klientow oraz uproszczenie
wszelkich procedur i procesow.

CHARAKTERYSTYKA PROJEKTU3

W przypadku Projektu3 majacym na celu integracje po fuzji dwoch bankow —
Bank3 oraz Bank4, potaczenie zostato podzielone na kilka etapow: Dzien 2.0, Dzien
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2.5 oraz Dzien 3.0, zas§ w zakres przejmowanych ustug wchodzity dane klientow
korporacyjnych.

Dzien 2.0 obejmowal zadnia zwigzane z potgczeniem prawnym obu
organizacji oraz jednoczesne spetnienie wszelkich wymagan regulacyjnych.
Dziatania zmierzajace do ujednolicenia oferty produktowej oraz przygotowanie
wspolnego charakteru postepowania wobec klientéw tzw. ,,jedna twarz do klienta”
mialy miejsce w etapie Dzien 2.5. W stosunku do poprzednich etapow potaczenia,
Dzien 3.0 byt programem o wigkszym komponencie zadan IT, poniewaz zawierat
w sobie migracje danych migdzy systemami obu bankow.

W procesie migracji zostalo wykorzystane standardowe narzedzie ETL, jakim
jest Ab Initio jako platforma technologiczna dla silnika ze wzgledu na wykorzystanie
tego narzedzia przez klienta.

Ogolnie, zespot byt odpowiedzialny za gromadzenie wymagan, projektowanie
oraz rozwoj silnika migracji oraz rekoncyliacji dla obszaru Retail oraz matych,
$rednich przedsigbiorstw.

Kontraktowe przypisanie odpowiedzialnosci w projekcie dla 15-21
osobowego zespotu Przedsigbiorstwal przedstawiato si¢ w nastepujacy sposob:

e definiowanie standardow zarzadzania programem, zarzadzanie gromadzeniem
wymagan

e wdrazanie narzedzi projektowych oraz zarzadzanie partnerami

e wypracowanie strategii migracji oraz przygotowanie planu migracji

e koordynacja analizy migracji i rekoncyliacji, standardow profilowania
i czyszczenia danych oraz opracowywania tabel mapowania danych

e wypracowanie podejs$cia do testow i koordynacja wypracowania planow

e wykonanie silnika migracji i rekoncyliacji, opracowanie szczegdélowego planu
przeprowadzenia migracji.

W efekcie potaczenia dwoch bankow powstal trzeci co do wielkosci bank
w Polsce pod wzgledem aktywow, depozytow i portfela kredytowego.

ANALIZA POROWNAWCZA PROJEKTOW

We wszystkich trzech projektach zastosowano metody dedykowane
do projektu z obszaru IT dotyczacego przeprowadzenia transformacji. Projekty
przeprowadzono w oparciu o klasyczne ujgcie zarzadzania projektami
zaprezentowane przez Project Management Institute (PMI).

Znaczaca roznicg w zarzadzaniu tymi projektami bylo wykorzystanie
odmiennych podej§¢ do strategii migracji, okreslenia charakteru wdrozenia
przedsiewzigcia. Do dwoch projektow wykorzystano tzw. podejscie ,,Big Bang”,
ktore wykorzystywane jest zwykle w przypadku, gdy migracja danych dotyczy
klientow indywidualnych, ktérych zazwyczaj jest bardzo duzo, a takze sa
posiadaczami duzej ilosci produktow, ktére mozna uznaé za standardowe i niezbyt
skomplikowane tudziez posiadajace jednakowe cechy. Ze wzgledu na te aspekty
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mozliwe jest wykorzystanie automatycznego narzedzia, dzigki ktoremu mozna
,przerzucic¢” klientow wraz z ich produktami z jednego systemu do drugiego podczas
jednego weekendu.

Przy Projekcie3 za$ skorzystano z wdrozenia pilotazowego, ktore polega na
jednoczesnym wdrazaniu pewnych czeSci systemu oraz koegzystencji
nowego i starego systemu. W przypadku tego projektu miata miejsce migracja
klientow korporacyjnych, gdzie fazowe podejscie okazuje si¢ najbardziej
odpowiednie. Drzieje si¢ tak, poniewaz klienci korporacyjni sg klientami
posiadajacymi wigksza ilo$¢ produktow, np. kredytowych typu kredyt obrotowy, niz
klienci indywidualni. Istotny jest takze fakt, ze produkty dla tych klientow sg
bardziej spersonalizowane, czyli zawieraja duzo wigcej detali i sg specjalnie
dopasowywane do danego klienta (innymi stowy: im wigkszy jest klient, tym
posiada bardziej szyta na miar¢ ofertg).

Przeniesienie klientoéw korporacyjnych zwykle odbywa si¢ w sposob reczny
tzn. patrzac jednoczes$nie na jeden ekran ze starym systemem i drugi z nowym, badz
poélautomatycznie, czyli na przyktad przy pomocy makr w MS Excel.

Wybor migdzy strategia migracji w podejsciu ,,Big Bang”, a sfazowanym
zalezy gtdownie od tego, na ile skomplikowana okazuje si¢ by¢ struktura produktowo-
uprawnieniowa (produkty, procesy, uprawnienia). Im bardziej strona produktowa
jest standardowa w danej populacji klientow, tym czes$ciej mozna wykorzystac
narzg¢dzia automatyczne i istnieje mozliwo$¢ przeniesienia wigkszej liczby klientow
w trakcie jednego weekendu migracyjnego. Wazna kwestia to takze potrzeba
okreslenia odpowiedniego okna czasowego na wykonanie wszystkich prac
zwigzanych z danym przedsigwzigciem, ale takze wskazanie ryzyk — w przypadku
podejscia ,,wszystko w jeden weekend” jest wigcej czasu na przygotowanie si¢
poprzez wielokrotne proby i testy, podczas ktorych mozna wszystko dopracowac.

W analizowanych projektach mimo sukcesu, jakim bylo potaczenie dwoch
podmiotow wystapito kilka negatywnych zdarzen, ktore w ostatecznym rozrachunku
nie spowodowaly zawieszenia/opdznienia projektu z powodu stalego monitorowania
sytuacji i reagowania na niepozadane sytuacje.

W ramach Projektu2 stosowane byly najlepsze praktyki, ktore zostaty

wypracowane w ramach Projektul. W niektorych obszarach spowodowato to
przerost formy nad trescia.
Z poczatkiem Projektu2 zostaly utworzone zbedne role, ktore przypisywano tym
samym osobom. Pojawita si¢ takze kwestia tzw. runbooka, ktory okazat si¢ by¢ zbyt
skomplikowany i1 obszerny do matego projektu. Zamiast oczekiwanego porzadku,
wprowadzat niepotrzebne zamieszanie oraz nieche¢ ludzi do tworzenia
dokumentacji. Rozbudowany schemat komunikacyjny (powielony po Projekciel)
rowniez okazat si¢ zbyteczny ze wzgledu na mozliwos¢ komunikacji bezposrednie;j
z catlym zespotem po stronie klienta. Niemniej jednak rozbudowana struktura
organizacyjna, komunikacyjna, czy szablony dokumentéw pozwalaja w trakcie
samego projektu na wycinanie zbednych elementow i1 dostosowywanie ich do skali
przedsiewzigcia.
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Podczas jednego z projektow zauwazono brak mozliwosci wykonania testow
walidacji biznesowej z powodu niedostepnosci Srodowisk, koniecznosé
zorganizowania kolejnej proby dla procesu migracji w jednej z instytucji
zewngtrznych, a takze pojawienie si¢ btedow w rekoncyliacji wynikajace z nowych
przypadkow w danych po od$wiezeniu bazy. W zwigzku z tymi sytuacjami
zasugerowano by pomigdzy probami generalnymi, poza testowaniem
oprogramowania migracyjnego (migracje testowe), rownie istotne jest wykonanie
testow krytycznych procesow w obszarach IT i innych tj. rekoncyliacja, zadania
krytyczne nalezace do zespotu operacji, tadowanie reczne danych, walidacja
biznesowa, czy tez zadania prowadzone z udzialem zewngtrznych instytucji.
Szczegoblnie istotne okazuje si¢ to w przypadku, gdy Prob Generalnych w trakcie
projektu jest mniej niz cztery.

Problemem w ramach Projektu3 okazal si¢ brak jednego oficjalnego Zrodia danych,
na ktérym wszelkie dokumenty bylyby stale aktualizowane, a takze dostgpne dla
wszystkich stron — zaréwno dla Przedsicbiorstwal, jak i klienta. Zazwyczaj takim
zroédlem w projektach sa Teams, SharePoint oraz e-maile, co moze powodowac
wykonywanie roznych prac na podstawie nieaktualnych danych.

W innych projektach, rowniez dotyczacych migracji rowniez czgsto pojawiat
si¢ temat runbooka. Jest on znaczacym dokumentem podczas weekendu
migracyjnego w przypadku niepojawienia si¢ kluczowych osob na swoich
stanowiskach 1 konieczno$ci zastgpienia ich kim$ innym. Brak wiedzy,
jak poprawnie wprowadza¢ zmiany, problemy =z aktualizacja zwiazane
z nieaktualnymi komentarzami, listami dotyczacymi ekstraktow, czy tez
skomplikowana $ciezka dostepu (lokalizacja) moga powodowa¢ komplikacje w
czasie trwania kazdego projektu. Sciste monitorowanie dokumentacji powiazanej
z harmonogramem weekendu migracyjnego, przypisaniec odpowiedniej ilosci
zasobow do wskazanych zadan moze stac si¢ rozwigzaniem problemu z runbookami.
Istotng kwestiag w tym temacie okazuje si¢ takze odpowiednia klasyfikacja zadan —
na te, do ktorych runbook jest niezbedny oraz te, ktore go nie potrzebuja.

Do wymienianych w literaturze dziatan niepozadanych zaliczane sg réwniez:
brak wsparcia sponsora, btednie oszacowany czas trwania projektu, czyli nierealny
harmonogram, problemy =z technologia, =zta komunikacja w zespole,
zle zdefiniowane ryzyka lub brak zarzadzania nimi, btedy szacowania wartosci
projektu, brak wiedzy o statusie projektu, niekontrolowany rozrost zakresu projektu,
brak woli wspotpracy, dlugi czas podejmowania decyzji [Fraczkowski 2003,
Gozdziewska- Nowicka et al. 2018, Munns, Bjeirimi 1996].

PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W przypadku projektéw informatycznych poczatkowe fazy projektu sa
zarowno bardzo kosztowne, jak i wymagajace z tego wzgledu, ze caty ciezar
przebiegu projektu koncentruje si¢ na kilku koncowych dniach, gdzie istotne jest, by
wszelkie zadania wykonywane byly bez wigkszych probleméw. Wynika z tego fakt,
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iz nalezy poswigci¢ wiele uwagi na gruntowne okreslenie szczegotow dotyczacych
przede wszystkim harmonogramu, ale takze innych wymagan dla projektu oraz na
przygotowanie 1 przeprowadzenie wielu testow funkcjonalnych wewnatrz
przedsigbiorstwa, jak i w porozumieniu z instytucjami zewng¢trznymi.

Niepowodzenia projektow, czy tez ich sukces zalezg od wielu czynnikow.

Uwaza si¢, ze czynniki ludzkie stanowig najwigkszy odsetek przyczyn awarii
projektow [Skalik and Strzelczyk 2013]. Zarowno brak prawidtowej komunikacji
migdzy pracownikami stanowigcy okoto 20%, nieche¢ do wprowadzanych zmian
15%, staba komunikacja z kierownictwem projektu — 18%. Problemem
stanowigcym niemalze 40% jest brak jasno sprecyzowanych oraz mozliwych do
osiggniecia kamieni milowych [Succes Rates Rise 2017].
Niemniej jednak przedsiebiorstwa coraz czg¢sciej odnoszg sukcesy z uwagi na fakt
dotrzymywania terminu realizacji przedsigwzi¢¢ zgodnie z okre$§lonym budzetem
oraz spelnianiem zakresu projektu o wysokim standardzie jakosci [Project
Management Statistics 2019] . Dane liczbowe wskazuja na kilkuprocentowe stale
rosngce zaangazowanie sponsoréw w realizacje projektow [Succes Rates Rise 2017].
Na sukces projektow ma rowniez znaczacy wplyw rozwoj kwalifikacji
i umiejetnosci  zardbwno  technicznych, jak 1 przywodczych — wszystkich
zaangazowanych w przedsiewzigcie.

Z analizy porownawczej wynika, ze wszystkie trzy przedstawione projekty
charakteryzuja si¢ tym, ze ich rezultat mimo ze we wszystkich przypadkach oznaczat
sukces, jest unikatowy. Kazdy realizowany projekt jest poniekad inny. Sktada si¢ na
to wiele czynnikow, m.in.: branza klienta, rodzaj projektu i jego cel, zaangazowanie
zespotu oraz jego wiedza 1 umiej¢tnosci, wykorzystywana technologia, czy tez sam
przebieg projektu. Uwaza sig, ze im bardziej caly proces zarzadzania projektami jest
konstruktywny, tym bardziej jego warto$¢ jest wyzsza i lepiej postrzegana przez
przedsigbiorstwa z r6znych branz.

Niezaleznie od przyjetej strategii migracji realizacja Projektow: 1, 2 oraz 3
przebiegata bez wigkszych zaktocen, a zdefiniowane wczes$niej cele zostaty
osiagnigte. Nasuwa si¢ wigc wniosek, ze jesli spelnione sg warunki: dobry
harmonogram, umiejgtne zaangazowanie zespotu w prace projektowe
przez kierownika, przeprowadzenie co najmniej kilku testow na poszczegolnych
etapach, to bez wzgledu na charakter wdrozenia i obszar dzialan istnieje szansa,
ze realizacja tego konkretnego przedsiewziecia zakonczy sie sukcesem.
Kompetencje cztonkéw zespotu, oraz ich fachowa wiedza, a takze dobrze utozone
relacje z klientami pozwolity na osigganie dobrych wynikow biznesowych (ustug
najwyzszej jakosci) w poszczegolnych etapach realizacji projektu.

Do sukcesu wszystkich trzech przedsigwzigé przyczynili si¢ rowniez kierownicy
projektéw z ramienia banku, ktorzy jasno okreslili swoje oczekiwania i aktywnie
wspotpracowali przy jego realizacji, dzigki czemu pracownicy mieli §wiadomos¢
sensu prowadzonych dziatan.

Kierownicy i1 pracownicy zespotdow na biezaco monitorowali poziom ryzyka
w zakresie: dziatania systemu i ustug, prawa, operacji, reklamacji, migracji danych,
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testow, regulatorow zewnetrznych, bezpieczenstwa, dostawcoéw i w miare potrzeb
podejmowali  dziatania  minimalizujace =~ wplyw ryzyka na  projekt,
czyli tzw. dziatania mitygujace.

W czasach tak szybkiego rozwoju technologii, umiejetno$¢ konsensualnej

pracy w zespole staje si¢ kluczowag kwestig. Odpowiednia komunikacja
oraz budowanie atmosfery swobodnej wymiany mysli wzmacnia w zespole
$wiadomo$¢ otaczajgcej go przestrzeni projektowej i sprawia, ze w trakcie realizacji
projektu cztonkowie zespotu wiedza doktadnie, jakie zadania maja do wykonania
oraz moga liczy¢ na pomoc innych. Na podstawie powyzszych analiz mozna
zarekomendowac stosowanie zwartych metod zarzadzania projektami, ktoére maja
scisly zwigzek z powodzeniem tego typu przedsiewzigc.
Cytujac Stephena Hawkinga: ,,Najwigksze osiggni¢cia ludzkosci tworzone sg
W rozmowie, a jej najwigksze niepowodzenia sg skutkiem braku rozmowy. Nie musi
tak by¢. Nasze najwigksze marzenia mogg sta¢ si¢ rzeczywistoscig. Z technologia,
ktorag dysponujemy mozliwosci sg nieograniczone. Wszystko, co musimy zrobi¢, to
upewnic si¢, ze wcigz rozmawiamy” mozna odnie$¢ wrazenie, ze sukces danego
przedsiewzigcia (w tym przypadku projektow) zalezy w gtownej mierze od nas
samych, za$ podejscie zespotowe do dylematéw, jakie pojawiajg si¢ podczas
zarzadzania projektem pozwala na wspolne wypracowanie rozwigzan i odniesienie
sukcesu.
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SELECTED APPROACHES OF IT PROJECT MANAGEMENT
IN BASED ON PMI METHODOLOGY - CASE STUDY

Abstract: All over the world, projects related to mergers and acquisitions of
institutions of various types of activity are characterized by a high degree of
complexity and have their own specific management. These are projects that
face numerous difficulties and their execution is very complex, mainly due to
time constraints and the number of tasks, but also due to relationships between
people. This publication highlights various aspects of project management in
financial sector entities (banks and brokerage houses) with the participation of
a company providing comprehensive consulting services. The main purpose of
the analysis was to describe and to compare three PMI projects related to
transformation (merger of two entities) implemented in the last 5 years. The
main source of data was specialized documentation from individual projects
and general materials used in one of the largest consulting companies, as well
as practical knowledge and skills of specialists working in this company.

Keywords: project management, project, IT project, merger, PMI, consulting,
financial sector, banks, brokerage houses

JEL classification: G2, G3, 022



METODY ILOSCIOWE W BADANIACH EKONOMICZNYCH Received: 03.12.2020
Tom XXI/2, 2020, s. 113 -119 Accepted: 23.12.2020

MAKSYMALNA POTEGA OGOLNA GRUPY PANSTW

Zofia Zielinska-Kolasinska ®https://orcid.org/0000-0001-8845-758X
Instytut Matematyki
Uniwersytet Przyrodniczo-Humanistyczny w Siedlcach
e-mail: zofia.zielinska-kolasinska@uph.edu.pl

Streszczenie: Jednym z aspektéw badan politologicznych jest analiza
potegi grupy panstw. Zagadnienie to nalezy do zakresu metod iloScio-
wych analizy politycznej [King 1991]. W niniejszej pracy udowodniono,
jak powinny rozkladaé sie udzialy grupy panstw w poszczegdlnych czyn-
nikach uwzglednionych w modelu potegi ogdlnej (inaczej: gospodarczej)
Sutka, aby taczna sila tej grupy byta maksymalna. Wskazano takze gorne
oszacowanie lacznej potegi, zalezne od liczebnosci grupy. W modelu
Sutka kluczowa role odgrywa produkt krajowy brutto, liczba ludnosci
oraz powierzchnia panstwa. Ogdlna potega grupy panstw jest suma po-
teg panstw wchodzacych w sktad analizowanej grupy.

Stowa kluczowe: potegometria, potega ogdlna, potega gospodarcza

JEL classification: C00, C02

WSTEP

W badaniu stosunkéw miedzynarodowych duza role odgrywa potega pewnej
grupy panstw. Istnieje wiele modeli potegometrycznych [Sulek 2013], ktére réznia sie
uwzglednianymi czynnikami. Wybor tych czynnikow zalezy od rodzaju badanej potegi
np. ogoélna, militarna, geopolityczna. Do najwazniejszych czynnikow zaliczyé mozna
nastepujace [Lach 2014]: ludno$é, kierowanie/przywddztwo, zasoby naturalne, cechy
narodowe, polozenie geograficzne, sila militarna, wielkos¢ terytorium panstwa, nauka
i technologia, typ panstwa, integralno$é narodowa/spéjnosé, relacje dyplomatyczne,
finanse/zasoby, produkcja przemystowa, wzrost ekonomiczny, ideologia, handel mig-
dzynarodowy, zywno$é¢/produkcja, pozycja strategiczna/partnerstwo, stabilno$é poli-
tyczna, granice i sasiedztwo, uksztaltowanie/topografia, klimat, warto$¢ PKB, media,
homogeniczno$é etniczna, transport, zdolnosei (mozliwosci) strategiczne.

W pracy rozwazany jest model Sultka [Sulek 2013] (dokladna jego definicja
podana zostala w nastepnym rozdziale), ktéry dzieki swojej nieskomplikowanej for-
mie moze by¢ z powodzeniem wykorzystywany nie tylko przez specjalistéw. Czynniki

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.2.11
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w nim uwzglednione to warto$¢ PKB, liczba ludnosci oraz wielkosé terytorium jed-
nostki politycznej. Dzieki takiemu doborowi zmiennych, przy okreslaniu potegi bierze
sie pod uwage trzy wazne aspekty funkcjonowania panstwa: ekonomiczny, demogra-
ficzny oraz przestrzenny [Kiczma, Sutek 2020].

Na uwage zastuguje fakt, ze rozpatrywana w dlugim horyzoncie czasowym,
potega ogdlna jest najwazniejszym wskaznikiem relacji miedzy jednostkami politycz-
nymi, poniewaz odzwierciedlany przez nig rozklad sit formowany jest w wyniku pro-
ces6w historycznych, a dzigki temu ten rodzaj potegi jest malo podatny na decyzje
polityczne (w przeciwienstwie do poteg militarnej i geopolitycznej, ktére moga ulegaé
dynamicznym zmianom w stosunkowo krétkich okresach czasu). Ze wzgledu na te
duza stabilnos¢ w czasie, warto przyjrzeé sie, w jaki sposob formuje sie taczna potega
ogblna grupy panstw i zbadac jej zaleznosé od poteg poszczegdlnych jednostek. Szcze-
goblnie interesujacy jest problem znalezienia takiego rozkladu sil, dla ktérego taczna
potega grupy jest najwieksza. W pracy wyznaczono maksymalng laczna potege ogdlna
grupy panstw oraz wskazano udzialy poszczegdlnych panstw maksymalizujace taczna

potege ogdlna.
Model potegi ogolnej Sutka

Sutek zaproponowal nastepujacy model ogélnej potegi grupy n panstw:

n
Py=> D{LYp].
=1

Poszczegdlne skladniki sumy sa uogdlnionymi funkcjami produkeji Cobba-Dou-
glasa.

Niech PK B; oznacza produkt krajowy brutto i-tego panstwa, Lud; oznacza
liczbe ludnosci i-tego panstwa oraz niech pow; oznacza powierzchnie tego panstwa.
W powyzszym wzorze D; oznacza udzial produktu krajowego brutto i-tego panstwa
w ogdlnym produkcie krajowym brutto badanej grupy panstw:

PKB;
D; = n .
Zi:l PKB;

Przez L; oznaczono udzial ludnosci i-tego panstwa w ogoélnej liczbie ludnosci badane;j

grupy panstw:
L’U,di

> imy Lud;”

natomiast p; oznacza udzial powierzchni i-tego panstwa w ogélnym terytorium bada-
nej grupy panstw:

L; =

pow;
bi==n— -
' Z?=1 pow;

Jako wspélezynniki o, f oraz 7 zostaly przyjete wartosci

a=0,652, 8=0,217, v =0, 109.
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Wybér takich wartosci wspétezynnikéw Sulek [Sulek 2020] uzasadnia tym, ze potega
w najwiekszym stopniu zalezy od produktu krajowego brutto, nastepnie od liczby
ludnoéci, a w najmniejszym stopniu od terytorium panstwa, zatem o > § > ~. Po-
wolujac si¢ na prawo malejacej uzytecznosci krancowej, autor modelu postuluje, ze
a + B + v < 1. Dalsze zaleznoéci, czyli v = g oraz pozostawanie wspolczynnikow
w proporcji 3 : 1 : % sg wyborem arbitralnym, przy czym Sulek powoluje sie na
zwiazek z ciagiem Fibonacciego oraz zlota proporcja, dokonujac ostatecznie drobnej
korekty wspétezynnikdw.

Ogdlna potega grupy n panstw okreslana jest jako

n
0,652 10,217 0,109
Py =Y D}OO2L2T 2100,
i=1
Chcemy wyznaczy¢ maksymalna warto$¢ potegi Py oraz udzialy produktow krajowych
brutto D1, ..., Dy, liczby ludnoéci L4, ..., L, oraz powierzchni p1, ..., p, poszczegdl-
nych panstw, dajace najwicksza potege grupy panstw.

Maksymalna potega grupy panstw

W dalszym ciggu rozwazymy ogolniejsza posta¢ modelu potegometrycznego.

Mianowicie
n

Py= Z D Lf 28
i=1
gdzie a, f oraz v sa danymi dodatnimi liczbami, takimi ze o + 4+ v < 1. Znaj-
dziemy takie udziaty D;, L;, p; dlai =1,...,n, dla ktérych powyzsza funkcja osiaga
maksimum, a takze wyznaczymy to maksimum.
Ogdlna potega grupy n panstw jest funkcja 3n zmiennych. Uwzgledniajac wa-
runek sumowania do jedno$ci udzialéw poszczegdlnych panstw

n n n
jz:l)izzl, 2{:1@ 221, j{:pizzl
i=1 i=1 i=1

udzial jednego z tych panstw mozna zapisa¢ za pomoca udzialéw pozostatych n — 1
panstw (dla ustalenia uwagi wybieramy n-te panstwo):
n—1

n—1 n—1
Dp=1=> D; Ly=1-=> Ly, p,=1-) p;,
1=1 =1 =1

a funkcje ogdlnej potegi mozemy potraktowaé jako funkcje 3(n — 1) zmiennych.

W dalszym ciagu dokonamy drobnej zmiany oznaczen. Niech f : (0, 1)3("_1) —
R, bedzie funkcja okreslona wzorem

flar, ... an—13b1,...,bp—15c1,...,Cno1) =

n—1 n—1 P n—1 r n—1 S
Z albic + (1 — Z ai> <1 — Z bi> <1 - ci> .
i=1 i=1 i=1

i=1
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Jest to potega ogdlna n analizowanych panstw.

Niech a = (ay,...,an-1), b= (b1,...,by—1) oraz c = (¢1,...,¢n—1) bedan—1
wymiarowymi wektorami opisujacymi udzialy kolejnych panstw.

W celu wyznaczenia maksimum tej funkcji wyznaczamy jej gradient. Jak tatwo
sprawdzi¢

8f n—1 n—1 n—1
—1;r s — r s .
aa‘:paf bic; —p(1—=Y @)’ (1=> b)) (1= ¢;)f, dlai=1,...,n—1,
¢ j=1 j=1 j=1
af n—1 n—1 n—1
b, =ra?b] " 'el —r(1 - aj)p(l—ij)r_l(l— ¢;),dlai=1,...,n—1,
¢ j=1 j=1 j=1
n—1 n—1 n—1

8f r s—1 r s—1 -
e, = sal'bic; —s(l—Zaj)p(l—ij) (1—ch) ,dlai=1,...,n—1,

j=1 j=1 j=1
A zatem gradient funkcji f w punkcie (a, b, c) wyraza si¢ wzorem:
Vf(a,b,c)=
- P*lbr s 1— n—1 \p—1 1— nflb_ (] — n—1 \s -
pay biet —p(1 =320y a)’ (1= 3200 b)) (1= 2250 )

—1p s n—1 - n—1 r n—1 s
pafkibnfﬂnfl - p(l - Zizl ai)p 1(1 - Zizl bi) (1 - 21:1 ci)
r—1 s n—1 n—1 r— n—1 s
razljbl 1cl —r(l- Zi:l a;)P(1— Zi:l bi) 1(1 - Zi:l ci)

raj_ Oy — (1= 300 )P (L= 20 b) T (L= 2 )

n—1

safbiey™ = s(1— 075 an)P (L= 300 b) (1= 3000 )t

Lsal, b _yenh = s(L = 300 )P (1= 320 b)) (1= 3o )t

Niech a, = (l ...,%), b, = (%,,%) oraz c, = (%7,%) Poniewaz

n’

Vi(a. by, ce) =0,

wiec punkt (a,, by, c,) jest punktem stacjonarnym funkcji f.

Zbadamy jakim punktem stacjonarnym jest (a., by, cy), tzn. czy w tym punkcie
funkcja f osiaga maksimum, minimum czy tez jest to punkt siodtowy. W tym celu
zbadamy okre$lonos$¢ hesjanu.
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Mamy:

62f n—1 —2+p n—1 r n—1 S
o=~ (15 ( zbi> (-5

82]0 —1+p;—1
= . pltres 1—
da.0p, P\ m et

82f n—1 —l+p
Da:0h, =pr <1 — Z ai> (1 —

Pozostate drugie pochodne wygladaja podobnie.
Hesjan w punkcie stacjonarnym (a,, by, c.) mozna zapisa¢ w postaci (po od-
powiednich uproszczeniach):

I,
?‘
~
L
+
=
/N
—
\
. 3
1]
= =
O
~
w

—(1—-pp pr ps
H= pr -1 =7r)r rs @n* P (Lo + Ja),
ps rs —(1—3s)s

gdzie I,,_1 jest macierza jednostkowa stopnia n — 1 oraz J,_1 jest macierza samych

jedynek stopnia n — 1. Symbol ® oznacza iloczyn Kroneckera macierzy. Zauwazmy,

ze J,_1 = 1,11 | gdzie 1,_; jest kolumnowym wektorem samych jedynek.
Macierz (I,,—1 + J,—1) jest dodatnio okreslona.

Macierz
—(L=pp pr ps
- pr —(1=r)r rs
ps s —(1—s)s
réwniez jest dodatnio okreslona (kolejne minory gtéwne wynosza odpowiednio: (1 —
p)p, pr(l —p—r), prs(1 —p—r—3s)).
Zatem hesjan w punkcie stacjonarnym jest macierza ujemnie okreslona, czyli
punkt (a, by, c,) jest punktem maksimum funkcji f.

Otrzymujemy gérne oszacowanie catkowitej potegi ogélnej n panstw:
f (avbvc) S f (a*vb*vc*) - nli(p+r+8)'
W gléwnej formule potegi ogdlnej wartosci wykladnikéw ustalone sa nastepu-

jaco: p = 0,652, r = 0,217, s = 0,109. A zatem gérne oszacowanie ogdlnej potegi
grupy n panstw wynosi:

0,652 70,217 0,109 0,022
E P = E D7 L <n .

=1
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Najwieksza potega ogdlna charakteryzuje sie grupa panstw o jednakowych
udzialach w catkowitym PKB, catkowitej liczbie ludnosci oraz catkowitej powierzchni.
To znaczy, ze

D,

|
I
>
3
|
|
oy
|
|
h
3
I
|
=
I
I
=
3
|
\

Stad wynika, ze grupa n panstw ma najwicksza potege, gdy
PKBy=---=PKB,, Ludy = --- = Lud,, pow; = -+ = pow,.

Innymi stowami, jest to grupa panstw o jednakowym PKB, jednakowej liczbie ludnosci
oraz o jednakowej powierzchni.

Podsumowanie

Uzyskany wynik jest waznym rezultatem, poniewaz pokazuje, w jaki sposéb po-
winna by¢ roztozona sita w grupie panstw, aby ich taczna potega byta jak najwicksza.
Maksimum osiagane jest przy takim rozktadzie, w ktérym kazda jednostka polityczna
posiada rowne udzialy w PKB, liczbie ludnosci oraz terytorium. W sytuacji, gdy kto-
re§ panstwo dominuje nad innymi w ktérymkolwiek zakresie, taczna warto$¢ potegi
ogolnej spada, co nie jest korzystne z punktu widzenia catego uktadu.

Wirod wielu znanych modeli sity panstw, na szczegdlna uwage zastuguje model
Sutka, ktérego prostota sprawia, ze jest on doskonalym punktem wyjscia do réznego
rodzaju analiz i interpretacji. Rownomierny rozktad PKB, liczby ludnoéci oraz teryto-
rium w obrebie grupy jednostek politycznych, gwarantuje w rozpatrywanym modelu
najwieksza lacza warto$é potegi. Gdyby zmodyfikowaé model poprzez wprowadzenie
dodatkowych czynnikéw, ale zachowaé obecna strukture modelu (czyli iloczyn pew-
nych udzialéw w potegach, ktérych wykladniki sg liczbami z przedziatu [0; 1] o sumie
mniejszej, badZ réwnej 1), to udowodniony wynik pozostalby bez zmian.

Zaprezentowane rozumowanie mozna powtorzy¢ dla modelu potegi wojskowej
Sutka [Kiczma, Sutek 2020].
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The Maximum of National Power
of a Group of Political Entities

Abstract: One of the aspects of quantitative methods in political science
is the analysis of national power of a group of political entities. In Su-
tek’s model of national power there are three factors in the main formula
(Gross Domestic Product (GDP), population size and the area of terri-
tory). The aim of this paper is to find such a distribution of shares of
each of the factors among the countries of a certain group, that maximi-
ses the joint national power. The upper evaluation of the joint national
power, in respect to the number of countries in the group, is also given.
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