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Streszczenie: Analiza dopasowania modeli GARCH przedstawiona
w artykule sklada si¢ z trzech czgsci. Po pierwsze, dokonano rozwazan
teoretycznych w tym zakresie, odnoszac si¢ do zalecen wskazanych
w literaturze przedmiotu. Po drugie, przedstawiono praktyczne aspekty
wiasciwego doboru modelu GARCH dla danego szeregu czasowego na
podstawie wartosci kryteriow informacyjnych. Po trzecie, wskazano, za
pomoca narzedzi analizy ilo§ciowej, zwigzek jakosci dopasowania modelu
z jakoscig uzyskanych za jego pomoca prognoz. Celem niniejszego artykutu
jest sprawdzenie czy lepsze dopasowanie modelu skutkuje lepsza jakoscia
uzyskanej prognozy.

Stowa kluczowe: prognozowanie, modele GARCH, szeregi czasowe,
dopasowanie

JEL classification: C32, C53, C58, G10, G17

WSTEP

Istotng cechg rynkéw finansowych, odgrywajaca wazng rolg przy ich
wycenie, jest zmienno$¢ cen instrumentow finansowych. Wysoka zmiennos$¢ cen
to z jednej strony szansa na ponadprzeci¢tny zysk, z drugiej mozliwos$¢ duzej
straty. W literaturze przedmiotu wymienia si¢ dwie gtowne cechy zmiennosci,
ktore komplikujg wycene instrumentow finansowych. Po pierwsze, zmienno$¢ cen
instrumentow finansowych ewoluuje w czasie oraz posiada tendencj¢ do tworzenia
skupien. Jesli w jakim$ okresie pojawi si¢ wicksza warto§¢ wariancji, to
najprawdopodobniej pociagnie ona za sobg kolejna wigckszg warto$¢ 1 odwrotnie.
Po drugie, cechg zmienno$ci jest jej nicobserwowalnos¢, ktora wymusza
poszukiwanie roznego rodzaju miar zmienno$ci. Waznym = sposobem
prognozowania zmiennosci jest wykorzystanie modeli GARCH.

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.3.12
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Analiza dopasowania modeli GARCH przedstawiona w artykule sktada si¢
z trzech czgsci. Po pierwsze, dokonano rozwazan teoretycznych w tym zakresie,
odnoszac si¢ do zalecen wskazanych w literaturze przedmiotu. Po drugie,
przedstawiono praktyczne aspekty wlasciwego doboru modelu GARCH dla danego
szeregu czasowego na podstawie wartosci kryteridow informacyjnych. Po trzecie,
wskazano, za pomocg narz¢dzi analizy iloSciowej, zwigzek jakosci dopasowania
modelu z jakoscig uzyskanych za jego pomocg prognoz. Celem niniejszego
artykutu jest sprawdzenie czy lepsze dopasowanie modelu skutkuje lepsza jakoscia

uzyskanej prognozy.

CHARAKTERYSTYKA SZEREGOW FINANSOWYCH

Finansowe szeregi czasowe ro6znia si¢ pod wieloma wzgledami od typowych
danych statystycznych. Kursy akcji czy indekséw zawsze odnosza si¢ do zyskow
lub strat okreslonej grupy inwestorow. Wpltyw na nie maja cze¢sto wydarzenia
gospodarcze, ogolnospoteczne, polityczne czy tez nieracjonalne zachowania
inwestorow.

W badaniach ekonometrycznych dotyczacych finansowych szeregow
czasowych modeluje si¢ najczesciej tempo wzrostu instrumentéw finansowych,
klasycznie definiowane jako':

1= (Ye= Yer) / e (1)

gdzie y: jest kursem danego instrumentu finansowego. W literaturze

finansowej 1 nazywane jest stopa zwrotu. Alternatywnie stosuje si¢ przyrost
logarytmu kursu y.

ri=In yi— In yei1 = In( yi/ ye1) )

Charakter szeregdw rozni si¢ w zaleznosci od segmentow, z ktorego
pochodza. Zwroty cen akcji maja inne wlasnosci niz zwroty kursow walutowych,
badz zwroty notowan indeksow’. Mozemy jednak wyrdzni¢ grupe cech
charakterystyczng  dla  wickszosci  finansowych  szeregow  zwrotow
logarytmicznych.

Po pierwsze bardzo czesto pojawia si¢ zjawisko grupowania wariancji, czyli
seryjne wystepowanie wysokich i niskich warto$ci wariancji kursu danego
instrumentu finansowego, w kolejnych nastgpujacych po sobie okresach.
W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ wiele hipotez prébujacych wyjasnié
przyczyng wystepowania tego efektu. Najbardziej popularna dotyczy charakteru
samego procesu naplywu informacji na rynek. W zaleznosci od rodzaju informacji
oraz jej subiektywnej oceny inwestorzy moga sprzedawa¢ lub kupowac

! Brzeszczynski J., Kelm R. (2002) Ekonometryczne modele rynkéw finansowych, WIG-
Press, Warszawa, s. 37.

2 Doman M., Doman R. (2009) Modelowanie zmienno$ci i ryzyka, Oficyna Wolters
Kluwer, Krakow, s. 22.
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instrumenty finansowe. Wystepuja wiec po stronie popytu, badz podazy ksztattujac
ceny gietdowe.

Zjawisko grupowania wariancji pojawia si¢ jako skutek reakcji rynku na
naplyw informacji, ktéore powoduja rodzaj zaburzenia. Efektem jest wzrost, badz
spadek danego zjawiska, co w konsekwencji prowadzi do zwigkszenia jego
zmienno$ci’. Pojawienie si¢ informacji moze spowodowaé krotkookresowe
wzrosty, badz spadki warto$ci kursu, ktore nie powodujg zmiany dotychczasowego
trendu. Zazwyczaj taka sytuacja pojawia si¢ w relatywnie krotkich okresach, kiedy
wystepuje niepewnos¢ zwigzana z efektem oddziatywania danej informacji
w najblizszej przysztosci.

Alternatywna hipoteza glosi, ze zjawisko grupowania wariancji pochodzi
z otoczenia makroekonomicznego, w ktorym funkcjonuje rynek. Czynnikami
determinujagcymi zmienno$¢ cen gieldowych sg bowiem: regulacje prawne, zmiany
podazy pienigdza, wielkos¢ dywidendy, fazy cyklu gospodarczego, jak rowniez
zmiany stop procentowych®. Czynniki te oddzialuja na rynek papierow
warto$ciowych, przyczyniajac si¢ do powstawania efektu grupowania wariancji.

Zgodnie z inna hipoteza zjawisko grupowania wariancji powstaje jako efekt
grupowania kolejnych warto$ci obrotu gietdowego dla danego instrumentu
finansowego®. Badania empiryczne wskazaly bowiem na wysokg korelacje
pomigdzy zmienno$cia indeksu a warto$cig obrotu na gietdzie. Pokazano réwniez,
ze duze zmiany kurséw akcji poszczegolnych spolek sa powiazane z wysoka
warto$cig obrotoOw tymi papierami wartosciowymi.

Druga charakterystyczng cecha szeregow finansowych jest ich
leptokurtycznos¢. Przeprowadzone analizy wskazuja na wystgpowanie grubych
ogondw, zas typowe oszacowania kurtozy mieszcza si¢ w granicach od 4 do 50, co
swiadczy o duzym odstepstwie od rozktadu normalnego. Na leptokurtyczno$é
wskazuje rowniez indeks ogona rozkladu, ktory przyjmuje wartosci migdzy 2 a 5°.
Oznacza to, ze prawdopodobienstwo wystapienia nietypowych zmian kurséw jest
wigksze niz w przypadku rozktadu normalnego. Warto jednak zauwazy¢, ze
zwigkszajac jednostke skali czasowej, wzgledem ktérej obliczane sa zwroty,
rozktad zwrotow upodabniaja si¢ do normalnego.

Rozklady zwrotow instrumentéw finansowych sa réwniez prawostronnie
skosne, czyli wzrosty kursow wystepuja czesciej niz spadki. W szeregach notowan
indekséw gietdowych i akcji, rzadziej w szeregach kurséw walutowych, zauwazy¢

3 Brzeszczynski J., Kelm R. (2002) Ekonometryczne modele rynkéw finansowych, WIG-
Press, Warszawa, s. 41.

4 Bollerslev T., Chou R. Y., Kroner K. F. (1992) ARCH Modeling in Finance: A Selective
Review of the Theory and Empirical Evidence. Journal of Econometrics, 52, 5-59.

5 Gallant A., Rossi P., Tauchen G. (1992) Stock Prices and Volume. The Review
of Financial Studies, 5(2), 199-242.

® Doman M., Doman R. (2009) Modelowanie zmiennosci. .., op.cit., s. 24.
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mozna asymetri¢ spadkéw i wzrostow. Oznacza to, ze znacznie czesciej pojawiaja
si¢ ruchy w dot co do wartosci bezwzglednej wigksze niz znaczne wzrosty.

Kolejna cecha finansowych szeregéow finansowych jest wystepowanie efektu
dzwigni. Zmiany kurséw sa ujemnie skorelowane ze zmiennos$cig ich wariancji.
Wraz ze spadkiem wartosci danych kursow ich zmiany wzgledne sa bowiem
wyzsze, o ile zmiany bezwzgledne sa w przyblizeniu state.

Finansowe szeregi czasowe cechujg si¢ rowniez wystepowaniem
autokorelacji stop zwrotu. Stopy zwrotu w danym okresie zaleza bowiem od ich
realizacji w okresach poprzednich. Autokorelacja moze dotyczy¢ wiekszego rzgdu
op6znien niz jeden. Efekt ten okresla si¢ jako AR(p) gdzie p — to rzad opdznien.
Badanie empiryczne wykazuja, ze autokorelacja moze dotyczy¢ takze wariancji.
Takze i w tym przypadku oznacza to, ze zmienno$¢ w jednym podokresie zalezy
od zmiennos$ci zrealizowanej w okresach poprzednich. Wlasnos¢ tg oznacza si¢ ja
jako efekt ARCH(q) gdzie q takze i w tym przypadku — okresla rzad opdznien. Na
rynkach finansowych czgsto wystepuje zalezno$¢ migdzy wariancja tempa wzrostu
kursow i ich autokorelacjg. Autokorelacja wystepuje zazwyczaj w przypadku malej
zmienno$ci kursowej, za$ duza wariancja powoduje brak autokorelacji.

SPECYFIKACJE MODELI GARCH

Ogromne znaczenie w zarzadzaniu ryzykiem odgrywa mozliwo$ci
skutecznego prognozowania przysztej zmienno$ci poszczegdlnych instrumentow
finansowych lub ztozonych z nich portfeli. Przez zmienno$¢ ceny instrumentu
finansowego rozumie si¢ zazwyczaj warunkowa wariancje zwrotu. Najczescie]
stosowanym narzedziem prognozowania zmiennosci sg uogoélnione modele
warunkowej autoregresyjnej heteroskedastycznosci — GARCH.

Powszechno$¢ uzycia modeli GARCH wynika z faktu, ze uwzgledniajg
one wigkszos¢ empirycznych wilasnosci finansowych szeregéw czasowych. Na
uwage zastuguje roéwniez tatwos$¢ estymacji ich parametréw oraz tatwosé
rozszerzania modeli’. Ze wzgledu na bardzo duza liczbe uogolnien, najlepszym
sposobem wyboru odpowiedniej specyfikacji jest analizowanie wybranych modeli
GARCH.

Uogolniony model autoregresyjny warunkowej heteroskedatycznosci
minimalizuje liczbe parametrow przy duzej liczbie opoznien oraz dobrze opisuje
rozktady o duzych ogonach. Zostal on zaproponowany przez Bollersleva [1986]
jako uogolnienie procesu ARCH wprowadzonego przez Engle’a w 1985r.

Model GARCH(p, q) mozna zdefiniowa¢ jako proces stochastyczny {&;, t€ Z}
spetniajacy nastepujace warunki®:

7 Fiszeder P. (2009) Modele klasy GARCH w empirycznych badaniach finansowych.
Wydawnictwo Naukowe Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, Torun, s. 21.

8 Pipien M. (2006) Wnioskowaniec bayesowskiec w ekonometrii finansowej. Zeszyty
Naukowe, Akademia Ekonomiczna w Krakowie. Seria Specjalna. Monografie. 176, s. 52.
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1) & =zu/hy,

2) hy=ag+ X, aigl i+ Bihej, ap>0,a;20,dlai=1,..,q oraz
Bi=0dlaj=1,....p,

3) {z, t€ Z} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie prawdopodobienstwa, spetniajgcym warunki: E(z) = 0, E(z?)
=1, B(z?) =0, E(z{)=1> 0.

Rownanie wariancji warunkowej h; uzaleznia zmienno$¢ zaréwno od jej
wartosci z przesztosci, jak réwniez od warto$ci zaobserwowanych kwadratow stop
zwrotu. Parametry a; decydujg wigc o wplywie, jaki na zmienno$¢ majg nowe
naplywajace informacje zawarte w kwadratach &2 ;. Parametry f8 ; charakteryzuja
za$ te cze$¢ dynamiki, ktéra opisuje oczekiwania rynku odno$nie tego, ze
w przysztosci proces zmiennosci bedzie przebiegat podobnie jak dotychczas.

Typowym i najczgsciej spotykanym w badaniach empirycznych procesem
jest model GARCH(p, q) dla p=1 i g=1. Przyjecie bowiem takich rzedow opodznien
umozliwia w sposob oszczedny uzaleznienie h; od catej historii & Oryginalny,
zgodny z definicjg Bollersleva’, proces GARCH(1, 1) ma warunkowy rozktad
normalny o zerowej warto$ci oczekiwanej i wariancji hg:

&|Ye_1(e)~N(0, hy), jesli z, ~ iiN(0, 1),
hi=ao+a;e2; +f1he—q1, a0 > 0,2, >0 oraz f; >0, B; <1. 3)

Rozktad bezwarunkowy &; ma zerowa wartos¢ oczekiwang oraz wariancj¢
rowng ag(1— a; — B1) tdlaa; + B; < 1. Rozklad ten ma ogony grubsze niz
rozktad warunkowy. Dodatkowo jesli przyjmiemy, ze z: ma rozktad normalny, to
rozktad bezwarunkowy modeli GARCH (1, 1) ma ogony ci¢zsze niz rozktad
normalny. Bollerslev dowiddt rowniez, ze dla a; + B; <1 GARCH(1, 1) jest
stacjonarny w sensie kowariancji. D. Nelson'® wyprowadzit natomiast warunek
konieczny i wystarczajacy $cistej stacjonarnosci modeli typu GARCH. Zgodnie
z tym, jesli parametry modelu GARCH (1, 1) spetniajg warunek: E(In(a,z +

f1)) < 0, to jest on $cisle stacjonarny.

Bardzo czgsto w badaniach empirycznych suma ocen parametrow a, i B
w modelu GARCH(1, 1) jest bliska jedno$ci. Te wtasno$¢ mozna potraktowac jako
typowa dla szeregéw finansowych. Przypadek, gdy a, + B = 1, jest okreslany
jako zintegrowany model GARCH(1, 1) — Integrated GARCH(1, 1); IGARCH.
Model IGARCH nie jest procesem stacjonarnym kowariancyjnie, jednak jest on

? Bollerslev T. (1986) Generalised Autoregressive Conditional Heteroscedasticity. Journal
of Econometrics, 31(3), s. 311.

"Nelson D. (1990) Stationarity and Persistence in GARCH(1, 1) Model. Econometric
Theory, 6, s.324.



126 Sylwia Anna Domanska

nadal procesem $cisle stacjonarnym. W przypadku modeli GARCH stacjonarnos¢
kowariancyjna jest wiec wlasnoscig znacznie mocniejsza niz $cista stacjonarno$é!’.

Zgodnie z definicja model IGARCH(p, q) to taki proces stochastyczny, ktory
dla kazdego t € Z spetnia nastepujgce warunki'?:

E = Z¢ hta (4)

q 14
he= a0+ el + ) aiely— e+ ) Bilhe; — ) 5)
i=2 j=1

q p

Da+ )y =1 ©6)
=1

i=1

gdzie: {&:}~iiD(0,1),a9 >0,a; = 0,dlai=1,...,.q,¥; =20,8;=0dlaj=
l,....p,aqg #0,y, # 0.

Najczesciej stosowanym modelem do opisu dlugiej pamigci w zmiennos$ci
jest model FIGARCH. Jest to proces niestacjonarny kowariancyjnie (nie istnieje
wariancja bezwarunkowa &) oraz procesem S$cisle stacjonarnym. Model
FIGARCH(p, d, q) zostal zdefiniowany przez Baillie’a, Bolersleva i Mikkelsena
nastepujgco’™:

pL)(1 - L)dftz = ao[l - B‘(L)]Vt . (7
gdzie: vy = ef —hy, @(L)=1-X1_ ;Ll/, BL)=30_ BiL/, L =
&_1,dla 0 <d <1, a wszystkie pierwiastki rownania ¢(L) = 0 lezg poza kotem.
Jezeli d = 1, to model FIGARCH jest modelem IGARCH, za$ dla d = 0 jest
procesem GARCH. Nalezy jednak podkresli¢, ze proces FIGARCH(p, 0, q) nie
zawsze redukuje si¢ do procesu GARCH(p, q). Wplyw obecnej zmienno$ci na jej
prognozowane wartosci w przypadku kowariancyjnie stacjonarnego modelu
GARCH maleje do zera w tempie wykladniczym. Dla modelu IGARCH biezaca
zmienno$¢ ma nieskonczony wplyw na prognoze wariancji warunkowe;j.
W przypadku modeli FIGARCH wptyw ten maleje do zera zgodnie z funkcja
hiperboliczng. Warto réwniez zauwazy¢, ze funkcja autokorelacyjna dla &?
w przypadku procesow GARCH oraz IGARCH wygasa w tempie wyktadniczym,
za$ dla FIGARCH — w tempie hiperbolicznym'*. Proces IGARCH charakteryzuje

1 Osiewalski J., Pipient M. (1999) Bayesowskie wnioskowanie o stacjonarno$ci procesow
GARCH(1, 1). Dynamiczne Modele Ekonometryczne, Materiaty na VI Ogolnopolskie
Seminarium Naukowe, UMK, Torun.

12 Pajor A. (2010) Wiclowymiarowe procesy wariancji stochastycznej w ekonometrii
finansowej. Ujecie bayesowskie. Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego
w Krakowie, s. 40.

13 Baillie R. T., Bollerslev T., Mikkelsen H. O. (1996) Fractionally Integrated Generalized
Autoregressive Conditional Heteroskedasticity. Journal of Econometrics, 74, 3-30.

4 Ding Z., Granger C. W.J. (1996) Modeling Volatility Persistence of Speculative
Returns: A New Approach. Journal of Econometrics, 73, 185-215.
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si¢ krotka pamiecig, natomiast FIGARCH dla 0 < d < | ma dlugg pamieé
W zmiennosci.

Ogolne modele GARCH zaktadaja, ze zar6wno pozytywne jak i negatywne
zmiany cen maja ten sam wplyw na przyszta zmienno$¢. Tymczasem zauwazy¢
mozna, ze ich wplywajg one asymetrycznie na poziom przyszilej zmiennosci.
Asymetri¢ t¢ uwzglednia model APARCH, ktérymi szczegdlnymi przypadkami sg
m.in. modele: TS-GARCH, NARCH, Log-ARCH oraz GJR-GARCH.

Model APARCH(p, q) autorstwa Dinga, Grangera i Engle'a zostat okreslony

w nastepujgcy sposob'’:
Zt = St\/h_t (8)

q p
5 5
ho? = ay + Z a;(12e—i| = vize—)® + Z ﬂjhtﬁ ®)
i=1 J=1

gdzie: 6 >0,y e (—1;1),i=1,2,...,q.

Cechg charakterystyczna tego modelu, oprocz obecno$ci wspotczynnikow
asymetrii, jest mozliwo$¢ dopasowania wyktadnika §, gwarantujgcego istnienie
bezwarunkowego momentu rzgdu § dla procesu o;.

Szczegdlnym przypadkiem modelu APARCH jest zaproponowany przez Glostena,
Jagannanthana i Runkle’a model GJR-GARCH(p, q). Wariancja warunkowa w tym
modelu okreslona jest rownaniem:

q q 14
ht =aqag +Zai€t2_i +Z(l)i1t_i€g_i +Z,tht—_] (10)
i=1 i=1 =1

gdzie I(-) jest funkcja wskaznikowsa.
Warto zauwazy¢, ze model GJR-GARCH(I, 1) jest kowariancyjnie
stacjonarny, gdy spetnia warunek:

1
a; + ,31+EV1<1 (1)

Modelem, ktory pozwala opisa¢ zalezno$¢ miedzy oczekiwang stopa
zwrotu a ryzykiem wyrazonym za pomocg warunkowej wariancji, badz
warunkowego odchylenia standardowego jest model GARCH-M. Proces ten zostat
zaproponowany przez Engle’a, Liliena i Robinsa'® jako odpowiedZ na postulowang
w licznych teoriach finansowych bezposrednig zalezno$¢ pomiedzy wielkoscia
zwrotu a ryzykiem. Model GARCH-M(p, q) ma nastgpujaca postac:

re =x:$ +6g(hy) + & (12)

& = zp\[he (13)

5 Ding Z., Granger C. W. J., Engle R. F. (1993) A Long Memory Property of Stock
Market Returns and a New Model. Journal of Empirical Finance, 1, s. 99.

16 Engle R. F., Lilien D. M., Robins R. P. (1987) Estimating Time Varying Risk Premia in
the Term Structure: the ARCH-M Model. Econometrica, 55, s. 394.
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gdzie:

a p
hy = ao + Z aiel; + Z Bjhe—j
i=1 =

x;— wektor zmiennych objasniajacych, zas § zgodnie z jego

(14)

interpretacjg ekonomiczng nosi nazw¢ parametru premii za ryzyko.
Jak wida¢ powyzszy model uwzglednia w réwnaniu $redniej warunkowej
zmiennej reprezentujacej zwrot, funkcje, ktorej argumentem jest zmiennosc.

Tabela 1. Specyfikacje modeli GARCH

Objasnienia zmiennych oraz

Model Posta¢ modelu warunki zapewniajace
dodatnio$¢ h;
GARCH(p, q) a>0,a2>0,dlai=1,..4q

q P
hy =ay + Z ael; + Z Bih:—;
i=1 =1

oraz §;=0dlaj=1,...p.

GJR-GARCH(p, q)

q q

hy=ay+ Y ae; + ) w;l,_;*;

t 0 1ct—i t—ict—-i
i=1 i=1

P
+ Z Bjhe-;
=1

Li.i=1 gdy &_;<0 i
Ii_i= 0 gdy&_; >0,a0>
0,2,>0,a+w;>0,dai=
1,...q,8;=0dlaj=1,....p.

GARCH-M(p, q)

1, =x;§+8g(he) + &
q P

hy =ay + Z ai‘gtz—i + Zﬁjht—j
i=1 j=1

g(hy) = hylub
g(hy) = \/h_t

lub g(h,) = In(he),
x— wektor zmiennych
objasniajacych
orazay, >0,a; > 0,
dlai=1,...,q,
B;=0dlaj=1,...p.

IGARCH(p, q)

q
_ 2 2 2
hy=ay+¢_; + Z a; (& — &-1)

=2
P

£ By = by
j=1

a0>0,a;>0,

dlai=2,..q, ;>0
dlaj=1,....p

oraz Y, a; +¥¥_ B; < 1.

FIGARCH(p, d, q)

(L)1 - L)%ef = ao[1 - B(L)]ve

vt = ‘St? - hta
p(L)=1-3%1_, ¢;L,
BL) =3P B L,

L¥e, = &;_4,0<d<1,
wszystkie pierwiastki
réwnania @ (L) = 0 leza
poza kotem jednostkowym.
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Objasnienia zmiennych oraz
Model Posta¢ modelu warunki zapewniajace
dodatnio$¢ h,

5/2 5>0,a0 >0,ai2 0,
hy —ao+za(lzt il =vize)® | dlai=1,...q,
-1<y; < 1,ﬁj20

dlaj=1,...,p.
+Z‘[),J 5/2 a] p

APARCH(p, q)

Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie Flszeder P. [2009] Modele klasy
GARCH...,op.cit, Torun, s. 25

TESTOWANIE JAKOSCI DOPASOWANIA MODELU ORAZ OCENA
JAKOSCI PROGNOZ

Miary syntetyczne pozwalaja zmierzy¢é precyzje i obciazenie prognoz.
Precyzje mierzymy najczgéciej za pomocg miar absolutnych: $redniego btedu
bezwzglednego (mean absolute error — MAE) 1 $redniego bezwzglednego btedu
procentowego (mean absolute percentage error — MAPE):

MAE = = Z [Yrei = Frd (15)

2

1
MAPE = — |3’T+z Vr+il (16)

Yr+i

2

i=1

oraz kwadratowych, m.in. pierwiastka btgedu Sredniokwadratowego (root
mean square error — RMSE):

N
1
RMSE = |~ s = 9r40)? (17)

Obcigzenie, czyli $rednie systematyczne odchylanie si¢ prognoz od wartosci
empirycznych jest mierzone natomiast za pomoca btedu $redniego (mean error —
ME), wyrazonego wzorem:

N
1
=5 D O = 9re) (18)

Poréwnanie odpowiednich ‘miar absolutnych i kwadratowych informuje o
nietypowo duzych bledach prognoz. Poréwnujac miry precyzji i obcigzenia
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mozemy wywnioskowaé, czy prognozy nie sg W sposob systematyczny
obcigzone!”.

Najpopularniejsza miarg precyzji modelu jest btad $redniokwadratowy
(mean square terror — MSE):

N
1
MSE = = > Orvi = I’ (19)
i=1
Z kwadratowym btedem prognozy zwigzany jest rowniez wspoOlczynnik
Theila, wyrazony wzorem:

1 ~
\/N Zév=1(YT+i — Vr+i)?

1 1 ~
ER N Ry

Jego pierwiastek informuje o catkowitym wzglednym bledzie prognozy w
okresie testowania. Wspotczynnik Theila przyjmuje warto$¢ zero dla prognoz
idealnie trafnych. Im jego warto$¢ jest mniejsza, tym mniejsze sg réznice miedzy
prognozami a warto$ciami rzeczywistymi zmiennej prognozowanej. Wspdtczynnik
ten mozna rozdzieli¢ na sume¢ trzech sktadnikow, dzigki czemu mozna oceni¢
zrodta btedow predyke;ji:

TIC =

(20)

TIC? =12 + 13 + I? (21)
Poszczegolne elementy rdwnania okreslane sg nastgpujaco:
2 _ N(Jr4i=Vr+)?
1) Il B Zflv=1 y72"+i
czyli w jakim stopniu nie udato si¢ odgadna¢ $redniej warto$ci zmienne;j
prognozowane;j.

, gdzie yr,; = I? odzwierciedla obcigzenie predykcji,

2) I%okrela, w jakim stopniu zmienno§¢ prognozy i zmiennej
prognozowanej s3 do siebie zblizone. Nieodgadniecie wahan zmiennej
prognozowanej na skutek wygladzania szeregdw zwiazane jest na ogot z
mniejszg zmienno$cig prognoz niz wartosci empirycznych. Sktadnik ten
ma zwigzek z precyzja prognozowania.

3) IZ okre$la, czy wystgpita zgodno$¢ kierunkéw zmian prognoz z
rzeczywistym kierunkiem zmian zmiennej prognozowanej. 17 = 0, gdy
wspotczynnik korelacji miedzy nimi wynosi jeden. Nieodgadniecie
kierunku tendencji w szeregu $wiadczy o stabej przydatnosci modelu do
odwzorowania tych tendencji.

17 Doman M., Doman R. (2009) Modelowanie zmienno$ci. .., op.cit., s. 94.
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PROGNOZOWANIE ZMIENNOSCI PRZY UZYCIU PAKIETU SAS

Do analizy empirycznej wykorzystano logarytmiczne stopy zwrotu indeksu
WIG w okresie od 8 listopada 2010 do 6 listopada 2020. Dane z okresu od 8
listopada 2010 do 6 listopada 2019 wykorzystano do estymacji modeli. Na okres
od 6 listopada 2019 do 6 listopada 2020 dokonano prognozy. Do zbadania
zmienno$ci stop zwrotu wykorzystano rézne modele z rodziny GARCH. Na
podstawie analizy statystyk opisowych ustalono, Ze najlepiej dopasowanymi
modelami GARCH beda modele z rozktadem btedu t-Studenta. Wyniki testu
Engle’a przesadzity o wyborze modeli z opdznieniem 1. Niezaleznie od jakosci
dopasowania oraz poziomu istotno$ci parametrOw wyznaczono prognozy.

W wyniku estymacji modeli GARCH otrzymano nast¢pujace wartosci
kryteriow informacyjnych:

Tabela 2. Kryteria informacyjne

Obs Model SBC AIC
1 |ar 1 garch 1 1 | 14922,4866 | 14896,8615
2 |stgarch 1 1 14947,8663 | 14928,6475
3 |qgarch 1 1 14957,3193 | 14931,6943
4 |tgarch 1 1 14966,2723 | 14938,6473
5 | pgarch 1 1 14972,0388 | 14940,0075
6 |garch 1 1 14976,0503 | 14956,8315
7 | garchm 1 1 14983,2484 | 14957,6234
8 | egarch 1 14988,1548 | 14962,5297
9 [|igarch 1 1 16512,2964 | 16505,8901

Zrodho: opracowanie whasne na postawie estymacji w SAS

Ocena jakosci dopasowania na podstawie kryteriow informacyjnych pozwala
uszeregowa¢ modele w rankingu. Najlepszy okazat si¢ model ar(1)-garch(l, 1),
warto$¢ kryteriow informacyjnych jest bowiem najnizsza. Kolejny jest model st-
garch(1, 1). Najgorzej dopasowany okazat si¢ model igarch (1,1).

Kolejny etap polega na sprawdzeniu, czy z najlepiej dopasowanych modeli
otrzymamy najlepszej jako$ci prognozy. Do oceny jako$ci prognoz zastosowano
poréwnanie na podstawie wymienionych wczesniej btedéw prognozy (tabela 3).

Tabela 3. Ocena jakosci prognoz

Obs Model MSE MAE MAPE
1 |ar 1 garch 1 1 | 0,0003054 | 0,01063896 | 57.69
2 |[st garch 1 1 0,0002648 | 0,02066475 | 60,26
3 | qgarch 1 1 0,0003123 | 0,01631352 | 58,02
4 |tgarch 1 1 0,0003326 | 0,02252550 | 52,49
5 | pgarch 1 1 0,0002622 | 0,01075550 | 48,22
6 | garch 1 1 0,0003054 | 0,02407896 | 62,41




132 Sylwia Anna Domanska

Obs Model MSE MAE MAPE
7 | garchm 1 1 0,0002826 | 0,01785352 | 61,47
8 | egarch 1 0,0003748 | 0,02650297 | 65,59
9 Jigarch I 1 0,0003194 | 0,01208901 | 58,62

Zrédlo: opracowanie wilasne na podstawie wyliczen w SAS

Jak wida¢ nie ma bezposredniego zwigzku pomigdzy jakoscig dopasowania
modelu a jako$cig uzyskanych z niego prognoz. Réznice zarowno w dopasowaniu
poszczegdlnych modeli, jak rowniez jakoscig uzyskanych prognoz sg niewielkie.
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THE ADAPTATION OF GARCH MODELS
AND THE QUALITY OF OBTAINED FORECASTS

Abstract: Analysis of the adaptation of GARCH models presented in the
paper consists of three parts. Firstly, the theoretical considerations in this
regard was made, referring to the recommendations identified in the
literature. Secondly, practical aspects of the proper selection of GARCH
model for the time series based on the values of information criteria was
presented. Thirdly, the relation between the quality of adaptation and the
quality of obtained forecasts was indicated, using the tools of quantitative
analysis. The aim of this paper is to verify if the improvement of the
goodness of GARCH models results in better volatility forecasts.

Keywords: forecasting, GARCH models, time series, adaptation

JEL classification: C32, C53, C58, G10, G17
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Streszczenie: Celem  artykulu  byla  identyfikacja  powiatow
charakteryzujacych si¢ najwyzszym ryzykiem rozprzestrzeniania choroby
COVID-19 oraz w konsekwencji obcigzenia dla stuzby zdrowia. W badaniu
oszacowano syntetyczny wskaznik Hellwiga, ktory pozwolil na
uporzadkowanie regiondw oraz wyszczegolnienie tych znajwigkszym
ryzkiem nadmiernego rozprzestrzeniania si¢ epidemii. W artykule
uwzgledniono zestaw cech prostych charaktryzujacych dany powiat,
szczgblnie istotna okazata si¢ zmienna okres$lajagca nat¢zenie ruchu
turystycznego. Ponadto wyniki wskazujg na nieréwnos$ci pomigdzy obszarami
wiejskimi a miejskimi.

Stowa kluczowe: wskaznik syntetyczny Hellwiga, COVID-19, powiaty,
zmienne spoteczno-demograficzne

JEL classification: G11, G17

WSTEP

Koronawirusa SARS-CoV-2 zostat w Polsce po raz pierwszy
zidentyfikowany 4 marca 2020 r. Choroba wywotana przez ten wirus okreslana jako
COVID-2019, charakteryzuje si¢ wysokim stopniem zarazliwo$ci. Szacowany do tej
pory wspoétczynnik reprodukcyjnej RO waha si¢ w réznych krajach na $wiecie
w przedziale od 1,4 do 6,49 [Liu et al. 2020; Shim et al. 2020; Kuniya 2020; Prem
et al. 2020; Huang et al. 2020; Wangping; Coronavirus disease 2019]. Jednoczesnie
szacowany ogolny wspolczynnik $miertelnosci dla tej choroby oszacowano na
poziomie 1,4% [Wu et al. 2020], przy czym wskaznik ten jest znaczaco
zréznicowany w poszczegolnych grupach wiekowych. Od poczatku marca 2020 r.

https://doi.org/10.22630/MIBE.2020.21.3.13
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patogen rozprzestrzenit si¢ w catym kraju i zgodnie ze stanem na grudzien 2020 r.
skumulowana zapadalno$§¢ na COVID-19 w Polsce byla jedng z najwyzszych
w Europie i obejmuje ponad 1,2 mln potwierdzonych przypadkow.

W zwiazku z powyzszym, aby ograniczy¢ ryzyko pojawiania si¢ lokalnych
ognisk epidemii wazna jest identyfikacja powiatow o duzym potencjale
rozprzestrzeniania si¢ tej choroby. Wplyw na to moze mie¢ wiele czynnikow
geograficznych, demograficznych a nawet spoleczno-gospodarczych, ktore moga
znacznie sprzyja¢ pojawianiu si¢ nowym ognisk a w konsekwencji spowodowac
niekontrolowany wzrost liczby zarazonych. Oprocz czynnikow zwiazanych
7z gestoscig zaludnienia, wydarzenia z 2020 r. pokazuja, iz czynnikiem niosgcym
ryzyko niekontrolowanego wybuchu pandemii moze by¢ przyjecie rodzinne
(wesela). Wzmozenie ruchu turystycznego w okresie przerw od nauki, moze réwniez
generowa¢ dodatkowe ryzyko. Celem artykutlu bylo opracowanie rankingu
powiatow pod wzgledem ryzyka rozprzestrzeniania si¢ choroby COVID-19 oraz
nadmiernego obciazenia dla stuzby zdrowia.

Oprocz identyfikacji powiatow o duzym potencjale wybuchu epidemii ze
wzgledu na kazda z wymienionych zmiennych osobno zastosowano wskaznik
syntetyczny Hellwiga w celu wyselekcjonowania powiatow, w ktérych lacznie
wszystkie czynniki mogag sprzyja¢ rozwojowi epidemii. Oznacza to, ze powiaty
z najwyzszg wartoscig wskaznika moga wymagac cigglego monitorowania w celu
niedopuszczenia do niekontrolowanego wybuchu epidemii.

MATERIALY ZRODLOWE I METODY BADAWCZE

W badaniu wykorzystano dane zgromadzone w Banku Danych Lokalnych,
ktory jest najwicksza w Polsce bazg danych o gospodarce, spoleczenstwie
i srodowisku [Bank Danych Lokalnych — GUS]. Wykorzystano nast¢pujace cechy
proste: gesto$¢ zaludnienia, udziat ludnosci w wieku 60 lat i wigcej w populacji
ogélem, podmioty skupiajace w swojej dziatalnosci duze grupy osob
(przedsiebiorstwa zatrudniajacych co najmniej 250 o0sob, liczba szkot
podstawowych i ponadpodstawowych oraz liczba doméw pomocy spolecznej),
liczba turystow korzystajacych z noclegéow na 1 tys. ludnosci oraz liczba zawartych
malzenstw w danym powiecie w 2019 roku w przeliczeniu na 1 tys. mieszkancow.

W literaturze przedmiotu zaproponowano szereg metod porzadkowania
liniowego, celem tego artykutu nie byto jednak poréwnywanie poszczegdlnych
metod. W zwigzku z powyzszym, do badania wybrano jedng z pierwszych
propozycji porzadkowania liniowego przedstawiong przez Hellwiga [1968]. Nalezy
jednak pamietaé, ze oprocz licznych zastosowan metody, pojawity si¢ tez uwagi
krytyczne zwiazane z ograniczeniam zastosowania tej metody. Przyktadowo,
wystepowanie obserwacji oddalonych cech prostych, ma istotny wplyw na
zmnigjszenie zakresu zmiennoSci wartosci konstruowanej cechy syntetycznej
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i w rezultacie moze powodowac problemy dotyczace identyfikacji poziomoéw
rozwoju zjawiska [ Gtowicka-Wotoszyn, Wysocki 2018].

Metody wielowymiarowe] analizy statystycznej, a w tym metody
porzadkowania liniowego, sa czesto stosowanymi narzgdziami umozliwiajacymi
poréwnywanie obiektow niejednorodnych, ktorych rozwdj warunkowany jest
roznymi zmiennymi, a literatura przedmiotu jest do$¢ bogata (zob. [Luniewska,
Tarczynski 2006; Mtodak 2006; Kompa 2014]). Miernik syntetyczny wzorcowej
metody Hellwiga wyznaczany jest jako [Nowak 1990]:

dio /-
p=1-300 =12, ,m), (1)
gdzie
m 2105
dio = [XTL1(2i; — 20))?] (2)

jest odlegtoscig kazdego obiektu z;;' od obiektu wzorca z;; wyznaczonego jako
warto$¢ maksymalna dla cech bedacych stymulantami:

do = dy + 2s(dy), 3)
przy czym
do = %Z?:l dio» “)
zas
1an S [
s(dy) = [+ Zika(dio — do)?| - 5)
WYNIKI BADAN

Charakterystyka spoleczno-demograficzna powiatow

Do pomiaru gestosci zaludnienia w poszczego6lnych powiatach wykorzystano
ceche liczba ludnosci/km?. Na obszarach o do$¢ duzym zageszczeniu ludnosci
pojawienie si¢ osoby zarazonej moze prowadzi¢ do dos¢ szybkiej transmisji wirusa.
Do powiatow z najwyzsza gestoscig zaludnienia (z wylaczeniem miast na prawach
powiatu) nalezy zaliczy¢ powiaty zlokalizowane w centralnej i potudniowej czgsci
kraju, a w szczegdlnosci powiaty:

e wodzistawski, mikotowski, bedzinski, o$wiecimski, bierunsko-ledzinski,
bielski, rybnicki chrzanowski, wielicki oraz legionowski.

1 . . .. . _ Xij=Xj
Z;; — to zmienna poddana normalizacji zgodnie ze wzorem z;; = ——.

Sj
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Biorac pod uwagg ten czynnik powiaty (poza kilkoma wyjatkami) w
wojewodztwach podlaskim, warminsko-mazurskim oraz lubuskim cechujg
najmniejszym ryzykiem (rys. 1).

W  celu identyfikacji powiatdéw z niekorzystng strukturg wiekowa
wykorzystano ceche opisujaca udziat ludnosci w wieku 60 i wigcej lat. Powiaty
z najbardziej niekorzystna strukturg wiekowg zlokalizowane sa w wojewodztwach
swietokrzyskim, todzkim i1 podlaskim. W szczegdlnosci sg to powiaty (bez miast na
prawach powiatow):

e hajnowski, skarzyski, ostrowiecki, krasnostawski, bedzinski, ktodzki,
zawiercianski, dzierzoniowski, bielski oraz pinczowski.

Powiaty o niesprzyjajacej rozwoju epidemii strukturze wiekowej znajdujg sie
prawie w catym wojewodztwie pomorskim oraz matopolskim (rys. 2).

Do identyfikacji powiatow, w ktorych zlokalizowanych jest najwiecej
podmiotow skupiajacych duze grupy osoéb (najczgsciej w jednym budynku)
wykorzystano cechy opisujace liczbe podmiotow zatrudniajacych powyzej 250
0séb, liczbe szkot podstawowych oraz ponadpodstawowych? oraz liczbe domow
pomocy spoecznej (DPS-6w)®. Powiaty, w ktorych sumarycznie zlokalizowanych
jest najwigcej tego typu podmiotdw znajduja si¢ gldéwnie w wojewddztwach
matopolskim i §lgskim. W szczegdlnosci sg to:

e powiat krakowski, poznanski, nowotarski, tarnowski, nowosadecki,
kielecki, rzeszowski, cieszynski, ktodzki oraz zywiecki.

W tym przypadku nie da si¢ wyrdzni¢ zadnego wojewddztwa, w ktorych
powiaty moga nie by¢ zbyt narazone dziataniem tego czynnika (rys. 3).

Do zmierzenia natgzenia ruchu turystycznego w poszczegolnych powiatach
wykorzystano ceche prezentujaca liczbe turystow korzystajacych z noclegéow na 1
tys. ludnosci. Biorac pod uwage te cechg nalezy stwierdzi¢, ze do grupy powiatow
obarczonych najwiekszym ryzkiem rozprzestrzeniania si¢ choroby nalezy zaliczy¢
powiaty turystyczne zlokalizowane na wybrzezu oraz potudniowych krancach kraju,
a w szczegdlnosci powiaty:

e tatrzanski, jeleniogorski, kotobrzeski, leski, kamienski, bieszczadzki,
mragowski, gryficki, nowodworski oraz pucki.

2 Nie uwzgledniono uczelni wyzszych, poniewaz sg one zlokalizowane glownie w duzych
osrodkach miejskich. Do najwigkszych ,miasteczek akademickich” nalezy zaliczy¢
miasteczka w Krakowie oraz Lublinie.

3 Samych DPS-6w najwiecej zlokalizowanych jest w powiatach (z wylgczeniem miast na
prawach powiatu): cieszynskim, krakowskim, tarnowskim, ktodzkim, tczewskim oraz
mysliborskim.
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Nalezy zwroci¢ uwagg, ze powiaty te moga stanowi¢ miejsca zakazen oraz
rozprzestrzeniania si¢ choroby w glab kraju tym bardziej, ze najblizsze tygodnie to
sezon urlopowy (rys. 4).

Informacje o ostatnich ogniskach zarazenia, ktére wystapity po zezwoleniu na
organizacj¢ przyje¢ rodzinnych, wskazuja na kolejny czynnik zarazen, jakim sg
przyjecia weselne. W celu identyfikacji powiatdéw o mozliwie duzym natezeniu
takich przyje¢ (przy zalozeniu, ze liczba zawieranych matzenstw jest stata w czasie),
wykorzystano cech¢ odzwierciedlajgcg liczbe zawartych malzenstw w danym
powiecie w przeliczeniu na 1 tys. mieszkancoéw w 2019 roku. Biorgc pod uwage
wyzej wymieniony czynnik nalezy stwierdzié, ze do grupy powiatoéw obarczonych
najwickszym ryzkiem rozprzestrzeniania si¢ choroby nalezy zaliczy¢ nastepujace
powiaty:

e limanowski, kartuski, rycki,  bochenski, Iubaczowski, kotobrzeski,
nowosadecki, suski, lukowski oraz siedlecki.

Przy zatozeniu, iz liczba zawieranych malzenstw nie zmienia si¢ w kolejnych
latach powiaty, w ktorych notowana moze by¢ zwiekszona liczba przyje¢ weselnych
znajdujg si¢ m.in. w wojewddztwie matopolskim oraz wielkopolskim (rys. 5).

Rysunek 1. Gestos¢ zaludnienia w uktadzie powiatow w Polsce w 2019 roku
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Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych BDL GUS [dostep: 20.11.2020]
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Rysunek 2. Udziat ludno$ci w wieku 60 lat i wigcej w ludnosci ogdtem w ukladzie
powiatow w 2018 1.
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Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych BDL GUS [dostep: 20.11.2020]

Rysunek 3. Powiaty z najwigksza liczba potencjalnych skupisk ludnosci w uktadzie
powiatow w 2019 r.
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Zrodlo: opracowanie wlasne na podstawie danych BDL GUS [dostep: 20.11.2020]
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Rysunek 4. Liczba turystow korzystajacych z noclegéw na 1 tys. ludno$ci w uktadzie
powiatow 2018 r.
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Zrédlo: opracowanie wiasne na podstawie danych BDL GUS [dostep: 20.11.2020]

Rysunek 5. Rozktad liczby zawartych matzenstw w przeliczeniu na 1 tys. mieszkancow
w uktadzie powiatow w 2019 r.
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Zrodho: opracowanie whasne na podstawie danych BDL GUS [dostep: 20.11.2020]
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Syntetyczna ocena poziomu ryzyka rozprzestrzeniania si¢ choroby COVID-19
w ukladzie powiatow

Wykorzystujac wyzej wspomniane cechy do proby identyfikacji powiatow
o szczegbdlnych cechach, ktére moga sprzyja¢ powstawaniu ognisk zarazenia,
dokonano ich agregacji i wyznaczono syntetyczny wskaznik Hellwiga. Wskaznik
ten ma na celu wyznaczy¢ miare, ktora pozwoli porownaé wszystkie powiaty migdzy
soba biorgc pod uwage wszystkie czynniki tacznie. Powiaty z najwyzszym
wskaznikiem nalezy zaliczy¢ do grupy powiatow o duzym ryzyku
rozprzestrzeniania si¢ choroby, sa to w szczegolnosci:
e duze miasta wojewodzkie oraz miasta na prawach powiatu,
e powiaty z najwigkszym ryzykiem dominuja w wojewodztwach: matopolskim,
slaskim oraz t6dzkim,
e po wylgczeniu miast na prawach powiatow, powiaty z najwickszym ryzykiem to
m.in.: powiat kotobrzeski, tatrzanski, jeleniogorski, cieszynski, kamienski,
ktodzki, bieszczadzki, mragowski, leski oraz gryficki.

Tabela 1. Cechy charakterystyczne wybranych powiatow z najwigkszym ryzykiem
rozprzestrzeniania si¢ choroby

Powiat Wojewodztwo Cecha charakterystyczna

zachodniopomorskie wysokie nate¢zenie ruchu turystycznego,
wysoka wzgledna liczba malzenstw oraz

wysoki udziat ludno$ci w wieku 60+

powiat kotobrzeski

powiat tatrzanski

matopolskie

wysokie natezenie ruchu turystycznego

powiat jeleniogorski | dolnoslaskie wysokie natgzenie ruchu turystycznego oraz
wysoki udziat ludnosci w wieku 60+

powiat cieszynski Slaskie duza liczba potencjalnych skupisk ludnosci,
wysokie natezenie ruchu turystycznego oraz
wysoka gesto§¢ zaludnienia

powiat kamienski zachodniopomorskie wysokie natgzenie ruchu turystycznego oraz
wysoki udziat ludnosci w wieku 60+

powiat ktodzki dolnoslaskie duza liczba potencjalnych skupisk ludnosci,
wysokie natezenie ruchu turystycznego oraz
wysoki udziat ludnosci w wieku 60+

powiat bieszczadzki | podkarpackie wysokie natezenie ruchu turystycznego

powiat mragowski

warminsko-mazurskie

wysokie nat¢zenie ruchu turystycznego

powiat leski

podkarpackie

wysokie nat¢zenie ruchu turystycznego

powiat gryficki

zachodniopomorskie

wysokie nat¢zenie ruchu turystycznego

Zrédto: opracowanie wlasne
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Rysunek 6. Powiaty z najwigkszym ryzykiem rozprzestrzeniania si¢ choroby (najwyzszy
wskaznik)

Granice klas topologicznych stanowia kwartyle.

Zrédto: opracowanie whasne
PODSUMOWANIE

Poniewaz epidemia moze obciazy¢ systemy opieki zdrowotnej, identyfikacja
regionéw, w ktorych spodziewane obcigzenie chorobami moze by¢ wysokie
w poréwnaniu z resztg kraju, ma kluczowe znaczenie dla umozliwienia optymalnej
dystrybucji zasobow opieki medycznej. W badaniu zidentyfikowano kilka regionow
szczegolnie narazonych na nadmierne ryzyko rozprzestrzeniania si¢ choroby (biorac
od uwagg gestos¢ zaludnienia, strukturg¢ wiekowa, potencjalne skupiska ludnosci,
natgzenie ruchu turystycznego oraz liczbg zawieranych malzenstw w roku
poprzednim). Do tej grupy nalezy zaliczy¢ powiaty: kolobrzeski, tatrzanski,
jeleniogodrski, cieszynski, kamienski, ktodzki, bieszczadzki, mragowski, leski oraz
gryficki. Taki stan zdeterminowany jest gtéwnie wysokim nat¢zeniem ruchu
turystycznego. Ponadto wyniki wskazuja na nieréwnosci pomiedzy obszarami
wiejskimi a miejskimi. Przestawione badania w kolejnym kroku powinny by¢
uzupelione o przestrzenna analiz¢ dostepnosci do opieki medycznej, co umozliwi
identyfikacje regionéw z najwigkszym ryzykiem i obcigzeniem dla opieki
medycznej choroba COVID-19.
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IDENTIFICATION OF COUNTIES WITH THE HIGHEST RISK
OF SPREADING COVID-19 DISEASE IN POLAND

Abstract: The aim of the article was to identify counties with the highest risk
of spreading the COVID-19 disease and, consequently, burdening the health
service. The study estimated the synthetic Hellwig index, which allowed for
the ordering of the regions and for identifying those with the highest risk of
over-spreading epidemics. The article takes into account a set of simple
features characterizing a given county, the variable determining the intensity
of tourist traffic turned out to be particularly important. Moreover, the results
show inequalities between rural and urban areas.

Keywords: Hellwig's synthetic index, COVID-19, counties, socio-
demographic variables

JEL classification: G11, G17
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Abstract: In this paper four methods of calculating characteristic functions
and their application to selected stochastic volatility models are considered.
The methods applied are based on the assumption that the prices of European
calls are evaluated numerically by means of the Gauss-Kronrod quadrature.
Such approach is used to investigate computational efficiency of pricing
European calls. Particular attention in this matter is paid to the speed of
generating theoretical prices of the analyzed contracts.

Keywords: option pricing, the Heston model, the Bates model, characteristic
functions
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INTRODUCTION

The first model of pricing European options in continuous time was
introduced by Black & Scholes [1973]. Although the model is still widely used by
many practitioners its structure has long ceased to meet the requirements of modern
financial markets. Such view should be considered correct for at least two reasons.

Firstly, there is enough evidence suggesting the existence of so-called stylized
facts. According to Cont [2001] this term should be associated with seemingly
random variations of asset prices that have non-trivial statistical properties.
A different definition of stylized facts is proposed by Challet et al. [2001], who

! The views expressed in the article by the author are the personal views of the author and do
not express the official position of the institution in which he is employed.
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identify the above term with empirical statistical regularities in financial data (which
are not explained in terms of cause and effect - ed. by the author). Taylor [2005]
suggests a similar approach stating that stylized facts are general properties expected
to be present in any set of returns. Rogers & Zhang [2011] present a different opinion
about it. According to them, stylized facts are a set of independently recognized
characteristics relating to various instruments, markets and periods of time.
According to R. Cont [2001], stylized facts are properties that are common across
a wide range of instruments, markets and periods of time.

The following stylized facts are most often analyzed in the financial literature:

— absence of autocorrelation, except for very short time intervals where
microstructural effects start to play a role,

— (conditional) heavy tails in the (conditional) distribution of returns,

— gain/loss asymmetry (prices of financial assets and stock index values are
slower to go up and faster to go down; the opposite relationship is observed for
exchange rates),

— aggregational gaussianity (as one increases the time interval over which
returns are calculated, the distribution of returns converges to a normal one),

— intermittency of returns and volatility clustering (time series of returns are
irregular and volatility shows tendency to cluster over time),

— slow decay of autocorrelation in absolute returns,

— leverage effect (there is a negative relationship between stock returns and
both historical and implied volatility),

— volume/volatility correlation (trading volume and volatility are negatively
correlated),

— asymmetry in time scales (coarse-grained measures of volatility predict
a fine-scale volatility better than vice versa).

It is worth noting that stylized facts are not tantamount to market anomalies.
Stylized facts refer to the immanent properties of the financial market forming the
foundation for building some scientific theories. The market anomalies are regarded
as inexplicable phenomena contradicting the existing concepts and views. Such
statements seem to be in line with the opinion offered by T. Lux [2009]. It is
important to notice that although microstructural effects, heavy tails in the
distributions of returns, volatility clustering etc. are treated as immanent properties
of the variables which do not fit within the restrictive framework of some existing
models, e.g. the Black-Scholes model, they are sometimes captured by other models,
e.g. stochastic volatility models.

Secondly, as a result of the constant technological progress, the computing
power of computers is systematically increasing. It means that the range of
computational techniques that can be used in practice for the valuation of capital
assets or derivatives is expanding. The mathematical tools that have gained particular
importance in this context are the characteristic functions. They can be applied to
many option pricing models, including the stochastic volatility models.
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The aim of the article is to show that the process of pricing European options
in selected stochastic volatility models can be improved in terms of computational
speed. The article is organized as follows. In the first section two stochastic volatility
models of pricing European options are investigated, i.e. the Heston model [Heston
1991] and the Bates model [Bates 1996]. In the second section, some approaches to
calculating characteristic functions are presented. In the third section, the
computational speed of pricing European options is investigated. Finally, in the
fourth section, this article has been summarized and some major conclusions have
been drawn.

SELECTED STOCHASTIC VOLATILITY MODELS

In this section, two stochastic volatility models of pricing European options
are analyzed: the Heston model and the Bates model.

The Heston model

In the Heston model, the dynamics of the underlying asset price S and the
volatility process a2 are governed by two stochastic differential equations:

dSt = ‘L{Stdt + i/ O-tZSfdwl,t‘ (1)
do? = k(6 — of)dt + vy o2 dWs . ()

where: S; denotes the spot price of the underlying asset at time t, u is the constant
(drift), o is the instantaneous variance, 6 is the long-term variance, k is the mean-
reversion rate, and v is the volatility of the variance process. It is worth noting that
under Feller’s condition, i.e. 2xf > v?, the variance process remains always
positive. The Brownian motions W, and W, are correlated with a constant p.

The formula for the price of a European call in the Heston model takes the
following form:

CH(St: Utz»t) = Stle(St' Utz;T) - e_rTKPZH(St' UtZ'T)- (3)

where: T =T —t, r is the risk-free rate, K is the exercie price, P{(s;, 07,7) and
PH (s, 02,7) are the probabilities of expiring European call in-the-money.

Although Pf!(s.,02,7) and P4 (s, 02,7) are not known they can be easily
extracted from the characteristic functions, for j = 1,2, i.e.:

—I¢InK 4j,H 2
e 4’;{ (§.50,0¢ )) de. (4)
where: R(. ) is the real part of the subintegral function, I is the imaginary unit of the
complex number, ¢/H(&,s,,07) is the characteristic function of s, = [nS,
(corresponding to PjH (St, o7, T)). The remaining notation is the same as previously
introduced.

1 1 o0
PjH(stro-tz'T) = E+;L.f0 m(
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Theoretical price of a European call can be obtained under the assumption that
the general form of the characteristic functions of s; (corresponding to probabilities
PjH, for j = 1,2), is the following:

GIH(E s, 08) = eCiED+D;(§T)0f +1Es, (5)

1_giedj‘l.'

where:  C;(§,7) =rléT + :—2 [(bj —vupl& + dj)r - Zln( — )], D;j(¢,7) =

bj-vplé+d; 1-e4® _
2 1_gjedj‘[ b} ul =

bi—vplé+d; , 2
gj= —bj-—vpﬂf—dj-’ za$ d; = \/(vp]lf —b;)" —v?(2y Il — £2).

The figure below presents the payoff functions of a European call in the
Heston model (C# (S;, 07, t)) compared to the payoff functions of a European call in
the Black-Scholes model (C(S;, t)) assuming that: S, € [70,130], K = 100, g; =
0.2, r=5%, v=0.04, k =15, 1 =3, 8 =0.04, p = 0.8 for different periods
remaining to expiration, i.e. % € {0.1;0.4;0.7}.

N |-

,u2=—%,a=lc9, by =k+A—vp, by =Kk +4,

Figure 1. Payoff functions of a European call in the Heston model and the Black-Scholes
model assuming that: S; € [70,130], K = 100, 0, = 0.2, r = 5%, ? €
{0.1;0.4;0.7},v = 0.04,k = 1.5,1=3,6 = 0.04,p = 0.8
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Source: own preparation

It is worth noting that pricing of options using the method described above is
inefficient. In eq. 3-4 there are two integrals and each of them has to be evaluated
numerically. It means that the computational effort necessary for the valuation of
options is huge. A straightforward solution to the problem lies in the application of
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alternative methods in which only one characteristic function is used. This issue will
be discussed in next section of this article.
The Bates model

In the Bates model [Bates 1996], the underlying asset price process is
detrmined by two equations, i.e.:

dSy = (u— 2w))Sedt + [ o2S;dW, ¢ + ]SidN. (6)
do? = k(6 — of)dt + vy/atdW, . (7)

where: S; denotes the spot price of the underlying asset at time ¢,y is the
instantaneous expected rate of appreciation of the underlying asset, A is the annual
frequency od jumps, J is the random percentage jump conditional on a jump
occuring, N, is the Poisson counter with intensity A, o is the instantaneous variance
of the price process. It is worth noting that: 1 + J~LN (ug, 52). Moreover, the
Brownian motions W; and W, are correlated with a constant p and the relationship
<M5+a—§)

between y1; and pg is the following: pu; = e ) -1

The price of a European call in the Bates model can be evaluated in the same
manner as in the Heston model. Thus, the theoretical framework discussed herein is
simple on the one hand, while, on the other hand, the drawbacks of the applied
approach concerning computational inefficiency remain the same.

Similarily to the Heston model, the methodology of pricing options in the
Bates model is based on characteristic functions. For the purpose of further analysis
it is assummed that the characteristic funcion needed for the valuation of European
options is as follows:

¢2,B s, O.tZ) — eCZ(5,7:)+D2({,‘L’)crt2+?(f)/1‘r+llfst (8)

€3
where: P(§) = —p I + ((1 + #])ergg(7)(ng_1) — 1), and both C,(¢,7) and

D,(&,7) can be concluded from the Heston model. The remaining notation is the
same as in the previous case.

The formulas that can be used for pricing European options are presented in
the next section of this article.

The figure below presents the payoff functions of a European call in the Bates
model (CB(S;, 0#,t)) compared to the payoff functions of a European call in the
Black-Scholes model (C(S;, t)) assuming that: S, € [70,130], K = 100, ¢, = 0.2,
r = 5%. Additionally, it is assumed that: v = 0.04,v = 0.04, k = 15,1 =3,0 =
0.04, p = 0.8, ug = —0.05, and o5 = 0.00004 for different periods remaining to
expiration, i.e. ? € {0.1;0.4;0.7}.
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Figure 2. Payoff functions of a European call in the Bates and the Black-Scholes model
assuming that: S, € [70,130], K = 100, o, = 0.2, r = 5%, % € {0.1;0.4;0.73,
v=0.04k=1521=3,6=0.04,p =08, ug = —0.05 and g5 = 0.00004
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Some alternative methods of pricing European options by characteristic
functions are presented below.

CHARACTERISTIC FUNCTIONS

There are numerous ways of deriving characteristic functions for the purpose
of pricing European options. In this article particular attention is paid to the formulas
developed by Carr & Madan [1999], Attari [2004], Bates [2006] and Orzechowski
[2018], only. On the basis of the formulas, the theoretical values of European calls
in the Heston model and the Bates model are determined. It should be noted that in
all equations presented below it is assumed that t = 0. The remaining notation
remains consistent with the one introduced previously.

The Heston model
1. The Carr & Madan approach [Carr, Madan 1999] for a = 1:
—ak —rT 42,H 2
H 2 _ ¢ © ke ¢ (f—(a+l)]1,so,do))
¢ (50, %0 0) s fO R (e a2 +a—&-+1(2a+1)¢ dg. ©)
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2. The Attari approach [Attari 2004]:

I o —1¢l
CH (’50: 0-6' 0) = SO (1 + e;f() R <Hif+ﬂ) II)Z'H(E' So» 06)) df) +

—e T K (% LEIA (efdﬂﬂ(sﬁ s0,a§>) df) . (10)

K
where: | = In (W)
3. The Bates approach [Bates 2006]:

Sten(&)

— 1 1 ro0
CH(Sy,08,0) =S, —e "TK <§+ Efo m(eﬂf(l_ﬂf)>(p2ﬂ(f, So» a&)df) . (1)

4. The Orzechowski apporach [Orzechowski 2018]:

H 2 =1 —rr 1 [ —1ek 9> (§-1s0.08)
CH(S0,03,0) =38, +e 7T~ [ "5 (e i )de. (12)
It is worth noting that: 1 (&, so, 08), > (&, 50,08), Y (&, 59, 0¢) and
@ (&,50,08) are characteristic functions corresponding to Pf(s,07,7) and
pH (St, J%, T), respectively. The functions corresponding to PH (St, 0?, T) are
determined by the following equations:

PP (E, 50, 02) = eC2EM+D2(ETIo8 +150, (13)

YHH(E,50,08) = pPH(E, 50,08 )e o507 ITT, (14)
120 = ) ) IS .

?H(&,50,08) = p?H (£, 50,08)e 1% (15)

The Bates model

1. The Carr & Madan approach [Carr, Madan 1999] for a = 1:
B 2 e oo —lek e_rT¢2'B(§—(a+1)lI,so,U%)
CB(Sy,02,0) = —fo R (e )df. (16)

a2+a—€2+ﬂ(2a+1)§

2. The Attari approach [Attari 2004]:
o lél
1(&+1)

CB(Sy,02,0) = S, <1+§f0°°m< ¢2'3(5,50,05)> d€>+

—e 'TK <§+§ fj"m(%flxpzrl?(f, S0, ag)> df). (17)
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where: [ = In (L)

Soe‘rT
3. The Bates approach [Bates 2006]:
1 1 ro0 e_mn(%)
CB(SO, O'g, 0) = SO - e_TTK E + ;J.O R m (pz'B(f, So» O'g)df . (18)
4. The Orzechowski apporach [Orzechowski 2018]:

1 71 [ _1ék 975 (§-1s0.98
CB(SOI Ug; 0) = ESO + e TT;fo m (e ka Hg(ﬂf‘:f)a())) df (19)

It is worth noting that: ¢2B(E,sy,02), Y?B(§ s0,08) as well as
@%B(&,54,08) are characteristic functions determined by the following equations:

d2B(E,50,02) = eC2(ET)+D2(§T)ad +P(§)AT+1Es0 (20)
WP (§,50,08) = p*F(§, 50,08 )e 1507 2D
(pZ’B(EI SO'Jg) = ¢2,B(E: SOJO-(%)e_HSSO' (22)

RESULTS

In order to investigate which of the approaches proposed in the previous
section is the most efficient one in terms of computational speed, appropriate codes
are developed in the Mathematica 10.2. It is assumed that integrals in the formulas
for the prices of European calls are evaluated numerically by means of the Gauss-
Kronrod quadrature. Graphs are smoothed by averaging runs of five elements. The
package is launched on a computer with Intel i7- 1070 CPU @ 2.90 GHz processor
with RAM memory of 32 GB. Cache memory is cleared before starting codes
allowing for the valuation of options.

The results of the research carried out are shown in the graphs below - see
Figures 3 and 4.
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Figure 3. Computational speed in the Heston model assuming that S, € [70,130], K =
100, 0, = 0.2,7 = 5%, v = 0.04, k = 1.5, 1 = 3, 8 = 0.04, p = 0.8 for (a)
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Figure 4. Computational speed in the Bates model assuming that S; € [70,130], K = 100,
0:=02,r=5%.v=0.04,k=151=3,0 =0.04,p = 0.8, us = —0.05 and

g = 0.00004 for (a) ? = 0.1, (b) % = 0.4 and (c) ? =07
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The results obtained show that the speed of pricing European options in the
Heston model and the Bates model depends on the way the characteristic functions
are calculated. The closer the time to expiration the better (in terms of computational
speed) is the method developed by Orzechowski [Orzechowski 2018]. The closer the
moment of writing European options, the more ambiguous become the differences
between alternative methods of pricing derivatives. An exception to the rule applies
to the Attari method. In both option pricing models this approch allows for the
slowest pricing of the contracts being considered (regardless the time to expiration).

SUMMARY

In this article some selected methods of determining characteristic functions
were applied to the valuation of options. Based on the results obtained it can be
concluded that the characteristic function developed by Orzechowski [Orzechowski
2018] allows for the fastest pricing of European options in the Heston model and the
Bates model. This is true under the assumption that the prices of the contracts are
evaluated numerically by means of the Gauss-Kronrod quadrature. It should be noted
that although the results are vulnerable to the time to expiration, nevertheless
abovementioned conclusion should be maintained in its current form.

Further research should focus on analyzing the speed of pricing European
options in other stochastic volatility models. Particular attention in this matter should
be paid to the selection of both numerical methods used to approximate theoretical
values of the analyzed instruments and characteristic functions of s;.
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Streszczenie: W pracy zaproponowano uzycie oprocz wzorcoOw negatywnego
i pozytywnego dodatkowego wzorca posredniego do budowy miernika
syntetycznego, przeznaczonego do porzadkowania i podziatu obiektow na
grupy. Na przykladzie rzeczywistego podzialu funduszu premiowego
pomigdzy jednostki biznesowe w duzej korporacji, zaprezentowano
uzyteczno$¢ takiego podejécia. Przeprowadzone badania wykazaly duza
przydatnos¢ omowionej metody do porzadkowania i grupowania obiektow.

Stowa kluczowe: trojwzorcowe mierniki syntetyczne, mediana Webera,
metoda TOPSIS, klasyfikacja, funkcja uzytecznosci

JEL classification: C1, G2

WSTEP

Podstawowym celem Wielowymiarowej Analizy Poréwnawczej (WAP) jest
dokonanie porzadkowania, a nastgpnie grupowania obiektow (jednostek), ktore sg
opisane wektorami z wielowymiarowej przestrzeni cech. Do porzadkowania
1 grupowania stosowanych jest wiele metod [zob. Binderman 2006; Binderman i inni
2008, 2010; Borkowski i inni 2020; Cieslak 1976; Borys 1978; Hellwig 1968;
Kukuta 2000; Malina 2004; Mtodak 2006; Panek 2010; Gatnar, Walesiak 2009;
Zelia$ 2000], ktore zazwyczaj daja rézne wyniki. Metody te sa czgsto stosowane
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w praktyce do oceny pracy (takze do jej premiowania) zespotéw ludzkich
w ztozonych strukturalnie korporacjach. Jednakze wybor wskaznika syntetycznego
bedacego podstawa oceny, a szczegdlnie podziatu zespotow na tzw. grupy premiowe
budzi niejednokrotnie wiele dyskusji. Jest to spowodowane faktem, ze
niejednokrotnie niewielkie zmiany w sposobie budowy wskaznika wplywaja na
znaczgce zmiany w klasyfikacji poszczegdlnych zespotow do grup premiowych.
Dlatego waznym zagadnieniem jest ograniczenie tego typu wrazliwosci. Z tego
powodu celem tej pracy bylo wskazanie mozliwosci ograniczenia wrazliwosci
wynikoOw grupowania opartych o wartosci roéznych miernikow/wskaznikow
wykorzystywanych do oceny i klasyfikacji badanych obiektow. Jednym ze
sposobow osiagniecia tego celu jest - wedlug naszych badan - oparcie definicji
wskaznikdéw o wigcej niz 2 wzorce, czyli zastosowanie tzw. wzorcOw posrednich.

METODY I TECHNIKI BUDOWY WSKAZNIKA SYNTETYCZNEGO

Ogolnie w naukach przyrodniczych (fizyce matematycznej, matematyce)
uwaza sie, ze zagadnienie (brzegowe, poczatkowe) jest poprawnie postawione,
jezeli:

e przy okreslonych warunkach istnieje rozwigzanie tego zagadnienia,
e rozwigzanie to jest jednoznaczne,
e rozwigzanie to zalezy w sposob ciagly od zadanych warunkow (jest stabilne).

W naukach ekonomicznych zagadnienie poprawnie postawione jest roznie
opisywane. Na przyktad, wedlug okreslen podanych w serii prac Jacksona [1969]
zagadnienie jest poprawnie postawione, jezeli:

e w wyniku zastosowanego algorytmu otrzymujemy jeden wynik,

e otrzymana klasyfikacja (uporzadkowanie) jest stabilna. (Czyli otrzymana
klasyfikacja nie moze by¢ ,,razaco odmienna” od klasyfikacji otrzymanych przy
matych zmianach w danych wej$ciowych).

e uzyty algorytm musi by¢ niezmienniczy wzgledem permutacji zaréwno
zmiennych i1 nazw obiektow, ktore majg by¢ klasyfikowane. Oznacza to, ze
algorytm musi by¢ niezalezny od etykietowania zmiennych i obiektow.

e uzyty algorytm musi by¢ niezalezny od skali. Oznacza to, ze algorytm musi by¢
niezmienniczy przez mnozenie macierzy podobienstwa przez stalg dodatnia,
r6zng od zera.

Warunki te sg wyraznie nie wystarczajace, poniewaz pomijaja zupeknie
problem nierozwigzanych kwestii adekwatnos$ci konfiguracji poszczeg6élnych klas
w stosunku do szczegdlowych zwigzkow migdzy obiektami, czy do szczegdlnych
potrzeb. Do powyzszego problemu odnosi si¢ praca Binderman [2015]. Z kolei
Breiman [1994] w swojej pracy stwierdza, ze pojedynczy klasyfikator (miernik
syntetyczny) moze by¢ daleki od optymalnego, natomiast kombinacje wielu daja
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klasyfikator bliski optymalnemu i stabilny. Niestety w przypadku” stabych”
klasyfikatorow w wyniku kombinacji mozna otrzymac¢ klasyfikator jeszcze gorszy.
Ogolnie z literatury przedmiotu wynika, Zze nie ma jednego uniwersalnego
klasyfikatora i zazwyczaj zalecane jest stosowanie miernikow bedacych funkcja
roznych klasyfikatoréw. Oczywiscie kazdy badacz dazy do ideatu, czyli wynikow,
ktore nie zalezalyby od doboru cech, sposobu normalizacji zmiennych, wyboru
miary odlegtosci (niepodobienstwa) i techniki budowy miernika syntetycznego.

W polskojezycznej literaturze wielu autorow nie zawsze uwzglednia
powyzsze zalecenia. Sktonito nas to podjecia proby poprawy technik konstrukcji
nowych miernikoéw, jak rowniez do poprawy juz uzywanych miernikow. W pracy
ograniczyliSmy si¢ do miernikow, ktore maja charakter funkcji uzyteczno$ci w
warunkach niedosytu [Binderman, Borkowski, Szczesny 2008]. W tym celu
wprowadzili$my pewne oznaczenia formalne.

Niech X=R', R=(-0,+0), neN oznacza n-wymiarowg przestrzen
wektorowg. Rozwazmy problem polegajacy na klasyfikacji me N obiektow Oy,
0Og,...,0, badanego zjawiska za pomocg ne N zmiennych (cech). Niech wektor
Xi=(Xi7,Xi2--..Xin) €X, i=1,2,...,m, opisuje i-ty obiekt. Jezeli xu>xi (xi>x;) dla
k=1,2,...,n, to pisa¢ bedziemy

Xi>Xj, (Xi>X;),
gdzie i, j €[1,m].

Nietrudno zauwazy¢, ze jezeli X;>X; 1 X#X; to w niektorych przypadkach
naturalnym jest nazywac obiekt X; lepszym (wyzej ocenianym) od obiektu X;.
Oznacza to, ze zadna ze sktadowych wektora X; nie jest mniejsza od odpowiednich
sktadowych wektora Xj, a przynajmniej jedna z nich ma warto$¢ wigksza, tj. istnieje
takie ke[1,n], ze Xu>Xjr.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

Xo = min x; Xp = Mmax xj., k=1,2,...n
0,k 1<ism i,ks 0,k 1<i<m i,k» 94y
Xmeax = mediana(Xyy, Xok oor Xmi), k=12,..,n,
X0:=(X0,1,X0.25++X0.n)> XKt 1:=(Xm+1,1,Xmt1,25+++»Xm+1.n)5

xmed::(Xmed, 1,Xmed, 25+ aXmed,n) .
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Niech obiekt O bedzie opisany przez wektor X, obiekt Om+1 bedzie opisany przez

wektor Xpi+1, za$ O,eq jest obiektem opisanym przez wektor ,,medianowy” Xped .
Oczywistym jest, ze obiekty: Oy, Om+1 (by¢ moze fikcyjne) sa odpowiednio nie
lepsze, nie gorsze od pozostatych obiektow O1, Os....,Om, tj.

Xm+1=Xi oraz Xi=> Xo dla kazdego i: m>i>1.
W zwigzku z powyzszym oznaczmy przez

<X0, Xm+1>:={X € R : X0 <K< Km+1}.
Oczywiscie, Xmed € <X, Xm+1>

W przypadku gdy obiekty Qg i Om+1 s3 r6zne od rozwazanych obiektow O,
0.,...,0n, to obiekty te spetniaja rol¢ obiektu najlepszego, obiektu najgorszego,
odpowiednio i beda traktowane, jako wzorce. Podobnie jako wzorzec bedziemy
traktowali obiekt medianowy Omes. Oczywiscie w zalezno$ci od praktycznych
zastosowan zamiast obiektu Omeg mozna wzia¢ inny obiekt modelowy (np.
rzeczywisty) na podstawie ustalen eksperckich. Mozna takze wybra¢ wigcej takich
obiektow wzorcowych. W pracy prezentujemy efekt przyjecia jednego obiektu, ale
czytelnik w tatwy sposdb moze wykorzysta¢ te ide¢ na wigkszg liczbe obiektow,
okreslajac jakie wartosci powinien przyja¢ wskaznik syntetyczny w przypadku tych
dodatkowo wybranych obiektow.

Funkcj¢ uzytecznosci U, ktéra spelnia warunek:
uxXo)=0 1 uXm+1)=1,
nazywac bedziemy znormalizowang funkcja uzytecznosci [Panek 2000].

Zauwazmy, ze jezeli dana funkcja uzytecznosci U indukuje relacje preferencji

w zbiorze m+3 obiektow

W:={X0,X1,X250500sXimy sXin+1, Kied } 5
to funkcja ztozona g( U(X)), gdzie g: R—*R jest funkcja rosnaca, jak rowniez funkcja
uzytecznos$ci, generujaca ta samg relacje preferencji w zbiorze obiektow W co
funkcja U(x).

Wykorzystujac powyzsza wlasnos¢ celowe jest unormowanie funkcji
uzytecznosci polegajace na wybraniu takiej funkcji, g aby jej wartos¢ dla obiektu
najgorszego Xo wynosita 0, warto$¢ za$ dla obiektu najlepszego Xm+1 wynosita /, tj.,
aby:

L. g(U0x) =0,
2. g(UXKn+1)) = 1.
Korzystajac ze znanych postaci funkcji U(X) w naszej pracy (zdajac sobie sprawe,

ze takich funkcji jest nieskonczenie wiele) podajemy przyktad takiej funkcji jednej
zmiennej g(u), ktora spetniataby jeszcze jeden warunek:
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3. g(U(XKmnea)) = 1/2.
Najprostszg funkcjg speniajgca te trzy warunki jest funkcja kawatkami liniowa

—u dla 0fu<a

2a
u)= _ 1),
9w (u1)+1 dla a <u<1 M
2(1-a)

0= U(Xineq).

Duzg klas¢ miernikow syntetycznych wykorzystywanych w badaniach naukowych i
praktyce gospodarczej mozna wyrazi¢ jako odlegtos$¢ od jednego lub dwu wzorcow.

Jesli symbolem d oznaczymy miare odlegto$ci miedzy obiektami, symbolami Xmin,
Xmax Wwektory opisujace, odpowiednio obiekt najgorszy 1 najlepszy,
charakteryzowane za pomoca cech bedacych stymulantami, to dla

Xe <Xmin X hax > znane z literatury sa nastgpujgce mierniki syntetyczne:

Ml (X) — d(Xpin , X)

b
d(Xmin > Xmax)

_ _ d(Xnax , X)
Mz (X) =1 d(Xmin , Xmax)
M () +Mp (X) _ l + d(Xmin , X)-d(Xmax » X)
2 2 2d(Xmin » Xmax)

M3z (%) =

9

My () = \/ My ) M5 (%)

lub w postaci tradycyjnej czyli ,,w jezyku odlegtosci”

1
My (%) = m\/d(xmin , X)d (Xonin s Xmax)-d(Kmax » X) ,
Ms (X) — Mq(%) _ l + d(Xmin 5 X)

1My ) =Mz () 2 d(nin » X)+d(Xmax , X)

Mierniki My i My wykorzystuja w zasadzie tylko jeden wzorzec, natomiast
M3, M5 i Ms wykorzystuja dwa wzorce. Mierniki te mozna potraktowa¢ jako
narzedzia rozwigzywania wielokryterialnych probleméw decyzyjnych. Mierniki M
i Mz wykorzystuja jedno kryterium natomiast M3z, My i Mgwykorzystuja dwa
kryteria.

Podane wyzej mierniki sg znormalizowane tj.
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0<M(x) <1 dla X€E<Xg,X;41 >dla k=1,2,...,5.
Zauwazmy ponadto, ze:

./'/Lk(xO) =0, Mk(xm+1) =1 dla k=1,2,...,5.

W pracy Hellwiga 1968 podany miernik obiektow przy zastosowaniu standaryzacji
cech, wykorzystuje obiekt najlepszy Xqx 1 miernik M, .

Miernik Mg zwigzany jest z metoda TOPSIS (Technique for order Preference
by Similarity to Ideal Solution) [Hwang, Yoon 1981]. Metod¢ TOPSIS mozna
zakwalifikowa¢ do metod rankingowych shuzacych do podejmowania decyzji
wielokryterialnych. Metodami tego typu sg rowniez znane metody SAW (Simple
Additive Weighting) [Chen, Hwang 1992; Neuman 1998; Zhang 2004] oraz AHP
(Analytical Hierarchy Process) [Saaty 1980, 1995].

W szeregu prac m.in. Binderman [2006] podano teorie i zastosowania
miernika MMy (M3) w ocenie regionalnego zréznicowania rolnictwa w Polsce,
pokazano, ze stosowanie metod opartych tylko na jednym wzorcu, w wielu
przypadkach prowadzi do otrzymania btednych wynikéw, ktére nie spetniajg
warunkow poprawnos$ci, wedlug Jacksona [1969], zobacz réwniez Kukuta, Luty
[2017].

W pracy proponujemy zmodyfikowana technike budowy miernika
syntetycznego, poprzez dodanie co najmniej jednego dodatkowego wzorca, czyli
dotozenie w technologii budowy wskaznika przeksztalcenia jego wartos$ci wedtug
wzoru (1) lub bardziej rozbudowanej funkcji g jesli chcemy wiaczy¢ wigcej niz
jeden punkt wzorcowy. Rekomendujemy metody oparte o co najmniej trzy wzorce:
wzorzec minimalny, maksymalny i wzorzec posredni oparty np. na medianach
danych, czyli miernik o postaci:

Mo () = g(u(»)), gdzie u(x)=M, (%).
Nowy miernik Mg ma nastepujgce wlasnosci:
Ms(%g) =0, Mc(Kipea) =1/2, M(Kppyq) =1,
gdzie Xo, Xmed, Xm+1 s3 okreslonymi wczesniej wektorami wzorcowymi.
BADANIE EMPIRYCZNE
W tabeli 1 zamieszczono 5 stymulant stuzacych do oceny efektow

biznesowych pracy 16 oddziatow pewnego duzego Banku (archiwalne dane
rzeczywiste). Wartosci stymulant zostaly znormalizowane przy wykorzystaniu
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techniki nazywanej unitaryzacjg zerowang [Kukuta 2000]. Oddzialom nadano
sztuczne nazwy O01,...,016.

W standardowej procedurze premiowania oddziaty sa dzielone na 4-ry
uporzadkowane grupy, i kazda grupa otrzymuje ustalony procent funduszu ptac jako
fundusz premiowy. Oczywiscie wspotczynniki stanowigce procent funduszu ptac sa
zazwyczaj do$¢ znaczaco zrdéznicowane w zalezno$ci od grupy, do ktorej
przydzielono poszczegdlne oddzialy (najwigkszy otrzymujg oddziaty z grupy 1
anajmniejszy z grupy 4). W tabeli tej zostaly podane takze wartosci 6-ciu
wskaznikow syntetycznych otrzymanych jako odleglos¢ od jednego lub dwu
wzorcow (kolumny W1,...,W6) oraz informacje o podziale oddziatéw na 4-ry grupy
w zalezno$ci od warto$ci poszczegodlnych miernikow/wskaznikow w stosunku do 3-
ech nastgpujacych progdw: m;-Si, m;, mi+S; dla i=1,...,6 gdzie m; oznacza $rednig
warto$¢ Wi, a S; odchylenie standardowe W;. Jako wzorce w tym przypadku
postuzyly wektory

Xy =(0,0,0,0,0) oraz x;7 = (1,1,1,1,1).

Natomiast wskazniki zostaty okreslone jako: W1 - odlegtos$¢ od pozytywnego
wzorca wedtug metryki Minkowskiego z p=1, W2 oraz W3 — odpowiednio odlegtos¢
euklidesowa od negatywnego i pozytywnego wzorca, W4- to odleglos¢ euklidesowa
od obu wzorcow wedlug formuty Topsis, a W5=(W2+W3)/2, W6=(W2*W3)"0,5.

Z przeprowadzonej analizy wynika, iz podziaty na grupy zaleza od wybranego
miernika/wskaznika syntetycznego (por. tabela 1). Mozna oczywiscie
przeanalizowa¢ np. macierz podobienstw dotyczaca tych 6-ciu podziatéw i wybraé
reprezentanta. Jednak wtedy rozpocznie si¢ dyskusja jaka miar¢ podobienstwa
wektorow wybra¢. Naszym zdaniem lepszym rozwigzaniem jest wybranie
dodatkowego posredniego wzorca (lub wigcej wzorcoOw posrednich) i ustalenie
warto$ci naszego miernika. W tabeli 2 przedstawiliSmy wyniki dla tych 6-ciu
wskaznikow w przypadku, gdy zastosujemy funkcje opisang wzorem (1).

W oparciu o przeliczone wartosci miernikow dokonaliSmy podziatu na cztery
grupy. Wektor odpowiadajacy dodatkowemu wzorcowi to Xmed = (0,378; 0,400;
0,343; 0,362; 0,195), a wartosci wskaznikow W1,...,W6 dla tego wzorca wynosza
odpowiednio 0,337; 0,345; 0,333; 0,509;0,506 oraz 0,480. Po takim przeksztatceniu
warto$ci miernikow syntetycznych w tym przypadku otrzymali$my petng zgodno$¢
podziatu na grupy. Oczywiscie nie zawsze tak si¢ musi wydarzy¢. Jednak zazwyczaj
dotozenie wzorca posredniego zmniejszy réznorodno$¢ podziatéw na grupy. W
bardziej skomplikowanych przypadkach nalezy zastanowi¢ si¢ nad uzyciem
wigkszej niz jeden liczby wzorcow posrednich. Innym rodzajem wzorca posredniego
moze by¢ zamiast Xmed wektor Xweb indukowany przez mediany Webera danych.
Wektor ten minimalizuje sume odleglosci od obiektow Oy, Ops,...,016 [Mtodak
2006].
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W przypadku danych podanych w tabeli 2 i odleglosci euklidesowej jest to
wektor Xweb = (0,374; 0,434; 0,384; 0,408; 0,307). Sprawdzilismy, ze w przypadku
wykorzystania tego wzorca w procesie podziatu na grupy do danych z tabeli 1
otrzymujemy podziat identyczny z tym zapisanym w tabeli 2. Zmienig si¢
oczywiscie wartosci w kolumnach W1-W6.

Tabela 1. Ocena 16 obiektow opisanych 5-cioma wskaznikami czastkowymi za pomoca
6-ciu wybranych wskaznikow syntetycznych

wartos$ci wskaznikow czastkowych warto$ci wskaznikow grupy
X1 | x2 [ x3 | x4 |xs [wi|w2|ws |[wa|ws|wel[W[WWIWIWIW
1 |2 [3[4][5]6
001 0]0,586| 0,4]0,324(0,1190,286(0,35310,256{0,322(0,305(0,301|3 |3 |3 |4 |4 | 4
002 | 0,344 | 0,401 0]0,203{0,515]0,293 10,342 0,271 {0,319 {0,306 {0,304 3 | 3 |3 |4 |4 | 4
003 | 0,341 010,154 0,304 | 0,0390,168 {0,216 {0,156 {0,204 {0,186 (0,184 4 | 3 |4 [ 4 | 4 | 4
004 | 0,204 | 0,305 | 0,255 0,352 0,355 0,294 {0,300 0,292 {0,297 {0,296 {0,296 3 | 3 |3 |4 |4 | 4
005 |0,3850,304 | 0,146 | 0,536 0,104 {0,295 (0,335 (0,277 {0,317 {0,306 {0,305 3 |3 |3 |4 |4 |4
006 | 0,591 0,487 (0,194 0,399 0,497 10,434 {0,454 10,418 {0,438 {0,436 (0,436 2 |2 |2 |3 |3 |3
007 10,3980,702 | 0,582 | 0,496 010,436 10,497 0,387 (0,448 |0,44210,4391 2 | 2 |2 |3 |3 |3

008 | 0,674 0,971 1| 0,7910,72910,833 {0,843 (0,788 0,799 |0,815 {0,815 | 1

—
—_
—_
—_
—_

009 | 0,370,266 0,163 {0,371 0,125]0,259 (0,278 0,252 (0,271 10,265(0,265( 3 |3 |3 |4 |4 | 4
010 | 0,449| 0,560,848 0,479 110,667 (0,702 (0,602 |0,6380,65210,650( 1 | 1 |1 [2 |2 |2
Ol11 | 0,441 0,544 | 0,455 010,05310,299 (0,374 (0,263 |0,337]0,319(0,314 3 |3 |3 {3 |4 |3
012 110,41110,5070,169|0,265]0,470 {0,552 (0,397 |0,478 10,474 (0,468 2 |2 |2 [ 3 |3 |3
013 0,144 0,187 0,208 | 0,247 | 0,079 10,173 10,182 (0,171 |0,180 0,177 {0,177 4 | 4 |4 |4 |4 | 4
014 | 0,087 0,023 |0,356| 0,63| 0,4310,305(0,3790,2700,341]0,324(0,320( 3 |3 |3 |3 |3 |3
015 10,438 110,543 110,55210,707 {0,747 0,619 |0,662 10,683 {0,680 1 | 1 |1 [2 |2 |1
016 |0,119(0,202| 0,330,229 0,045]0,1850,209 (0,179 (0,203 0,194 (0,194 4 |3 |4 [ 4 |4 | 4

m 0,374 10,434 | 0,384 | 0,408 | 0,307 0,381 {0,384 {0,380 (0,503 |0,502 |0,488
S 0,239 0,282 0,259 | 0,240 | 0,283 10,192 0,192 {0,174 (0,172 /10,182 {0,181
\Y% 0,639 0,649 | 0,675 0,588 0,921 (0,504 0,500 (0,457 {0,342 {0,362 {0,372
Q1 ]0,1590,218 {0,171 0,234 0,060 (0,266 0,284 (0,253 {0,278 {0,273 0,273
Q2 10,378 0,406 | 0,343 10,362 | 0,195]0,297 {0,364 (0,274 10,329 {0,313 {0,309
Q3 0,447 0,580 0,534 0,526 | 0,511]0,462 {0,538 (0,413 (0,470 |0,466 {0,461

Zrédto: opracowanie wlasne

Na zakonczenie analizy warto zwroci¢ uwage, iz rozktady wartosci 6-ciu
wskaznikow syntetycznych po zastosowaniu wzorca posredniego staly si¢ mniej
sko$ne oraz ich $rednia i mediana sg w poblizu wartosci 0,5. Wydaje sig, iz takie
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przeskalowanie wartosci wskaznikéw syntetycznych prowadzi
czytelnego przedstawienia efektdéw oceny poszczegdlnych obiektow. Takie
postepowanie jest takze bardziej odporne na zaburzenia, spowodowane dodaniem
jednego lub wiecej obiektow, ktore maja znaczaco lepsze wyniki niz pozostate
obiekty (czyli na zjawisko znacznego sptaszczenia wynikow pozostatych obiektow).

Tabela 2. Wartosci wskaznikow z tabeli 1 po przeksztatceniu przez funkcje g(u)

do bardziej

Zrodto: opracowanie wlasne

PODSUMOWANIE I WNIOSKI

wartosci wskaznikow rangi grupy

W1 | W2 | W3 | W4 | W5 | W6 |WI W2 |W3|W4 W5 W6 |WI|W2|W3|W4 |W5|W6
001 |0,425]0,506 {0,386 (0,316 {0,301 0,314 12 9| 12| 9| 11 11| 3 |3 |3 |3 |3 |3
002 |0,435|0,497|0,407(0,314|0,303|0,317| 11| 10| 9| 10| 9 1013 |3 |3 |3 |3 |3
003 ]0,24910,314|0,235(0,201 {0,184 |0,192| 16| 14| 16| 14| 15| 15| 4 |4 |4 |4 |4 | 4
004 10,43710,435|0,439(0,292|0,292|0,308| 10| 12| 7| 12| 12( 1213 |3 |3 |3 |3 |3
005 ]0,43810,486|0,417(0,311|0,302|0,318] 9| 11| &| 11| 10f 913 |3 |3 |3 |3 |3
006 10,573 10,583 10,564 (0,430|0,431|0,454] 6| 6| 4| 6| 6/ 62 |2 |2 |2 |22
007 |0,57510,616 0,541 {0,440 |0,43710,457| S| 5| 6| 5| 5| 512 |2 |2 |2 |22
008 0,874 10,880 |0,841(0,795|0,813|0,822| 1 1 1 1 1 |1 1 1 1 1 1
009 10,385]0,404|0,379 (0,266 (0,262|0,276| 13| 13| 13| 13| 13| 133 |3 [3 |3 [3 | 3
010 ]0,74910,773 (0,702 {0,632 | 0,648 | 0,664 3| 3| 3| 3| 3| 3|1 1 1 1 1 1
011 ]0,44410,523 10,396 (0,331 |0,315|0,327| 8| &| 11| 8| 8| &3 |3 |3 |3 |3 |3
012 10,601|0,658|0,548 {0,469 (0,469|0,488| 4| 4| 5| 4| 4| 42 |2 (2|2 2|2
013 ]0,25710,265|0,257(0,177|0,175|0,184| 15| 16| 15| 16| 16| 16| 4 |4 |4 |4 |4 | 4
014 ]0,45310,526 {0,406 (0,336 {0,320 0,333 7| 7| 10| 7| 7( 713 |3 |3 |3 |3 |3
015 ]0,77910,807|0,715{0,656 | 0,679 {0,693 | 2| 2| 2| 2| 2| 2|1 1 1 1 1 1
016 10,27510,303 10,270 (0,199 |0,1920,202| 14| 15| 14| 15| 14| 14| 4 |4 |4 |4 |4 | 4
m |0,497]0,536|0,469 0,385 |0,383 | 0,454
S 0,17910,17410,167(0,171]0,181]0,182
vV 10,35910,324 10,356 [ 0,445 (0,474 0,401
Q1 ]0,395{0,412|0,381{0,273 {0,270 | 0,284
Q2 10,441]0,514|0,412{0,324|0,309 | 0,322
Q3 ]0,59410,648 10,560 (0,462 | 0,461 | 0,480

Zazwyczaj w praktycznych zastosowaniach podziat ocenianych obiektow na
uporzadkowane grupy realizuje si¢ w oparciu o arbitralne progi lub arbitralny sposob
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ich ustalania. Jednakze taki podzial =zalezy od wybranego do oceny
miernika/wskaznika. Wynika to z faktu, iz rozklad warto$ci poszczegdlnych
tradycyjnie wykorzystywanych miernikOw moze znaczaco si¢ rézni¢.  Jesli
prowadzimy ocen¢ z uwagi na pewien aspekt (kryterium) przez kilka okreséw
sprawozdawczych, to zazwyczaj mamy wyobrazenie jaka warto$¢ wskaznika
nalezatoby nada¢ w przypadku dla pewnych szczegolnych, wybranych wektorow.
Na przyktad cz¢$¢ analitykow uwaza, ze miernik powinien przyjmowac warto$c 0,5
w przypadku, gdy mamy do czynienia z obiektem wzorcowym, ktory jest opisany
wektorem generowanym przez mediang Webera, w badanym zbiorze wektorow
opisujacych oceniane obiekty. W naszym przypadku gdyby$Smy uzyli metryki

cuklidesowej 1 wektora Xyep (mediana Webera) zamiast uzytego w Xped do

budowy tabeli 2, to podzial na grupy pozostat by identyczny jak w tabeli 2 -
zmienityby si¢ tylko wartosci wskaznikow W1,...,W6.

W podsumowaniu nalezy doda¢, ze im wigcej uzyje si¢ posrednich wzorcow
uzgodnionych z ekspertami z danej dziedziny, to doktadniej wyskaluje si¢ tworzony
miernik wedlug wymagan dostosowanych do badanego (ocenianego) problemu.
Dalsze prace powinny by¢ skoncentrowane na symulacjach zjawisk gospodarczych
w poszukiwaniu optymalnych rozwigzan (najlepszego miernika syntetycznego).
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AN APPLICATION OF INDIRECT MODELS
FOR THE CONSTRUCTION OF SYNTHETIC MEASURES
OF CLASSIFICATION

Abstract: The work is a direct continuation of the series of authors articles
concerning the construction of new indicators of classification. In the present
paper, a manner of classification of objects which is based on three model
objects is proposed. An example of the actual distribution of a bonus fund
among business units in a large corporation demonstrates the usefulness of
such an approach. Studies have shown that this method is very useful for
organizing and grouping objects.

Keywords: classification, synthetic measure, Weber median, TOPSIS method,
utility function

JEL classification: C1, G2
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Streszczenie: W artykule przedstawiono mozliwosci wykorzystania globalnej
statystyki Morana do klasyfikacji obiektow przestrzennych. Przestrzenna
autokorelacja jest wykorzystywana przede wszystkim do okres$lenia
podobienstwa obiektow, ktore znajduja si¢ w réznych odlegtosciach od siebie.
Sasiedztwo badanych obiektow, okreslamy przez jego rzad czyli obiekty, ktore
sasiaduja bezposrednio ze soba traktujemy jako s3siadéw pierwszego rzedu.
Natomiast dalsi sgsiedzi okreslani sg jako sgsiedztwo drugiego, trzeciego i
dalszych rzedow. Wspotczynniki autokorelacji globalne i lokalne pozwalaja
okresli¢ wielko$¢ zalezno$ci przestrzennej, ale stuza przede wszystkim do
wnioskowania o strukturze przestrzennej. Wykorzystujac globalne miary
statystyki przestrzennej mozemy okresli¢ istnienie rezimow przestrzennych, a
w konsekwencji klasyfikowac badane obiekty w klastry.

Stowa kluczowe: autokorelacja przestrzenna, ceny gruntow rolniczych

JEL classification: C14, R3

WSTEP

Wspodtczynniki autokorelacji przestrzennej stuza do oceny korelacji
zmiennych w odniesieniu do lokalizacji przestrzennych. Przestrzenna autokorelacja
w rozumieniu geograficznym okresla podobienstwo obiektow, ktore znajduja si¢
w réznych odleglosciach od siebie. Wspotczynniki autokorelacji pozwalaja okresli¢
wielko$¢ zalezno$ci przestrzennej, ale shuza przede wszystkim do wnioskowania
o strukturze przestrzennej. Wykorzystujagc miary statystyki przestrzennej mozemy
okresli¢ istnienie rezimow przestrzennych a w konsekwencji klasyfikowa¢ badane
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obiekty w klastry. Do globalnych statystyk autokorelacji zaliczamy: wspotczynnik
Morana, C-Geara i Joint-count. Natomiast do lokalnych: wspotczynnik lokalny
Morana, a takze wchodzacy w sktad tzw. LISA (ang. Local Indicator of Spatial
Association, Anselin 1995) CL-Geara oraz statystyka G-Getisa [Ord 1 Getis 1995].
Poszerzeniem miary lokalnej G jest zaproponowana przez Getisa i Orda [2012]
miara LOSH (ang. Local spatial heteroscedansity), ktora pozwala na bardziej
szczegblowe analizy przestrzenne.

Celem pracy byto pokazanie mozliwos$ci wykorzystania globalnej statystyki
Morana do klasyfikacji obiektow przestrzennych na przykladzie cen gruntow
rolniczych.

BADANIE ZALEZNOSCI

Ze wzgledu na rodzaj obserwowanych zmiennych oraz charakteryzujacych je
rozktadow do badania zalezno$ci wykorzystuje si¢ zwykle wspotezynniki korelacji
Pearsona, Spearmana, Kendalla i V-Cramera. Klasyczny wspolczynnik korelacji
Pearsona jest miara liniowej zaleznosci i dotyczy analizy cech ciagtych, ktére
charakteryzujg si¢ dwuwymiarowym rozktadem normalnym. Do badania
wielowymiarowej normalnosci mozna wykorzysta¢ test zaproponowany przez
Mardia w 1970 r., lub jego modyfikacje zaproponowana przez Hanusz i Tarasinska
w2014. Przy niespemieniu tych zatozen nalezy wykorzysta¢é rangowe
wspotczynniki korelacji lub testy nieparametryczne.

W analizie przestrzennej do badania korelacji wykorzystuje si¢ dwa typy miar,
a mianowicie miary globalne i lokalne. Miary globalne sa wskaznikiem autokorelacji
przestrzennej, ktory dotyczy ogdlnego podobienstwa regionéw. Natomiast statystyki
lokalne pozwalaja na okreslenie podobienstwa badanego regionu w stosunku do jego
sgsiadow. Punktem wyjscia konstrukcji globalnych wspotczynnikow korelacji
oprocz ogolnej koncepcji liniowego wspotczynnika korelacji Pearsona jest
statystyka gamma, ktora taczy ze soba informacje dotyczace macierzy odleglosci
miedzy badanymi obiektami i macierzy korelacji migdzy wartosciami badanej
zmienne] w poszczegdlnych lokalizacjach. Statystyka gamma nazywana jest
rowniez indeksem Mantela [1967], ktory jako pierwszy opracowal i zastosowatl test
korelacji miedzy dwiema macierzami w zagadnieniach epidemiologicznych. W
literaturze zagadnienie to znane jest rowniez jako ,paradygmat analiz
kwadratowych” QAP (ang. Quadratic Analysis Paradigm) [Hubert i in. 1985,
Anselin 1992]. W ogdlnej postaci statystyke gamma zapiszemy jako:

I'=WR= Y, ¥, wm, (1)
gdzie: W jest macierza odlegtosci, a R jest macierza korelacji obserwowanych
zmiennych. Statystyka gamma jest funkcja iloczynow krzyzowych miar odlegtosci
w badanej przestrzenii (w;;) i miar wspdtzaleznosci (r;;) wartosci zmiennej Y.
Chcac przedstawi¢ globalng statystyke Morana w postaci miary typu QAP najlepiej
dokona¢ standaryzacji warto$ci zmiennych zgodnie z formula:
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7; = is;yy, (2)

co w konsekwencji prowadzi do uzyskania statystyki QAP Morana, ktorg
zapisujemy jako:
Ty = X, 2wz 2), 3)
Ostateczna posta¢ statystyki Morana rozni si¢ od statystyki QAP Morana
(formuta 3) poniewaz jej postac uzyskuje si¢ przez podzielenie konkretnej statystyki
przez wariancje z proby w celu uzyskania odpowiedniego przedziatu liczbowego dla
miernika korelacji (-1; 1):
r Tt Bt wijzez) _ 2'Wz
MQAP - n-vaI:I(Y) - n]-var(;) == z'z )
gdzie: z  jest wektorem kolumnowym o elementach z; =y, —y, kiedy
rozpatrujemy statystyke Morana dla zmiennych Y, ktére sg zbiorem dotyczacym
obserwacji w wielu lokalizacjach y; dla (i = 1, ..., N).

Majac niestandaryzowang macierz odlegto$ci W oraz nietransformowane wartosci
obserwacji, statystyka Morana obliczana z zastosowaniem miar podobienstwa
w postaci iloczynow krzyzowych odchylen od $redniej ma postac:

1 LTI wiivi-N(i-¥) N 2wz
SNwy Axre-? o 77 ®)

gdzie: So = X' X wyj jest suma wszystkich elementow macierzy W.

Mg

l =

WYKORZYSTANE DANE

Dane wykorzystane w pracy pochodzily z Systemu Analiz i Monitorowania
Rynku Obrotu Nieruchomos$ciami (AMRON). Zgromadzone dane dotycza ich
lokalizacji i cen transakcyjnych z aktoéw notarialnych, wartosci wycen, ofert lub
innych w petni weryfikowalnych zrodet. Baza spetnia najwyzsze standardy jakos$ci
zdefiniowane przez Komisj¢ Nadzoru Finansowego. W analizach wykorzystano
ceny gruntdw rolniczych na poziomie powiatéw i gmin z lat 2004 — 2012. Doktadny
opis danych przedstawit Pietrzykowski w monografii ,,Przestrzenne zréznicowanie
cen ziemi rolniczych w Polsce” [2019].

METODA BADAWCZA

W pracy wykorzystano globalny wspotczynnik autokorelacji Morana [1948]
do klasyfikacji badanych obiektow. Globalny wspolczynnik autokorelacji Morana
okresla zaleznosci uwzglgdniajace wzajemne potozenie obiektow. Dla danych
przestrzennych moéwimy zatem o opdznieniu przestrzennym, ktore jest
spowodowane przez kryterium sgsiedztwa, a tym samym powoduje autokorelacje
przestrzenng. Konsekwencjg istnienia zaleznosci przestrzennej jest grupowanie si¢
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podobnych wartosci w klastry, co wykorzystano w badaniach. Zwigzki przestrzenne
moga wynika¢ z istnienia korelacji w obrgbie catego badanego obszaru i wtedy
méwimy o globalnej korelacji. Chegc stwierdzi¢, czy badane obiekty sg
rozmieszczone w catkowicie losowy sposob pomiedzy poszczegodlnymi
lokalizacjami nalezy zweryfikowa¢ hipoteze¢ o braku autokorelacji przestrzennej
0 postaci:

Ho:p=0, Hl:p¢0, (6)
dla dostatecznie duzych N unormowana statystyka Morana Z(M,;) o postaci:
_ Mgl_E(Mgl) ~ .
Z(Mgl) - \W N(O' 1)a (7)

ma rozktad normalny o wartosci oczekiwanej 0 i wariancji 1 [Cliff i Ord 1973].
Odrzucenie hipotezy zerowej na rzecz hipotezy alternatywnej (H;) oznacza istnienie
autokorelacji przestrzennej i implikuje wniosek, ze warto$ci obserwowanej zmiennej
nie sg rozmieszczone w sposob losowy pomiedzy poszczegdlnymi lokalizacjami. Do
weryfikacji hipotezy zerowej wykorzystuje si¢ globalny wspotczynnik korelacji
Morana zapisany formulg 5. W pracy wykorzystano macierz wag pierwszego rzgdu
okreslajaca jedynie najblizszych sgsiadow:
W11Wig.- Wij

Wp1Woy . W2j

W= ; (8)

Wiq Wip ==+ Wi
gdzie: poszczegolne elementy macierzy uzyskano wstawiajgc w;j = 1 w przypadku
kiedy obiekt i-ty byt sgsiadem obiektu j-tego. Natomiast w;; = 0, kiedy obiekt i-ty
nie byl sagsiadem obiektu j-tego oraz na diagonali macierzy W, poniewaz dany obiekt
nie moze by¢ swoim wlasnym sgsiadem. Tak zapisana macierz pierwszego rzedu
nazywana jest rowniez macierzg binarng. Wspotczynnik korelacji Morana i diagram
Morana postuzyl do okreslenia struktury zwigzkdéw przestrzennych. Budujac
diagram Morana dane oryginalne poddaje si¢ standaryzacji. Na osi x-0w wystepuje
zatem standaryzowana warto$¢ cechy, a na osi y-OW opdznienie przestrzenne.
Diagram Morana dzielimy na cztery czgsci wzgledem wartosci zerowych.
Roztozenie punktow w przestrzeni wykresu S$wiadczy o obserwowanej
autokorelacji. W prowadzonych badaniach zostato to wykorzystane do okreslenia i
podziatu obiektéw (gmin) ze wzgledu na badang ceche na klastry. W celu
poprawienia czytelnosci wynikoéw, tak uzyskane grupy obiektow w diagramach
Morana przeniesiono na mape¢ Polski (patrz rysunek 2). Roztozenie punktow na
wykresie Morana (rysunek 1), §wiadczy o obserwowanej autokorelacji i tak: punkty
w kwadracie HL i LH wskazuja na ujemng autokorelacje, a w kwadratach LL i HH
na dodatnig autokorelacjg. Réwnomierne roztozenie punktow w czterech
kwadratach $wiadczy o braku autokorelacji przestrzennej. Jak wspomniano
wczesniej wykres Morana wykorzystano do okreslenia klastrow, ktore uzyskano
odczytujac rozmieszczenie punktdéw w poszczegdlnych kwadratach wykresu.
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Obiekty, ktore znalazty si¢ w kwadracie LL i HH ze wzgledu na badang ceche w tym
regionie przyjmuja odpowiednio niskie lub wysokie warto$ci. Lewa kolumna
obejmujaca kwadraty HL 1 LL, zawiera wartosci niskie w regionach sasiadujacych,
a kolumna prawa zawierajaca kwadraty HH i LH, dotyczy wysokich wartosci cechy
w regionach sasiadujacych. Analogicznie gorny wiersz (kwadraty HL, HH) zawiera
wartosci wysokie w regionie i-tym, a wiersz dolny (kwadraty LL, LH) obejmuje
wartosci niskie w regionie i-tym [Anselin 2001, Kopczewska 2020].

Rysunek 1. Przyktadowe diagramy Morana obrazujace wystgpowanie ujemnej (A),
dodatniej (B) i brak (C) autokorelacji przestrzenne;j

A s B A o i
HL o, HH HL *HH HL HH
. L] . = .
" '-..- . . e -:.."' 2 :o. o *
L -.. A ...:‘.: . --.:. .'. -l..:.- . ®
[N o . oo e . " .
g0 . . 3 - L =
r *e '- . o' .. ot i: L .
-:.-.. :u ..: * e, e K o .
. -'. ., W PR ':
. . :. . « * d . *
w TS e e LH w LH

Zr6dto: opracowanie wiasne

W celu potwierdzenia grupowania si¢ obiektow w uktady klastrow
wykorzystano test Kruskala—Wallisa [Kruskal 1952, Kruskal i Wallis 1952], ktory
jest nieparametryczng wersja jednoczynnikowej analizy wariancji. Podobnie jak
w jednoczynnikowej analizie wariancji (ANOVA), weryfikuje si¢ hipoteze
o rownosci Srednich z ta roznica, ze zamiast $rednich bierzemy pod uwage mediany:

Hy:0, = 0, == 6,

Hy:nie wszystkie 6; sa sobie rowne (j = 1,2 ...k) ©))
gdzie: 64, 0,, ..., 8, to mediany badanej zmiennej w populacji. Statystyke testowa
zapisujemy nastepujaca formuta:

12 k (221 Gij)?
N(N+1) =1 ,
gdzie: G;; okresla rangi przypisane do wartosci zmiennej dlai =1, 2, ..., nj, j = 1,
2,..., k. Jedynym ograniczeniem do stosowanie tego testu jest wielko$¢ proby (dla n;
> 5). Zaletg testu Kruskala — Wallisa jest to, ze nie wymaga on spetnienia zatozen
dotyczacych normalnosci rozktadow, a takze statosci wariancji. W tym przypadku
zakladamy, ze badane populacje r6znig si¢ jedynie parametrem polozenia, a zatem

majg taki sam ksztalt i parametr skali. W przypadku odrzucenia hipotezy zerowe;j
(formuta 9) nalezy zastosowac procedur¢ poréwnan szczegotowych dla median

KWymp = —3(N+1) (10)
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stosujac testy poréwnan szczegdtowych np. test Dunna [1964], Conovera-Imana
[1999] lub Wilcoxona [1945]:

Hy:0; = 6j4q, Hi:0; # 044, (11)

Do weryfikacji serii hipotez (formuta 11) wykorzystano test Wilcoxona [Conover
1999] o postaci:

T = min{}G(=), XG(H)}, (12)

gdzie: Y.G(—),Y.G(+) oznaczaja sumy rang ujemnych i dodatnich dla badanych

proéb. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej (formuta 11) statystyka T ma rozktad

Wilcoxona, ktory przy duzych probach mozna aproksymowac testem t Studenta
[Wilcoxon 1945].

WYNIKI BADAN

W pracy prowadzono badania obiektow zgodnie z klasyfikacjag NUTS, ktora
zostata wprowadzona w Polsce od 26 listopada 2005 roku. Poziom NUTS!1 dzieli
Polske na makroregiony grupujace wojewodztwa. NUTS2 dzieli Polske na
wojewddztwa, a NUTS3 dzieli Polsk¢ na podregiony grupujace powiaty.
Rozporzadzenie NUTS pozwala na wydzielenie lokalnych jednostek
administracyjnych (LAU'), ktore sg rozne dla poszczegdlnych panstw Unii
Europejskiej. W Polsce gminy s3 zatem lokalnym poziomem jednostek
administracyjnych LAU, na Dbazie ktorych przeprowadzono analizy
z wykorzystaniem statystyki Morana. Na rysunku 2 przedstawiono klasyfikacje cen
ziemi rolniczej w gminach w Polsce w roku 2004 na podstawie statystyki i diagramu
Morana. Poszczegdlne kolory oznaczajg odpowiednio ¢wiartki diagramu Morana do
ktorych zostaty przyporzadkowane poszczegodlne obiekty (gminy). Kolor
pomaranczowy oznacza gminy o niskich cenach ziemi otoczonych przez gminy
w ktorych zaobserwowano wysokie ceny gruntow (LH). Kolor niebieski oznacza te
gminy, w ktorych wartosci cen gruntow sa zarowno wysokie w regionie, jak i w jego
otoczeniu (HH). Kolor zo6lty to gminy o niskich srednich warto$ciach w regionie jak
i w jego otoczeniu. Kolor zielony to gminy o §rednich niskich warto$ciach w regionie
i wysokich w otoczeniu. Zauwazmy, ze duze miasta wojewodzkie sg otoczne przez
pierscienie (gminy) w ktorych zaobserwowano wysokie ceny gruntow. W miarg
oddalania si¢ od centrum miasta $rednie ceny ziemi w gminach sa coraz nizsze.
Podobny podziat na klastry uzyskano dla pozostatych lat tzn. od roku 2005 do 2012.
W roku 2012 nie obserwowano tak silnego zarysowania pierscieni wokot miast, ale
mogty mie¢ na to wptyw braki w danych.

! https://ec.europa.eu/eurostat/web/nuts/local-administrative-units
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Rysunek 2. Klasyfikacja cen ziemi rolniczej w gminach w Polsce w roku 2004 na
podstawie statystyki i diagramu Morana

C;

e

Y
qr.
e

"
i
75

l.g
e,
) (2

LAY
; i.t‘-*
)57

135

a0
). .

My

Zr6dto: opracowanie wiasne

Szczegotowa analize przeprowadzono dla wszystkich wojewodztw
z podzialem na gminy. We wszystkich wojewodztwach uzyskano podobne wyniki
grupowania gmin tzn. duze miasto wojewodzkie silnie oddziatywalo na grupowanie
badanych jednostek. Znajdowato to swoje potwierdzenie w poszczegolnych latach
badanego okresu tzn. 2004 — 2012. W niektérych wojewodztwach obserwowano
podobne podzialy dla mniejszych miast. Jednak najsilniejszy podziat
i oddziatywania miato duze miasto wokot, ktorego grupowaly si¢ gminy. W dalszej
czgsci rozdzialu przedstawiono, jak wygladato szczegétowe badanie dla
poszczegbdlnych gmin na przykladzie wojewddztwa mazowieckiego, 1odzkiego
i wielkopolskiego. Na rysunku 3 zamieszczono klasyfikacje cen ziemi rolniczej
w gminach w Polsce w roku 2004 i 2008 na podstawie statystyki i diagramu Morana
w trzech wojewddztwach. Na rysunku 3 patrzac od goéry mamy wojewddztwo
mazowieckie, nastgpnie w $rodku wielkopolskie i na dole todzkie. Analizy dla
innych polskich wojewodztw wygladaly podobnie, jednak ze wzgledu na
ograniczong objetos¢ pracy przedstawiono jedynie te trzy wojewodztwa.
Przedstawione lata 2004 i 2008 nie sa przypadkowe. Rok 2004 mozna traktowac
jako graniczny ze wzgledu na przystapienie Polski do Unii Europejskiej. Natomiast
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rok 2008 jest czasem w ktorym wystapit krach gospodarczy na $wiecie. Zauwazmy,
ze nie miatl on wplywu na zmiany cen gruntow rolniczych. Mozna stwierdzi¢, ze
podziaty w roku 2008 sg silniejsze niz w roku 2004.

Rysunek 3. Klasyfikacja cen ziemi rolniczej w gminach w Polsce w roku 2004 i 2008 na
podstawie statystyki i diagramu Morana w wojewddztwach: mazowieckim,
wielkopolskim i 16dzkim

Zrbdlo: opracowanie wlasne

W dalszej czesci pracy szukano potwierdzenia uzyskanych klasyfikacji cen
ziemi rolniczej w gminach w Polsce na podstawie statystyki i diagramu Morana.
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W tym celu wykorzystano test Kruskala—Wallisa i test Wilcoxona. Jak wyjasniono
wczesniej, wykorzystanie klasycznej analizy wariancji nie byto mozliwe ze wzgledu
na niespetnienie zatozen, zar6wno dotyczacych rownosci wariancji, jak i rozktadu
normalnego. Dla poszczegolnych podziatow weryfikowano nastepujace hipoteze:

HO: 31 = 92 = 93 = 94_, (13)

gdzie: 64,0,,03,0, oznaczaja mediany dotyczace kolejnych klastrow (gmin, dla
poszczegdlnych wojewodztw). Hipoteze zapisang formula 13 odrzucono dla kazdego
z badanych wojewodztw, co pozwolito potwierdzi¢, ze uzyskany podziat nie jest
losowy. W celu wydzielenia grup réznigcych sie migdzy sobg zastosowano test
Wilcoxona z uwzglednieniem poprawki na wielokrotne testowanie. Przyktadowe
wyniki porownan szczegolowych dla poszczegdlnych grup od 1 do 4, dla
wojewodztwa mazowieckiego zapisano w tabeli 1. Warto$ci p-value zamieszczone
w tabeli, dotycza poréwnan szczegdtowych dla badanych median, reprezentujacych
odpowiednie klastry w wojewodztwie mazowieckim.

Tabela 1. Wyniki podziatu na grupy homogeniczne dla cen gruntow rolniczych w wojewodztwie
mazowieckim w roku 2004, potwierdzajace brak losowosci w podziatach uzyskanych na podstawie
wspolczynnika korelacji i diagramu Morana

Hy: 0, = 6, <2.2e-16 6, Blue HH A
Hy:0, = 03 <2.2e-16 0, Green HL B
Hy: 6, = 6, <2.2e-16 04 Yellow LL C
Hy:0, = 65 <2.2e-16 0, Orange LH C
Hy:6, = 6, <2.2e-16

Hy:05 = 6, 02657

Zrodto: opracowanie wilasne.

Na podstawie przeprowadzonych badan (tabela 1) mozna stwierdzi¢ wystepowanie
réznic pomiedzy prawie wszystkimi grupami (wartosci p-value s mniejsze od
zadanego poziomu istotnosci 0,05). Nie udato si¢ rozrézni¢ jedynie grup
oznaczonych jako 3 i 4, czyli skupien (rezimow przestrzennych) znajdujacych sie w
trzeciej i czwartej ¢wiartce (0,05 < 0,2657). Mozna zatem wyciagna¢ wniosek, ze
najwyzsze ceny ziemi lokalizujg si¢ wokot Warszawy, po czym nastepuje ich
zmniejszanie. Struktura ta utrzymywata si¢ w badanym okresie tzn od 2004 do 2012
roku. Analogiczne badania przeprowadzono dla pozostalych wojewodztw
iuzyskano podobne wyniki. W wojewddztwie mazowieckim miasto stoleczne
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mozna traktowac jako metropoli¢, ktorej oddziatywanie jest tak silne, ze nie ma
efektu grupowania si¢ cen ziemi wokot matych miast.

PODSUMOWANIE

Na podstawie przeprowadzonych badan stwierdzono, ze globalna statystyka
i diagram Morana moga by¢ wykorzystane do klasyfikacji obiektow przestrzennych.
Uzyskane podziaty potwierdzono wykorzystujac nieparametryczng analize wariancji
i badania szczegdétowe. Podziat na klastry potwierdzil niezmienny w czasie
i przestrzeni popyt na ziemig¢, przede wszystkim wokot duzych miast. Mozna
przypuszczaé, ze wysoka cena ziemi rolniczej wokot duzych miast zwigzana jest
Z rosngcymi potrzebami i przeksztatcaniem ziemi rolniczej w dziatki o charakterze
budowlanym. Zaobserwowano réwniez wpltyw duzych miast na ceny gruntow
rolniczych. Najsilniej byto to obserwowane w wojewddztwie mazowieckim, jednak
ta sytuacja wystepuje rowniez w pozostalych wojewddztwach. Ze wzgledu na
ograniczenia objetosciowe w pracy nie mozna bylo przedstawi¢ szczegdtowych
analiz dla wszystkich wojewddztw oraz lat. Mozna je jednak znalezé w pracy
Pietrzykowskiego z 2019 r.
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CLASSIFICATION OF SPATIAL OBJECTS ON BASE THE GLOBAL
MORAN COEFFICIENT. ON THE EXAMPLE OF AGRICULTURAL
LAND PRICES

Abstract: The aim of the work was to show the possibility of using the global
Moran statistics for the classification of spatial objects on the example of
agricultural land prices The analyses were conducted at the level of communes
(in NUTS 3 subregions of the voivodeship) in the years 2004-2012. Apart from
the global Moran coefficient and the Moran diagram, nonparametric statistics
(one-way ANOVA on ranks) were used in the work.

Keywords: spatial autocorrelation, agricultural land prices
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