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PRZEDZIAL UFNOSCI DLA ODSETKA PYTAN
DRAZLIWYCH
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Streszczenie: Jednym z probleméw w badaniach ekonomiczno-spotecz-
nych jest oszacowanie odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Pytania
drazliwe sa takimi pytaniami odpowiedzi na ktore respondent moze nie
udzieli¢ rzetelnej odpowiedzi. W pracy podano konstrukcje doktadnego
przedziatu ufnosci dla tego odsetka i poréwnano zaproponowany prze-
dzial z przedziatami asymptotycznymi.

Stowa kluczowe: pytania drazliwe, model nierandomizowanych odpo-
wiedzi, dokladny przedzial ufnosci

JEL classification: C83, C99

WSTEP

W badaniach ekonomiczno-spotecznych zainteresowani jeste$my okresle-
niem skali zjawisk, ktore nie musza by¢ zgodne z prawem, by¢ wstydliwymi
czy tez spotecznie nieakceptowalnymi. Na przyklad takim pytaniem moze by¢
pytanie o dawanie tapéwek, o oszustwo podatkowe, o nie heteronormatywnosé
czy tez o stosowanie przemocy wobec dzieci.

Formalnie, niech Y bedzie zmienng losowg o rozktadzie dwupunktowym:

P{Y =1} =n=1-P{Y =0}.

Liczba 7 € (0, 1) jest prawdopodobienstwem odpowiedzi TA K na pytanie draz-
liwe. Estymujemy prawdopodobienstwo .

Niestety, zmienne losowe Y71,...,Y, z wiadomych powodéw nie sg ob-
serwowalne. Dlatego tez odpowiedZ na pytanie drazliwe jest ,ukrywana”. Od-
powiedzi na pytanie drazliwe sa ,,ukrywane” przez zadawanie pytania ,neu-
tralnego”, czyli takiego pytania, na ktére respondent zawsze odpowie zgodnie

https://doi.org/10.22630/MIBE.2021.22.2.5
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z prawda. Pytanie neutralne ma dwie odpowiedzi TAK lub NIE. W ankiecie
stawiane sa jednoczesnie dwa pytania: drazliwe i neutralne, ale ankietowany
odpowiada tylko na jedno z nich. Wynikiem tak skonstruowanej ankiety jest
jedna odpowiedz TAK lub NIFE, przy czym ankieter ma nie wiedzie¢ na ktére
pytanie odpowiada ankietowany. OdpowiedZ Z na ankiete jest zmienng losowa
o rozktadzie dwupunktowym

P{Z=1}=0=1-P{Z=0}.

Prawdopodobienstwo o jest uzaleznione od 7 oraz znanego ¢, gdzie g jest
prawdopodobienstwem odpowiedzi TAK na pytanie neutralne. Forma tej za-
leznosci jest uzalezniona od sposobu ,,ukrywania” pytania drazliwego.

Jednym z pierwszych mechanizméw ukrywania jest model randomizo-
wanych odpowiedzi (Warner 1965, Greenberg et.al. 1969, Boruch 1971, Fox
& Tracy 1986). W zaleznosci od pewnego mechanizmu losowego (rzut kost-
ka, losowanie kart) ankietowany odpowiada badZ na pytanie drazliwe badz
pytanie neutralne. Prawdopodobienstwo r wyboru pytania jest znane. Wynik
losowania pytania nie jest znany ankieterowi.

Innym modelem jest model nierandomizowanych odpowiedzi (Yu et.al.
2008, Tian 2014, Groenitz 2014). Ankietowany odpowiada na pytanie drazliwe
oraz pytanie neutralne. Odpowiedzia na cata ankiete jest TAK gdy odpowiedzi
na oba pytania sg jednakowe.

PRZEDZIAY. UFNOSCI

W modelu nierandomizowanych odpowiedzi zadawane sa dwa pytania:
drazliwe i neutralne. Na kazde z tych pytan mozna odpowiedzie¢ TAK lub
NIE. Odpowied? na calg ankiete jest TAK, jezeli na oba zadane pytania jest
taka sama odpowiedz. To znaczy, jezeli przez Z oznaczymy zmienna losowa
bedaca wynikiem ankiety, to

7 1, jezeli {Y = 1&Q =1} lub {Y = 0&Q = 0}
B 0, w przeciwnym przypadku

Tutaj Y oznacza odpowiedz na pytanie drazliwe, zad () na pytanie neutralne.
Zmienna losowa Y jest zmienng losows o rozkladzie dwupunktowym

P{Y=1}=r=1-P{Y =0}.

Prawdopodobienstwo 7 jest nieznanym prawdopodobienstwem uzyskania po-
zytywnej odpowiedzi na pytanie drazliwe. Zadanie polega na estymacji tego
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prawdopodobienistwa. A dokladniej, chcemy zbudowaé przedzial ufnosci dla
tego prawdopodobienstwa.
O zmiennej losowej () zaktadamy, ze ma rozklad dwupunktowy

PIQ=1}=q=1-P{Q=0}.

Ponadto zakladamy, ze prawdopodobienstwo ¢ jest znane oraz, ze zmienne
losowe Y oraz () sg niezalezne.

Z konstrukeji ankiety wynika, ze zmienna losowa Z (odpowiedZ na an-
kiete) réwniez jest zmienna losowa o rozkladzie dwupunktowym

P{Z=1}=0=1-P{Z =0},

gdzie p=qr+ (1 —q)(1 —m) =7(2¢— 1)+ (1 — q).

Niech Zi,...,Z, beda wynikami n ankiet oraz niech Z = Y I, Z,.
Zmienna losowa ma rozklad dwumianowy z parametrami n oraz ¢. Estymato-
rem Najwigkszej Wiarogodnosci (ENW) prawdopodobiefistwa sukcesu o jest
Z = %Z . Latwo zauwazy¢, ze ENW interesujacego nas prawdopodobienstwa
7 jest -

Z—1+4q

29— 1
Estymator 7 jest nieobciazonym estymatorem prawdopodobienstwa 7 o wa-
riancji

T =

m(l=—m) ¢(1-q)
n n(2q —1)2°

Nieobciazonym estymatorem wariancji estymatora 7 jest

Varnt =

1 Z(1-2)
(1-2¢9)2 n-1

Varnm =

Tian (2014) zaproponowal asymptotyczne przedzialy ufnosci dla praw-
dopodobienstwa m. Ich konstrukcja oparta jest na znanym twierdzeniu de
Moivra-Laplace’a. Zgodnie z tym twierdzeniem

@NAN(Q,Q(ln_Q)>.

Zastosowanie tego twierdzenia do estymatora 7 daje

o (700 ()

Na podstawie tego asymptotycznego przyblizenia budowany jest przedziat uf-
nosci dla 7, przy czym robione jest to na dwa sposoby.
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W pierwszym sposobie zaklada sig, ze

T—1

~ N(0,1).

—

Varm

A zatem (przyjmujemy poziom ufnosci §), przedzial #1 uzyskujemy jako roz-
wiazanie wzgledem 7 nieréwnosci

T =T
VVark

gdzie uq oznacza kwantyl rzedu ¢ standardowego rozkladu normalnego N (0, 1).
Przedzial ma postaé

(fr —us VVart, 7+ uiwsV Varfr)
2 2

Drugi sposéb polega na tym by w powyzszym przyblizeniu nie stosowaé
estymatora wariancji estymatora 7, tylko po prostu jego wariancje

Sui‘ﬁ
2

T—
vVVarm

A zatem (przyjmujemy poziom ufnosci §), przedzial #2 uzyskujemy jako roz-
wiazanie wzgledem 7 nieréwnosci

~ N(0,1)

T—

vVVarn

< Uiss,

2

a doktadniej z nieréwnosci

F—1 \? 9
=] < Uliis,
vV Varn 2

Rozwiazujac powyzsza nieréwnosé¢ wzgledem 7 otrzymujemy przedzial #2

4n(17q)q+u21i6
onft 4+ ud, ;s ures\[4na(l — 7) + — g2
= 2 (1-2q)

2 <n+ur€:+5)
2

Powyzsze przedzialy sa budowane dla ,duzych” préb. Z tego powodu
przedzialy te sa przyblizone. Ich zalety i wady (w ogélnym ujeciu) sa szczegd-
lowo oméwione w monografii Zielinskiego (2010).
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Clopper i Pearson (1934) podali konstrukcje doktadnego przedziatu uf-
nosci dla prawdopodobienstwa sukcesu

0 € (or(Z2),0u(2)),

gdzie
() = 0 dla Z =0,
eLie) =1 g1 (n-2+1,2:142) diaz>0,
() = 1 dla Z = n,
v B! (n—Z,Z+1;12;6) dla Z < n.

oraz B71(, ;) jest kwantylem rozkladu Beta. Poniewaz ¢ = qm+(1—q)(1—7),
wiec tatwo uzyskujemy przedzial ufnosci #3 dla prawdopodobienstwa

51 ((01(2),00(2)) = (1 =q)),  gdy ¢ > 0.5,
T1_1 ((ov(Z),00(2)) = (1—¢q)), gdyq<0.5.

Nalezy zauwazy¢, ze przedzial ten nie jest asymptotyczny.

Ze wzgledu na swoja konstrukcje wszystkie powyzsze przedzialy moga
swykraczaé¢” poza naturalny dla prawdopodobienistwa przedzial (0,1). W zwiaz-
ku z tym uzyskany przedzial ufnosci jest obcinany w zerze lub w jedynce.

POROWNANIE PRZEDZIALOW UFNOSCI

Przedzial ufnosci powinien ze z géry zadanym prawdopodobieristwem
pokrywaé szacowany parametr. Dlatego tez zbadamy jakie jest prawdopodo-
bienstwo pokrycia odsetka pytan drazliwych przez przedzialy ufnoéci zapre-
zentowane w poprzednim rozdziale. Te prawdopodobienstwa oszacowane beda
na podstawie badan symulacyjnych.

W symulacjach zastosowano probe licznoéci n = 1000. Generowano dwie
zmienne losowo o rozkladach dwupunktowych z prawdopodobienstwami odpo-
wiednio 7 (jako odpowiedZ Y na pytanie drazliwe) oraz ¢ (jako odpowiedz @
na pytanie neutralne). Wynikiem Z ankiety jest

Z=Y-Q+(1-Y) (1-Q).

Otrzymano w ten sposob odpowiedzi na caly ankiete Z1, ..., Z,. Na podstawie
takiej proby budowano przedzialy ufnosci #1, #2 oraz #3 wedlug podanych
wyzej wzordéw. Procedure symulacyjna powtorzono 10000 razy. Na ponizszych
wykresach przedzialy te oznaczone sg odpowiednio AP, WP, CP. Przyjeto
poziom ufnosci 0.95.
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Na rysunku 1. pokazane jest prawdopodobienstwo pokrycia nieznanego
prawdopodobienistwa 7 uzyskania pozytywnej odpowiedzi na pytanie drazliwe
(na osi poziomej podane jest prawdopodobienstwo 7). Na wykresie (a) podane
jest przecietne ze wzgledu na prawdopodobienstwo ¢ pozytywnej odpowiedzi
na pytanie neutralne, natomiast na wykresach (b) i (c) dla ¢ = 0.1 oraz g = 0.2,
odpowiednio. Jak widaé¢, prawdopodobienistwa pokrycia przez przedzialty AP
oraz W P sg mniejsze od przyjetego poziomu ufnoéci. Zatem przedzialy te
nie sa przedzialami ufnosci w my$l definicji Neymana (1934). Zastosowanie
tych przedzialéw do wnioskowania o prawdopodobienstwie 7w obarczone jest
wiekszym ryzykiem blednego wnioskowania niz zakladane piecioprocentowe
ryzyko. Co wiecej to ryzyko jest nieznane. Tej wady nie ma przedzial C'P.

Na rysunku 2. poréwnana jest dlugosé przedziatéw ufnoséci. Na rysunku
(a) podana jest dlugo$é przedzialéw przecietnie ze wzgledu na prawdopodo-
bienstwo g pozytywnej odpowiedzi na pytanie neutralne, natomiast na rysun-
kach (b) i (c¢) dla ¢ = 0.1 oraz g = 0.2, odpowiednio. Przedzialy AP oraz W P
maja podobng dtugoéé, natomiast przedziat C' P jest dtuzszy niz dwa pozostale.
To oczywiscie jest konsekwencja tego, ze prawdopodobienstwa pokrycia przez
przedzialy AP i WP sa mniejsze niz nominalne (Rys. 1). Mozemy wyprowa-
dzié¢ wniosek, iz te dwa przedzialy nieprawidlowo szacuja prawdopodobienstwo
7 odpowiedzi na pytanie drazliwe.

UWAGI KONCOWE

W pracy podjeto problem przedzialowej estymacji odsetka pozytywnych
odpowiedzi na pytanie drazliwe. Ze wzgledu na to, ze jest wiele réznych modeli
stosowanych do punktowego oszacowania tego odsetka w pracy zajeto sie sie
tylko jednym z nich, a mianowicie modelem nierandomizowanych odpowiedzi
zaproponowanym przez Yu i in. (2014).

Poréwnane zostaly trzy metody konstrukeji przedziatu ufnoséci. Dwie
z nich oparte sa na asymptotycznym twierdzeniu de Moivre-Laplace’a. Trze-
cia metoda bazuje na dokltadanym przedziale ufnosci opartym na pomyésle
Cloppera i Pearsona. Okazuje sie, ze pierwsze dwie metody daja przedzia-
ly nie realizujace postulatu zachowania zadanego poziomu ufnosci, natomiast
trzecia z nich zapewnia spelnianie tego warunek. Otrzymane przedzialy sa co
prawda szersze od asymptotycznych, ale te ostatnie maja zbyt duze (i niezna-
ne) ryzyko blednego wnioskowania.

Mozna oczekiwaé, ze w innych modelach stosowanych w praktyce uzy-
skiwania odpowiedzi na pytania drazliwe sytuacja bedzie podobna. Badania
nad konstrukcja przedziatléw ufnosci dla odsetka pozytywnych odpowiedzi na
pytanie drazliwe w r6znych modelach sa kontynuowane i beda opublikowane
oddzielnie.
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Rysunek 1. Prawdopodobienistwo pokrycia

Pokrycie

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Rysunek 2. Dlugo$¢ przedziatu ufnosci

Dtugosc

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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CONFIDENCE INTERVAL FOR THE FRACTION
OF SENSITIVE QUESTIONS

Abstract: In sociological research it is important to estimate a frac-
tion of responses to sensitive questions. Sensitive questions are such that
the respondent may not give a true answer. In the paper a confidence
interval for a proportion of positive answers to a senstitive question is
constructed.

Keywords: sensitive questions, nonrandomized response model, exact
confidence interval

JEL classification: C83, C99
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Streszczenie: Polski rynek transportu lotniczego stanowi istotng czegsé
europejskiego i $wiatowego rynku ustug transportowych. Na przestrzeni lat
odnotowano duza dynamike wzrostu liczby pasazerow transportu lotniczego.
W zwigzku z dynamizmem zachodzacych zmian pojawila si¢ potrzeba
prognozowania tego zjawiska. W pracy przedstawiono prognozy liczby
pasazeroOw transportu lotniczego w Polsce z zastosowaniem metod
wygtadzania wyktadniczego: Browna, Holta oraz Wintersa w wersji
addytywnej 1 multiplikatywnej. Dokonano réwniez poréwnania jakoSci
otrzymanych prognoz w oparciu o policzone blgdy ex post.

Slowa kluczowe: szereg czasowy, prognozowanie, modele wygladzania
wyktadniczego

JEL classification: C22, C32

WSTEP

W ciagu ostatnich kilku lat transport lotniczy zyskal miano najprezniej
rozwijajacej si¢ gatezi transportu w Polsce. W duzej mierze wynika to z faktu
cigglego wzrostu procesu globalizacji gospodarek §wiatowych. Dynamiczny rozwoj
liczby migdzynarodowych podmiotéw gospodarczych oraz eskalacja swobody

https://doi.org/10.22630/MIBE.2021.22.2.6
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przeplywow ludzi i towaréw uczynily transport gléwnym filarem gospodarki.
Wydarzeniem, ktore wywarlto duzy wptyw na sytuacje transportu lotniczego w kraju
bylo przystapienie Polski do Unii Europejskiej. W jego nastepstwie wprowadzono
unijne regulacje prawne, ktore z kolei spowodowaly naptyw konkurencji.
Postgpujaca dynamika zapotrzebowania na przewozy lotnicze, a takze pojawienie
si¢ mozliwosci pozyskania dofinansowania z funduszy europejskich pociaggnety za
sobg dalszy rozwdj tej dziedziny transportu.

Rysunek 1. Srodowisko rynku transportu lotniczego i jego gtowne elementy.

Organizacje lotnicze:
standardy
prawo
regulacje
deregulacje
liberalizacja

% Dodatkowy
wplyw srodkéw

finansowych
z podmiotéw
panstwowych,
samorzadow,
rywatnych

Podmioty i

panstwowe:
dotacje
subsydia

zamdéwienia

Zrédto: Rucinski A. (2016) Polski rynek transportu lotniczego w perspektywie 2030 roku.
Studia Oeconomica Posnaniensia, 4(7), 7-38.

Rynek transportu lotniczego zalicza si¢ do kategorii ekonomicznych. Jego
definicja obejmuje obszary, procesy, zaleznosci i uwarunkowania, w ktérych
dzialajg przedsicbiorstwa $wiadczace wyznaczone uslugi po stronie podazy oraz
odbiorcow wyrazajacych potrzeby wzgledem podmiotow po stronie popytu. Okresla
si¢ go takze mianem struktury spojnej pod wzgledem ekonomicznym
1 organizacyjnym, zarzadzanej oraz regulowanej wedlug wyznaczonych norm, zasad
i przepisow. Na rynku dochodzi do wymiany wartosci uslug i wiadomosci,
przebiegaja procesy konkurencyjne w gateziowej i miedzygateziowej skali.
Podmioty dziatajace w obrebie rynku transportu lotniczego cechujg si¢
nastgpujacymi  wilasciwosciami: (1) dysponuja zblizonymi kwalifikacjami
i uprawnieniami, (2) charakteryzuja si¢ podobng technologia, (3) stosuja podobne
materiaty, (4) funkcjonuja poprzez analogiczne procesy wedhug wspolnych
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przepisow prawnych, (5) wykonujg dziatalno$¢ uzywajac tych samych (lub
analogicznych) kanatow dostawcow i dystrybucji.

Specyficzny portret transportu lotniczego w Polsce wplywa na jego znaczne
mozliwo$ci rozwojowe. Polityka centralnego planowania prowadzona do 1989r.
ograniczata dziatalnos¢ podmiotow prywatnych. Dopiero po transformacji
ustrojowej pojawila si¢ przestrzen dla wigkszego kregu operatoréw lotniczych.
Kluczowym momentem w rozwoju tej gatezi transportu okazato si¢ przystapienie do
Unii Europejskiej, ktére umozliwito przystosowanie obowigzujgcych przepisow
i norm do rynkowych wzorcow.

Zainicjowano wprowadzanie dziatan liberalizacyjnych i prywatyzacyjnych
zgodnych z regulacjami Unii Europejskiej. Za jedng z najbardziej znaczacych
kwestii uznano ztagodzenie przepiséw o wejsciu obcych przewoznikdéw na polski
rynek. W Unii Europejskiej opieralo si¢ to na wdrozeniu trzech pakietow
liberalizacyjnych w latach 1987-1992. W ramach przystosowania rynku do
warunkow europejskich Polska wdrozyta wszystkie trzy pakiety niespelna
rownoczesnie [Rucinska 2012].

Obecnie charakterystycznym wyrdznikiem polskiego rynku transportu
lotniczego jest jego wielopodmiotowos¢. Panujaca pod koniec poprzedniego stulecia
przewaga tradycyjnych przewoznikéw, ktéra byta nastepstwem historycznych
i naturalnych uwarunkowan, zaczela si¢ przeksztatca¢ w pierwszej dekadzie XXI
wieku. Jeszcze w 2002 roku tradycyjni przewoznicy stanowili prawie 100%
udziatow w rynku, ale wstapienie Polski do Unii Europejskiej okazato si¢ punktem
zwrotnym i1 bardzo szybko wptyng¢to na przeksztatcenia calej struktury. Na
przestrzeni lat 2004-2010 udziat przewoznikow niskokosztowych osiagnat poziom
51,62% degradujac przy tym przewoznikéw tradycyjnych do mniejszosci
w udziatach rynku [Hoszman 2012]. Zjawisko zdobycia wigkszej czgéci rynku przez
przewoznikéw tanich linii lotniczych w tak krotkim czasie byto ewenementem na
skale europejska. Wedlug norm i zasad Unii Europejskiej dokonano podziatu
polskich lotnisk na porty centralne, regionalne i lokalne [Rucinska i in. 2012;
Rucinski 2006; Rucinski 2016].
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Tabela 1. Podziat portéw lotniczych w Polsce

port centralny porty regionalne porty lokalne
Lotnisko Chopina Krakow-Balice Warszawa Modlin
w Warszawie Gdansk im. Lecha Watesy Rzeszé6w-Jasionka
Katowice-Pyrzowice Lodz-Lublinek

Wroctaw-Starachowice Szczecin-Goleniow
Poznan-Lawica Bydgoszcz-Szwederowo
Zielona Gora-Babimost

Lublin
Olsztyn-Mazury

Zrodto: opracowanie wlasne

Przez dhlugi czas infrastruktura transportu lotniczego w Polsce byta
uzalezniona od panstwa. Transformacje liberalizacyjne przyczynily si¢ do
modernizacji wlasnosciowego portfela portow. W wyniku przeprowadzonej
prywatyzacji partycypantami portow lotniczych w Polsce staty si¢ samorzady,
miasta, urzedy wojewddzkie itp. Z uzasadnionych powodow panstwo pozostawito
sobie cze$¢ udziatow [Rucinska 2006; Schoemaker 2004].

Nalezy zaznaczy¢, ze rozwdj transportu lotniczego jest procesem
wielowymiarowym i ewolucyjnym. Oddzialywanie mikro- i makroekonomicznych
elementow $rodowiska rynkowego oraz endo- i egzogenicznych zmiennych
z urozmaiconych obszarow dzialalno$ci cztowieka rzutuje na stopien
nieprzewidywalnosci w prognozowaniu przypuszczalnego przebiegu jego rozwoju.

MATERIALY I METODY

Do przeprowadzenia badan wykorzystano szereg czasowy zaprezentowany
w tabeli 2. Zawiera on dane kwartalne dotyczace liczby obsluzonych pasazerow
transportu lotniczego w ruchu krajowym i1 migdzynarodowym — regularnym
i czarterowym w Polsce w latach 2008-2018.

Tabela 2. Liczba obstuzonych pasazeréw transportu lotniczego w ruchu krajowym
i miedzynarodowym - regularnym i czarterowym w Polsce w latach 2008-2018

(kwartalnie)
rok/kwartat liczba pasazeréow rok/kwartat liczba pasazeréw

2008Q1 4275010 2013Q3 8 091 353
2008Q2 5538226 2013Q4 5566 924
2008Q3 6570120 2014Q1 4925 451
2008Q4 4 245 495 2014Q2 7 165 732
2009Q1 3708 974 2014Q3 8 870 441
2009Q2 4924133 2014Q4 6 116 346
2009Q3 6121 487 2015Q1 5696 952
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rok/kwartat liczba pasazerow rok/kwartat liczba pasazeréow
2009Q4 4171 665 2015Q2 8 147 624
2010Q1 3 887559 2015Q3 9 818 458
2010Q2 5170 802 2015Q4 6 740 072
2010Q3 6 868 761 2016Q1 6447313
2010Q4 4539 754 2016Q2 8 829 365
2011Q1 3994 127 2016Q3 10 764 273
2011Q2 5725109 2016Q4 7 965 764
2011Q3 7 154 537 2017Q1 7564 618
2011Q4 4 837 362 2017Q2 10 330 369
2012Q1 4385429 2017Q3 12 757 611
2012Q2 6 938 596 2017Q4 9319 696
2012Q3 7 948 980 2018Q1 8 724 996
2012Q4 5162552 2018Q2 12 021 611
2013Q1 4627 938 2018Q3 14 711 318
2013Q2 6 696 408 2018Q4 10 248 962

Zrédto: Urzad Lotnictwa Cywilnego w Warszawie
SZEREG CZASOWY 1 JEGO WELASNOSCI

M. Sobczyk definiuje szereg czasowy jako ,.cigg wartoSci liczbowych
badanego zjawiska obserwowanego w kolejnych jednostkach czasu”. W tych
szeregach wartosci analizowanego zjawiska (zmienna zalezna) sg funkcjg czasu
(zmienna niezalezna), a zatem 0gdlng postaé szeregu czasowego mozna przedstawic
nastepujaco:

ye = f(©). (1)

Zmienna czasowa ¢ przyjmuje posta¢ zbioru punktdw na osi czasu badz
krotszych lub diuzszych okresow. Wobec tego dokonuje si¢ podzialu na szeregi
czasowe momentow i okresdw. Szeregi czasowe momentdw tworzone sa na
podstawie wartosci dotyczacych zasobow 1 powstaja w rezultacie pomiaru
rozpatrywanego zjawiska w $cisle okreslonym punkcie czasowym (tj. zgodnie ze
stanem na koniec dnia, miesigca, itp.). Natomiast szeregi czasowe okreséw odnosza
si¢ do strumieni, a powstajg na skutek sumowania wartosci analizowanego zjawiska
dla przedzialéw o rownych rozpigtosciach. Szeregi czasowe sg fundamentalnym
elementem przeprowadzania badan dynamiki zjawisk. Analiza tego rodzaju
zagadnien obejmuje dwa zasadnicze cele: (1) rozpoznanie natury rozpatrywanego
zjawiska, (2) prognozowanie przysztych wartos$ci.

M. Cies$lak. podaje, ze w szeregach czasowych wyroznia si¢ dwie sktadowe:
systematyczna, wynikajaca z oddzialywan statego zbioru czynnikéw na zmienng
prognozowang, i przypadkows (czesto okreslang jako sktadnik losowy lub wahania
przypadkowe) [Cies$lak 2001]. Sktadowa systematyczna moze przyjaé postac statego
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poziomu prognozowanej zmiennej, tendencji rozwojowej (trendu) lub sktadowe;j
okresowej (zwanej takze periodyczng). Sktadowa okresowa moze wyrazac si¢ w
postaci wahan cyklicznych lub sezonowych (rysunek 2).

Tendencja rozwojowa (trend) charakteryzuje si¢ dlugookresowa podatnoscia
do jednokierunkowych przeksztalcen (wzrostowych lub spadkowych) wartosci
analizowanej zmiennej. Jest ona nastepstwem wptywu statego zestawu czynnikow.
Mozliwo$¢ wyznaczenia trendu wymaga operowania dlugim szeregiem czasowym.

Staly poziom prognozowanej zmiennej ma miejsce, kiedy w szeregu nie
wystepuje trend ani wahania okresowe, natomiast wartosci prognozowanej zmienne;j
nieznacznie wahaja si¢ wokot statego poziomu. Wahania cykliczne wystepuja w
formie dlugotrwatych, rytmicznych wahan warto$ci zmiennej wzglgdem jej trendu
albo stalego poziomu. Najczgsciej sa one zwigzane z cyklem koniunkturalnym
gospodarki. Wahania sezonowe wyrazaja si¢ w postaci powtarzajacych si¢ w
przedziale czasu (nieprzekraczajacym roku) wahan warto$ci zmiennej wokot trendu
lub jej stalego poziomu. Powstaja one w rezultacie zmian por roku, podziatu roku na
kwartaly, miesigce itd. [Dittman 2004; Stanko 2013].

Rysunek 2. Podziat sktadowych szeregu czasowego

SZETCg CZasowy

s

skladowa systematyczna skladowa przypadkowa
staly poziom trend skladowa okresowa
wahania sezonowe wahania cvkliczne

ANNNN

Zr6dto: opracowanie wlasne

Zagadnienie wyznaczenia poszczegélnych sktadowych danego szeregu
czasowego definiuje si¢ dekompozycja szeregu. W wielu przypadkach rozpoznanie
poszczegdlnych sktadowych szeregu czasowego danej zmiennej ulatwia ocena
wzrokowa utworzonego wykresu [Cieslak 2001].

W zaleznosci od przyjetych wytycznych odnoszacych si¢ do wzajemnych
relacji oraz wplywu poszczegdlnych elementow szeregu czasowego na wartosS¢
prognozowanej zmiennej wyroznia si¢ dwa zasadnicze modele matematyczne:
addytywny i multiplikatywny [Charemza, Deadman 1997]:
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ye=f()+ g(t) +e&, (2)
ye =f(@) * g®) * &, 3
gdzie:

f(t) — funkcja trendu,
g(t) — funkcja wahan okresowych,
€— sktadnik losowy.

Modele addytywne maja swoje zastosowanie, gdy funkcja trendu przyjmuje
posta¢ liniowg lub mozna ja do tej postaci sprowadzi¢. Zatozeniem modeli
addytywnych jest wzajemna niezalezno$¢ wszystkich zmiennych w szeregu. W
pozostalych przypadkach wykorzystuje si¢ modele multiplikatywne lub mieszane.
W modelach multiplikatywnych staly poziom lub trend prezentuje si¢ w jednostkach
zmiennej prognozowanej, natomiast pozostate sktadowe szeregu traktuje si¢ jako
wzgledne odchylenia od trendu.

W obszarze pojgcia prognozowania na przestrzeni lat sprecyzowano wiele
definicji prognozy. Polski ekonomista i profesor, Z. Hellwig, stwierdzil, ze
,Prognoza statystyczng nazywac¢ bedziemy kazdy sad, ktorego prawdziwos¢ jest
zdarzeniem losowym, przy czym prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest znane i
wystarczajaco duze dla celow praktycznych”. Czerwinski i Guzik [1980] proponuje
inng definicjg¢: ,,Przez prognoz¢ rozumiemy sad o zajsSciu okreslonego zdarzenia w
czasie okreslonym z doktadno$cia do momentu (punktu) lub okresu (przedziatu)
czasu, nalezacego do przyszlosci”’. Obaj naukowcy zastosowali stlowo sad w
odniesieniu do logiki, tzn. w konteks$cie zdania oznajmujgcego przyjmujacego
warto$¢ logiczng rowng prawdzie lub falszu. Takag warto$¢ mozna okresli¢ dopiero
po uptywie czasu, na ktory zbudowano prognoze. Jednak juz w momencie tworzenia
prognozy istnieje mozliwos¢ okreslenia miary zaufania do niej. Czerwinski i Guzik
nie stawiajg takich wymagan, w przeciwienstwie do Hellwiga, ktory wykorzystuje
do tego prawdopodobienstwo.

MODELE WYGLADZANIA WYKLADNICZEGO

Idea metod wygladzania wykladniczego polega na wygladzaniu szeregu
czasowego zmiennej prognozowanej przy uzyciu wazonej Sredniej ruchomej
zgodnie z wagami ustalonymi wedlug prawa wyktadniczego [Cieslak 2001; Gajda
2001]. Wybor wag bazuje na regule zmniejszania si¢ warto$ci informacyjnej
obserwacji w miar¢ uplywu czasu. Wagi te daza wyktadniczo do zera. Oznacza to,
Ze Wraz z przesuwaniem si¢ wstecz szeregu czasowego, kazda kolejna wartos$¢ tego
szeregu ma mniejsze oddziatywanie na tworzone prognozy. Réwnanie wyktadnicze
przedstawiajace wagg obserwacji o wieku ¢ ma postac:

we=a(l—a), 0<ac<l1 4)
Parametr a nazywa si¢ statg wygladzania. Powyzszy wzor ukazuje, Ze jest ona waga
przyporzadkowang ostatniej obserwacji prognozowanej zmiennej. Warto$¢ a bliska
zeru $wiadczy o wspOtmiernym udziale wszystkich obserwacji w budowanej
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prognozie. Je§li natomiast warto$¢ a jest bliska 1, to najsSwiezsza obserwacja ma
znacznie wigkszy udzial od pozostatych. Wyznaczenie warto$ci statej wygtadzania
zalezy od dynamiki zmian szeregu czasowego [Sobczyk 2009].

W zaleznosci od charakteru sktadowych szeregu czasowego stosuje si¢ rozne modele
wygladzania wykladniczego. Sposrod wielu wymienianych w literaturze modeli
najczesciej wykorzystuje si¢: model Browna, model Holta oraz model Wintersa.

Metoda Browna

Proste wyrownanie wyktadnicze opiera si¢ na modelu Browna. Jest on
przeznaczony do szeregdw czasowych z niemal stalym poziomem zmiennej
prognozowanej oraz wahaniami przypadkowymi. Model Browna sprowadza si¢ do
wzoru [Brown 1963]:

Vi =ayi1+ (1 — )y (5)

Za yi przyjmuje si¢ zazwyczaj:

- warto$¢ pierwszej obserwacji szeregu czasowego y; = Vi,

- warto$¢ $redniej z n poczatkowych obserwacji szeregu czasowego y; =

1 ¥n

n
Budujac prognozg na okres t uznaje si¢, ze jej warto$¢ bedzie rowna prognozie z
okresu poprzedniego #-/ poprawionej o pewny fragment (@) jej bezwzglednego
btedu ex post. Wobec tego, jezeli prognoza okreslona na okres #-/ okazuje si¢
zanizona w poroéwnaniu do prawdziwe] wartosci zmiennej prognozowanej, to
prognoza wyznaczana na okres ¢ wzrasta, i odwrotnie. Wazng kwestig podczas
stosowania modelu Browna jest wybor odpowiedniej wartosci statej wygladzania
a. Ten parametr ustala si¢ zazwyczaj eksperymentalnie — tworzac na podstawie
probki wstepnej przewidywania dla réznych warto$ci a i wybierajac sposrod nich tg
warto$¢ a, dla ktdrej $redni blad prognoz wygastych okazat si¢ najmniejszy.

Metoda Holta

Gdy szereg czasowy zawiera tendencj¢ rozwojowa i wahania przypadkowe
uzasadnione jest zastosowanie podwojnego wygltadzania wyktadniczego Holta.
Model ten wykazuje si¢ wickszg elastycznos$ciag w poréwnaniu do poprzedniego ze
wzgledu na wystgpowanie dwoch parametrow. Podwojne wygladzanie wyktadnicze
bazuje na trzech rownaniach:

- rOwnania stosowanego do okreslenia wygladzonych warto$ci szeregu w czasie t:

Fe=ay,+ (1 — a)(F—y + St-1), (6)
- rownania wyznaczajgcego wygtadzone warto$ci trendu na czas t:
St = B(Fe — Fm1) + (1 = B)St-1, (7)

- rbwnania wykorzystanego do tworzenia prognozy:

Vi = Foqg + Se-a. (8)
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Do budowy modelu Holta niezbedne sa poczatkowe wartosci F i S. W literaturze
istnieje wiele mozliwosci na rozwiklanie tego zagadnienia. Najczesciej spotykana
propozycja polega na uznaniu za F; pierwszej wartosci y,, a za S; wyniku réznicy
Y2 — ¥1 lub zera. Kolejng istotng kwestig jest wyznaczenie wartos$ci parametrow
wygladzania « i . Analogicznie do metody Browna, poszukuje si¢ ich w sposob
eksperymentalny, uznajac za najlepsze te, ktore minimalizujg $redni btad prognoz
wygastych [Cieslak 2001].

Metoda Wintersa

Potrojne wygltadzanie wykladnicze Wintersa znajduje zastosowanie w przypadku
szeregow czasowych z tendencja rozwojowa, wahaniami przypadkowymi
i wahaniami sezonowymi. Mozna zatem stwierdzi¢, ze model Wintersa stanowi
rozszerzenie modelu Holta o uzupeliajgce rownanie wygladzania sezonowosci
(C). Ze wzglgdu na mozliwo$¢ addytywnego i multiplikatywnego charakteru
sezonowosci  wyodrebnia si¢ dwie odmiany modelu Wintersa. Rownania
addytywnego wariantu modelu [Witkowska i in. 2012]:

Fo=a(y,— C_,)+ (1 —a)(Fe_q + Si_1), )
Se = BF,—F—1) + (1 = B)St—1, (10)
Ce=y(e —F) + (1 =y)Cp, (11
oraz multiplikatywnego wariantu modelu:
Fo= a2t (1—a)(Foyg + Seer), (12)
t-r
S =BFy — Froy) + (1 = PS4, (13)
Ce = }’3}% + (1 -7)Cy (14)
Roéwnanie prognozy na czas t>n w wersji addytywnej modelu:
vi=F + S,(t—n)+C,_y (15)
oraz w wersji multiplikatywnej modelu:
yi = [Fy + Sp(t = )]G, (16)

gdzie n to liczba wyrazow szeregu czasowego prognozowanej zmienne;.
Zastosowanie tego modelu wymaga przyjecia pewnych zatozen. Za wartosé
poczatkowa F mozna uznaé pierwszg warto$¢ obserwacji lub Srednig wartos¢
obserwacji z pierwszego cyklu. Wartos¢ S; da si¢ wyznaczy¢ jako rdznice drugiej
ipierwszej warto$ci obserwacji lub réznicg S$rednich wartosci dla drugiego
i pierwszego cyklu. Natomiast za C mozna przyjaé obliczona na podstawie szeregu
czasowego S$rednig réznic (w modelu addytywnym) Iub ilorazéw (w modelu
multiplikatywnym), odpowiadajacych temu samemu etapowi cyklu sezonowego,
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warto$ci prognozowanej zmiennej oraz wygladzonych wyrdéwnanych wartosci
trendu.

Literatura podaje wiele sugestii odno$nie doboru typowych wartosci statych
wygtadzania. Przy szybkich zmianach poszczegdlnych sktadowych szeregu
czasowego zaleca si¢ ustali¢ parametry «, 5,y na poziomie bliskim jednosci, za$§ w
przeciwnym przypadku na poziomie bliskim zera. Istnieje takze mozliwosé
eksperymentalnego wyboru tych parametrow [Sobczyk 2009].

WYNIKI
Metoda Browna

Przy minimalizacji $redniego procentowego bledu prognoz MAPE
otrzymano parametr wygladzania a=0,13. Wyniki prognoz zaprezentowano na
rysunku 3.

Rysunek 3. Porownanie rzeczywistej liczby pasazerdw transportu lotniczego i wartosci
wygtadzonych za pomoca metody Browna
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Zrodto: opracowanie wlasne

Z obserwacji wykresu wynika, ze prognozy utworzone za pomocg metody
Browna znacznie odbiegaja od rzeczywistych wartosci. W celu doktadnej
weryfikacji dopuszczalnosci modelu obliczono biedy ex post zawarte w tabeli 3.

Tabela 3. Bledy prognoz ex post otrzymane za pomoca metody Browna

Rodzaj bledu Wartos¢
MAPE 18,89%
RMSE 12 622 617
VRMSE 180,14%

Zrédto: opracowanie wlasne

Btad MAPE informuje, ze zbudowana prognoza rozni si¢ $rednio o +/-
18,89% od rzeczywistych wartosci liczby pasazerow transportu lotniczego w Polsce.
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Bioragc pod uwage wysoka warto$¢ tego wskaznika, prognozg¢ nalezy uznaé za
niedopuszczalng (blad powyzej 5%).

Metoda Holta
Majac na uwadze minimalizacj¢ bledu MAPE uzyskano nastgpujace wartosci

parametrow wygtadzania: 0=0,24 i p=0,63. Obliczone wyniki przedstawiono na
rysunku 4.

Rysunek 4. Porownanie rzeczywistej liczby pasazerdw transportu lotniczego i wartosci
wygtadzonych za pomoca metody Holta
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Zrodto: opracowanie wlasne

Analiza wykresu w tym przypadku réwniez wskazuje na duze rozbieznos$ci
pomigdzy wyznaczong predykcjg a rzeczywistg liczbg obstuzonych pasazerow
transportu lotniczego. Aby jednak zweryfikowaé te przypuszczenia dokonano
obliczen btedow ex post.

Tabela 4. Bledy prognoz ex post otrzymane za pomocg metody Holta
MAPE 26,81%

RMSE 12 774 615
VRrMSE 182,31%

Zrodto: opracowanie wlasne

Wyznaczone bledy $wiadcza o niskiej jakos$ci prognoz zbudowanych za
pomoca metody Holta. Btad MAPE na poziomie 26,81% wskazuje, ze utworzona
prognoza rozni si¢ $rednio az o +/- 26,81% od rzeczywistych wartosci badanego
zjawiska, a to kwalifikuje jg jako niedopuszczalna.



72 Michat Gostkowski, Ewelina Porowska, Marcin Halicki

Metoda Wintersa wersja addytywna

W wyniku minimalizacji blgdu MAPE w addytywnej wersji metody Wintersa
otrzymano wspotczynniki wynoszace odpowiednio 0=0,57, p=0,13 i y=1,00.
Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunku 5.

Rysunek 5. Poréwnanie rzeczywistej liczby pasazeréw transportu lotniczego i wartosci
wygladzonych za pomoca metody Wintersa w wersji addytywne;j
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Zré6dto: opracowanie wlasne

Wedtug danych przedstawionych na wykresie wyznaczone prognozy osiagaja
poziom zblizony do rzeczywistej liczby obstuzonych pasazeréw. W celu weryfikacji
tych zatozen policzono btedy ex post przedstawione w tabeli 5.

Tabela 5. Bledy prognoz ex post otrzymane przy metodzie Wintersa w wersji addytywne;.

MAPE 3,84%
RMSE 373371
VRMSE 5,33%

Zrédto: opracowanie wlasne

W przypadku uzycia addytywnej metody Wintersa btgdy prognoz ex post
oscyluja wokot znacznie nizszych wartosci niz w metodzie Browna i metodzie Holta.
Sredni procentowy btad prognozy MAPE wynosi 3,84%.

Metoda Wintersa wersja multiplikatywna

Optymalne parametry wygladzania zastosowane do multiplikatywnej wersji
modelu Wintersa wyniosty: 0=0,45, p=0,23 i ¢=0,74. Wyniki predykcji
zaprezentowano na rysunku 6.
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Rysunek 6. Porownanie rzeczywistej liczby pasazerdw transportu lotniczego i wartosci
wygtadzonych za pomoca metody Wintersa w wersji multiplikatywne;j
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Zrédto: opracowanie wlasne

Obserwujac rysunek 6 mozna stwierdzi¢, ze utworzona predykcja jest dobrze
dopasowana do rzeczywistej liczby pasazeréow transportu lotniczego. W celu
weryfikacji tych przypuszczen obliczono bledy prognoz przedstawione w tabeli 6.

Tabela 6. Bledy prognoz ex post otrzymane przy metodzie Wintersa w wersji

multiplikatywnej
MAPE 3,21%
RMSE 277 038
VRrMSE 3,95%

Zré6dto: opracowanie wlasne

Prognozy wyznaczone przy uzyciu metody Wintersa w  wersji
multiplikatywnej rdznig si¢ od rzeczywistej liczby obstuzonych pasazerow
transportu lotniczego $rednio o +/- 3,21%.

Porownanie jakos$ci prognoz

Do utworzenia prognoz liczby pasazerow transportu lotniczego wykorzystano
cztery modele wygladzania wyktadniczego: model Browna, model Holta, model
Wintersa w wersji addytywnej oraz model Wintersa w wersji multiplikatywnej. Za
miernik ich dopuszczalnosci przyjeto Sredni btad procentowy MAPE oraz
pierwiastek btedu sredniokwadratowego RMSE. Otrzymane w ten sposob wyniki
zaprezentowane w tabeli 7.
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Tabela 7. Zestawienie otrzymanych wynikow

Metoda MAPE RMSE VRMSE
Model Browna 18,89% 12 622 617,15 | 180,14%
Model Holta 26,81% 12774 614,62 | 182,31%
Model Wintersa addytywny 3,84% 373 371,44 5,33%
Model Wintersa multiplikatywny 3.21% 277 038,47 3,95%

Zrédto: opracowanie wlasne

Wysokie wartosci btgdow MAPE kwalifikujg prognozy utworzone za pomoca
modelu Browna i modelu Holta jako niedopuszczalne. Wyznaczone za ich pomocg
predykcje w duzej mierze odbiegajg od rzeczywistych wartosci liczby obstuzonych
pasazeréw transportu lotniczego. Potwierdza to hipoteze o dokla-dniejszych
wynikach prognoz uzyskanych metodg Wintersa ze wzgledu na wystgpowanie w
analizowanym szeregu czasowym sezonowosci kwartalnej, trendu rosngcego oraz
sktadnika losowego.

Bledy prognoz MAPE zbudowanych za pomoca metody Wintersa zarbwno w
wersji addytywnej, jak i multiplikatywnej nie przekraczajg 5%. Wedlug literatury
mozna je zatem uzna¢ za dopuszczalne. Najdoktadniejszg z zastosowanych metod
okazata si¢ metoda Wintersa w wersji multiplikatywnej, ktéra oprocz najmniejszej
warto$ci blgdu MAPE ma réwniez najmniejszy btad RMSE oraz blad wzgledny
VRMSE.

PODSUMOWANIE

Do jednego z najpr¢zniej rozwijajacych si¢ obszaréw transportu w Polsce
zalicza si¢ transport lotniczy. Jego znaczny potencjat rozwojowy jest konsekwencjg
historycznych 1 geograficznych uwarunkowan. Obecna sukcesywna modernizacja
portow lotniczych oraz inwestycje infrastrukturalne zwigkszaja ich przepustowosé,
a takze komfort warunkow podrézowania przyczyniajg si¢ do coraz wigkszej liczby
pasazerow. Transport lotniczy determinuje rozwoj gospodarki §wiatowej zwigzanej
z transferem ludzi, towardw i informacji. Wyznacza on osiggalnos¢ rynkow o coraz
wickszym obszarze geograficznym, zmniejszajac przy tym czas i koszty oraz
zwigkszajac jednoczesnie tempo i rozmiar wymiany tadunkow.

Rynek transportu lotniczego w Polsce posiada rozbudowang historig, ktora
wyjasnia jego unikatowa charakterystyke. Do 1989 roku polityka centralnego
planowania prowadzona przez panstwo znacznie ograniczata mozliwosci rozwojowe
podmiotow prywatnych. Dopiero transformacje systemowe zapoczatkowaty
ksztaltowanie si¢ wolnego rynku. Za przetlomowy moment w historii transportu
lotniczego przyjmuje si¢ jednak przystapienie Polski do Unii Europejskiej w maju
2004 roku. To wydarzenie zainicjowalo ogromng metamorfoze polskiego rynku.
Skupiono si¢ na wprowadzeniu praktyk liberalizacyjnych  zgodnych
z obowigzujagcymi w Unii Europejskiej. Najistotniejszg kwestia okazato si¢
ztagodzenie przepisdéw o dostepie obcych przewoznikow do polskiego rynku.
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W ciggu zaledwie kilku lat przewoznicy niskokosztowi zdominowali strukture rynku
burzac jego pierwotny ksztalt. Przemiany objely nie tylko przewoznikéw, ale
rowniez porty lotnicze. Podjgto starania o podwyzszenie warunkow i konkurencji.
Najwigkszymi beneficjentami liberalizacji staly si¢ lotniska regionalne, ktore
wczesniej odnotowywaly bardzo niskie udziaty w rynku, a obecnie stanowig jego
mocny filar. Konsekwencja wymienionych transformacji byt kilkukrotny wzrost
ruchu pasazerskiego i dynamiczny rozwoj transportu lotniczego.

Pomimo okresowych probleméw zwigzanych z sytuacjg gospodarcza,
koniunkturg polityczng oraz dostepnoscig przekaznikow energii, rozwoj transportu
lotniczego ma postac¢ ciagla. Biorac pod uwage intensyfikujaca si¢ globalizacje,
a w zwigzku z nig konieczno$¢ wydajnego i1 bezpiecznego transportowania
pasazerow oraz towardw godzi si¢ postawic¢ hipotez¢ o nieustajagcym dynamizmie
przysztych zmian tego zjawiska. W tym miejscu moze pojawic si¢ pytanie o stopien
1 kierunek nadchodzacych transformacji.

Od dawna zdobycie wiedzy o przysztosci jest jednym z gtownych pragnien
ludzkosci. Wraz z rozwojem cywilizacyjnym zaczely pojawiaé si¢ rézne metody
naukowe bazujgce na poszukiwaniu korelacji pomigdzy zdarzeniami z przesztosci
moggcymi uwarunkowywacé przysztosé. Do takich metod zalicza si¢ prognozowanie
pozwalajagce na naukowe wyznaczanie przyszlych zdarzen. Prognozowanie
umozliwia przygotowanie si¢ na réznorodne ewentualnosci podczas planowania
dziatan oraz podejmowania decyzji.

Na przestrzeni ostatnich lat prognozowanie osiggneto szczegdlne znaczenie
ze wzgledu na bardzo dynamiczne zmiany zachodzace w réznych dziedzinach
gospodarki, ktore wywoluja wzrost ryzyka i niepewno$ci. Zastosowanie
odpowiednich prognoz moze w znacznym stopniu ograniczy¢ ryzyko podejmowania
niewlasciwych decyzji. W przypadku transportu lotniczego prognozowanie jest
niezbednym elementem skutecznego i sprawnego zarzadzania portami lotniczymi.
Poza tym, wczesna informacja dotyczaca wielkosci ruchu lotniczego umozliwia
przystosowanie lotnisk i1 przewoznikow do zachodzacych zmian. Utworzone
prognozy znajdujg zastosowanie nie tylko w zarzadach linii lotniczych, czy u
producentéw statkow powietrznych, ale takze wsrod bankowcow i zaintere-
sowanych administracji rzadowych.
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FORECASTING THE NUMBER OF AIR TRANSPORT
PASSENGERS IN POLAND

Abstract: The Polish air transport market constitutes a significant part
of the European and world transport services market. Over the years,
there has been a high dynamics of growth in the number of air transport
passengers. Due to the dynamism of the changes taking place, there has
been a need to forecast this phenomenon. The paper presents forecasts
of the number of air transport passengers in Poland with the use of
exponential smoothing methods: Brown, Holt and Winters in additive
and multiplicative versions. The quality of the obtained predictions was
also compared based on the calculated ex post errors.

Keywords: time series, forecasting, exponential smoothing models
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Abstract: This paper concerns the classical and conditional symmetries of the
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also been considered and their maximal algebras of invariance have been
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Keywords: Black-Scholes equation, Lie symmetries, creation operator

JEL classification: C69, G150, G170

INTRODUCTION

The remarkable Black-Scholes equation [Black & Scholes 1973, Merton
1971, Merton 1973, Black 1976] that describes the time evolution of the option
prices of a European call under the Black-Scholes model belongs to a group of
successful mathematical models related to the derivatives market. As such, it has
been vigorously investigated from many different points of view. In particular,
a transformation to the heat (diffusion) equations has been found that resulted in
a convenient formula for a solution in terms of the standard normal cumulative
distribution functions [Black 1976].

One of the most successful methods or perhaps the most successful method of
analysis of partial differential equations (linear or nonlinear) is based on finding the
symmetries of a given equation. In particular, thanks to the works by Lie and also
Ovsyannikov, semi-algorithmic, effective methods of finding symmetry
transformations have been found that are based on solving an overdetermined system
of linear partial differential equations for the coefficients of the so-called generator

https://doi.org/10.22630/MIBE.2021.22.2.7




78 Maciej Janowicz, Andrzej Zembrzuski

of symmetry [Ovsyannikov 1962, Olver 1986, Bluman & Kumei 1989, Stephani
1990]. The generators of symmetry allow for finding special solutions to a given
equation by lowering its dimensionality and obtaining new solutions from already
known ones. The symmetry generators obtained in the classical Lie sense form a Lie
algebra. It provides insight into the deep structure of the equation. If the Lie algebras
for two different equations (or systems of equations) are isomorphic, they provide a
means to find invertible transformations between these two equations [Bluman &
Kumei 1989].

There are good reasons to believe that the symmetry analysis has become more
or less de rigueur in the modern theory (and practice) of partial differential
equations. The original Black-Scholes equation has been investigated from the point
of view of its symmetries in [Gazizov & Ibragimov 1998, Bordag 2015] among
others. As for the BS equation with variable coefficients, only partial results exist (to
our best knowledge), to which we add here our contribution.

One of the limitations imposed on applications of the Black-Scholes formula
under realistic circumstances is the assumption that its two important parameters,
risk-free rate, and volatility, are constant. A version of the Black-Scholes equation
with time-varying coefficients has been derived by Merton already in 1973 [Merton
1973]. Interesting mathematical insights associated with non-constant parameters
have been obtained, in particular, in [Harper 1994, Willmot et al. 1999, Rodrigo &
Mamon 2006, Naz & Naeem 2020, Lyu & Wang 2017].

Thus, our objective has been to analyze the variable-coefficient (i.e. modified)
Black-Scholes equations from the point of view of its symmetries. We allow the
coefficients to depend on both independent variables. In particular, we identify the
dependence of the coefficients that allow for maintaining the maximal symmetry of
the Lie sense.

The main body of this work is organized as follows. In Section 2 we derive
the classical and conditional symmetries of the standard Black-Scholes equation
using commutators instead of prolongations used in [Gazizov & Ibragimov 1998].
The creation operator for the corresponding eigenvalue problem with varying risk-
free interest rates has been obtained in Section 3. In Section 4 we find symmetries
of the logarithmic dependence of the risk-free interest rate on the value of a security.
Section 5 contains some concluding remarks.

STANDARD BLACK-SCHOLES EQUATION AND ITS SYMMETRIES

By standard Black-Scholes equation we will understand the following partial
differential equation:

o 1 , 0% ov
E-}_EGS ﬁ+r5$—rv=0.
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Classical symmetries

The method for calculating symmetries of the Black-Scholes equation as employed
in GI has been based on the so-called second prolongation of the symmetry
generator. However, for the case of /inear equations, a simpler method exists. It takes
into account more directly the fact that a vector field is a symmetry if it transforms
a hypersurface of solutions of a partial differential equation into itself. By
“hypersurface of solutions” we mean the hypersurface in the space spanned by the
independent variables, dependent variables, and the derivatives of the latter as
specified by the constraint given by the differential equation.

Let F be a set of all triple-differentiable functions of two variables (t,s). Let Q =
Q(t,s, 0, 0;) be a second-order linear partial differential operator with the domain
F. By a (first-order) symmetry (operator) of the partial differential equation Qf =
0, f€F, we will understand a first-order partial differential operator L =
L(t, s, 0¢,0s) such that [Miller 1984, Fushchych & Nikitin 1987]:

[Q, L1f = k(t,$)Qf, )]

for any f, where [Q, L] = QL — LQ is the commutator of the operators Q and L, while
k(t,x) is a function of the arguments (t, s). Thus, the operator L transforms the set
of solutions of the equation Qf = 0 into itself.

The definition contained in Eq. (1) provides effective means to determine the
symmetries. Indeed, let Q be the operator d; — B, and let us represent L as:

L=1(t,x)0; +&(t,x)ds + p(t, x), 2)

where the functions 7, &, and ¢ are at least twice differentiable. Substituting 9, — B
for Q and the representation (2) into Eq. (1) and equating to zero the coefficients
standing at the consecutive derivatives of the function f we obtain the following set
of determining equations for the functions 7, £ and ¢:

520'2%=0, 3)

SZUzg—i— so2¢ —%szazk =0, (4)
%+%02s2%+r5%—k=0, Q)
0252%+%+%o—252%+m%—rf—Tsk=0, (6)
%+%0252%+r5%+rk=0. (7

Due to the favorable structure of the above determining equations and their
overdetermined character, it is possible to obtain their general solutions without
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difficulties. Indeed, we immediately realize that both T and k must be independent
of s with k = k(t) = 0,7. Integration of (4) leads to:

£(69) = 5 (£ + 2 k(©)log(s)) ®)

while the integration of (6) yields:

blt5) = (0 - SLBD KOO 31 B jog(s3ie) ©)

402

where the “dot" over a syrnbol indicates the derivative over time ¢.

Finally, with the substitution of the above partial solutions to Eq. (7) and equating to
zero the coefficients standing at log(s)?, log(s), and the s-independent term, we
obtain:

k(t) = ko + klt,

E(t) =& + & (D), (10)

- o2+2r)° 02+3r 2) o%-2r

162

&t +kat. (11)
The expression for T is obtained by simple integration over t:

T =1y + kot + ki t2. (12)

Thus, by the above straightforward calculations we have proved the following
proposition:
Theorem 1. The most general first-order symmetry operator of the Black-Scholes
equation is given by

L=T6t+fas+¢.
where the functions t, &, and ¢ are given by (12, 8, 10, 9, 11).

We conclude that the algebra of invariance operators is generated by the following
operators:

LO = at’
Li=td: + %slog(s) ds — (gP+2r) +2T) t+ (— - —log(s)
1 1 242r)? t  log2(s)
Ly = 579, + stlog(s) 05 — ("16 1) 2 +o-
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d
Ly = S5
0 (1), log®)
Ly=st 0s + ((02 2) t o? )’
L5 =]

Although the shape of the above operators may seem a bit complicated, they form
a Lie algebra with a fairly simple commutation table:
(62 +27)?) L

[Lo,L1] =L 802 5
1
[Lo, L] =1Ly + ZLS:
[LOJL3] - O)
r 1

[Lo,Ly] =L+ (ﬁ - 2) Ls,
[LOJLS] - O;
[LllLZ] - Lz,

1 T 1
L] ==k~ (7553t
[Llf L4] =V,
[LllLS] - O)

1
[LZJL3] - _EL4-J
[LZ'L4] =y,
[LZJLS] - O;

1
[L3,L4] - _ﬁLSl
[L3JL5] =V,
[Ls Ls] =

The Lie algebra rederived above is isomorphic to the so-called extended
Schrodinger algebra of invariance of both the one-dimensional Schrodinger (with at
most quadratic potential) and one-dimensional heat (diffusion) equation. It is
precisely this isomorphism that allows for the well-known transformation from the
Black-Scholes to the heat equation.

Conditional symmetries

Let Q be a second-order partial differential operator with the domain as above. By a
conditional symmetry of the partial differential equation Qf = 0 we will understand
a first-order partial differential operator L such that

[Q, L] = k(t,5)Q + m(¢t,s)L, (13)
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where m(t, s) is another first-order partial differential operator. The intuition behind
the above definition is as follows. The number of symmetries can be enlarged if we
add a condition to the solutions. Namely, even though the hypersurface Qf = 0 is
not invariant under transformations generated by L, a subset U of that hypersurface
can be invariant if it satisfies certain additional conditions (Lf = 0 in this case). That
subset U is, therefore, defined by the two conditions: Qf = 0, Lf = 0.

The general form of the operator m(t, s) is:

0 0
m(t,s) = u(t,s) 3 +v(t,s) 35 + p(t,s).

However, this form is, in fact, foo general - on employing it we obtain a family of
uncountably many symmetry operators parametrized by the arbitrary functions u, v
without any effective means to calculate them explicitly. Thus, we will restrict our
discussion to the case of m reduced to the function p multiplied with the identity
operator. What is more, we will assume that p is constant.

From (13) we obtain the following set of determining equations. The first two of
them coincide with (3), (4) while the remaining three are just a little bit more
complicated:

ot 1 0%1 ot

— 4+ —0%s2— _—— —k=0
at+zas asz+rsas pT ,

ap 0F 1 . 0%
2027 4 7> 2022
oS s Y ar T2 352

¢ _
+rsas ép—1ré—1rsk=0,

d 1 92 d
a—f+50252£+r36—f—p¢+rk =0.

The results appear to be somewhat trivial at the first sight. The generators
obtained from the above equations are those of the previous subsection but
multiplied by the factor exp(pt). This seemingly innocent factor changes quite
radically the structure of the set of generators: they no longer form a Lie algebra
because the commutators contain the factor exp(2pt). However, it is to be noted that
the commutators of the symmetry operators found are still symmetries.

CREATION OPERATOR FOR EIGENVALUE PROBLEM

The problem considered above sends us to another consideration of non-
vanishing interest. Let us consider the following eigenvalue problem for the Black-
Scholes operator:

B(v) = 1 226217 6v+ 3
v) = =50t o —rs——+rv = Av,
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where A is an eigenvalue (complex, in principle). And let us look for a first-order
ordinary differential operator at such that:

[B,af] = kat. (14)

Both the notation of a and the name by which we call it here - the creation
operator - are borrowed, of course, from quantum mechanics. The merit of the
creation operator, if it exists, is that it transforms one solution of the eigenvalue
problem into another belonging to, in general, a different eigenvalue.

Let us represent at in the same way as the symmetry operator L before:

d
af = §(5) =+ ¢ ().

Upon substitution of the above expression into (14) we obtain the immediately obtain
the following solutions for ¢ and ¢:

§(s) = &os,

k&l
D) = o — S0E)

Unfortunately, there are further constraints for the solution ¢ that results in:

k%log(s) kr k\ k&
0(7*?‘5)‘7—0

from which it follows that either k = 0 or both &, and ¢, vanish. We must, therefore,
conclude that the standard Black-Scholes operator has no non-trivial creation
operators. Now, the following question naturally arises: can we improve the Black-
Scholes operator in such a way that a creation operator is admitted.

Let us make a somewhat exotic assumption that the risk-free interest rate r depends
on the value of s, r = r(s). Under this assumption, the expressions for ¢ and ¢ are
only slightly changed:

§ = &oS,

r(s) — klog(s)
02

b =¢o+$o

The constraint that must be fulfilled by ¢ leads to the following non-linear second-
order differential equation for r(s):

1 k21 I
‘Efoszr”@)—fos(r(f) ) )+ 60 B g, Ko,

It is not difficult to find a special solution to the above equations that, by the way,
simplifies ¢, namely:
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r(s) = alog(s) + b.

We immediately find:
k=a,

$o = —$o (%4‘ 1)-

Thus, we have found a modified Black-Scholes equation with a non-trivial creation
operator. The modification is very minor here.

SYMMETRIES IN THE CASE OF NON-CONSTANT RISK-FREE
INTEREST RATE

In this section, we will find symmetries of a modified Black-Scholes equation
in which the risk-free interest rate r depends either on s or on time.
Motivated by the results for the creation operator, we pay particular attention
to the case:
r(s) = alog(s) + b.

The general form of the symmetry generator is as before. The determining equations
take the following form:

26‘[_0
0°s 5= =0,
¢ 1
2,225 2.y 1227 —
asas o°sé Zask ,
ot 1 0%t T

0 0 1 02 d or
0-252_¢+_€ 242 €+sr—f—s—f—rf—srk=0,

s Toc 27 % 552 T s T %s
ap 1, 0% 0ap or ~
E'i'EO'S E+srg+£§+rk—0.

They differ very little from the determining equations for the standard Black-Scholes
equation, but the dependence of r of s spoils the symmetry quite radically. But with
the logarithmic dependence of 7 on s we obtain the following solution:

k(s,t) = k(t) = c;e?% + cye 2%,

1
1(s,t) = 1(t) = co + >a (c1e®® — ce72%),
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£,0) = 5 (80(0) +3K(log(s) ),

(s,t) = (t)+b€0+ ! )2<2bk ok + L (abe, + 20k 4% _y
¢(s,0) = bo(t) + 5 + 77 108(s = 50) gz (400 + 20k — 452 k).

The dependence of xij on t is given by:
1
&) = E(O’Z + 2b)(c1e%% + cye72) + ¢z + cheH,

while ¢(t) is obtained by the integration of the formula:

dp, 1d&, 1dk 1 , 1/, 4b? ~
W+§E_ZE+F(% +0%)aéy(t) +§<8a +?+4a+4b>k(t) =0.
The above symmetry generator allows, of course, for an attempt to perform
similarity reduction and find non-trivial solutions to the modified Black-Scholes
equation. This, however, would be only meaningful if our logarithmic dependence
of the risk-free interest rate on s can be in any sense justified.
We have also studied the dependence on the risk-free interest rate on time,
r = r(t). We have found, however, that even the simplest, linear time dependence
largely reduces the symmetry algebra: the function tau(t) depends in this case on
one (instead of three) arbitrary parameters. Let us notice that Naz and Naeem [Naz,
Naeem 2020] provided an interesting treatment of the case time dependence of both
r and 02 with r(t) = (1/2)0?(t) using the so-called potential symmetries.
We plan to provide a more comprehensive treatment of similarity reductions
in another paper where multidimensional versions of the Black-Scholes equation
with time-dependent risk-free interest rates will also be studied.

CONCLUDING REMARKS

In this work, we have considered the standard as well as modified Black-
Scholes equations from the point of view of their symmetries. Known results about
it have been rederived using a different method. An eigenvalue problem for the
Black-Scholes operator has also been considered for a non-trivial, logarithmic
dependence of the risk-free interest rate. For the same dependence of that quantity,
the symmetry of the modified Black-Scholes equations has been found. Work is in
progress to provide a more comprehensive exposition of the symmetries of variable-
coefficient versions of that equation and to extend the symmetry approach to the
parameter-dependent multidimensional Black-Scholes equation.

As is usually the case with variable-coefficient partial differential equations,
only for very peculiar dependence of the coefficients on independent variables can
we obtain non-trivial symmetries? This can be in some sense remedied if a small
parameter is present in the equation; the resulting approximate symmetries can be



86 Maciej Janowicz, Andrzej Zembrzuski

richer than the set of "exact" symmetries. This case will also be addressed in our
future work.
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