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NIEOBCIAZONYM ODSETKA PYTAN DRAZLIWYCH
W MODELU KRZYZOWYM NIEZRANDOMIZOWANYCH
ODPOWIEDZI
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Szkota Gléwna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie
e-mail: stanislaw__jaworski@sggw.edu.pl

Streszczenie: Jednym z probleméw w badaniach ankietowych jest sza-
cowanie odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Wymaga on stosowania
specjalnych modeli odpowiedzi. Pierwszym tego typu modelem byt mo-
del zrandomizowanych odpowiedzi [Warner 1965]. Obecnie istnieje wiele
innych modeli. Wéréd nich znajduje sie krzyzowy model niezrandomi-
zowanych odpowiedzi [Yu i in. 2008]. Estymator odsetka pytan drazli-
wych w tym modelu moze przyjmowaé wartosci spoza przedziatu (0, 1).
W pracy zostanie pokazany wplyw, jaki na wlasnosci tego estymatora
ma jego zawezenie do przedziatu (0, 1).

Slowa kluczowe: pytania drazliwe, krzyzowy model nierandomizowa-
nych odpowiedzi

JEL classification: C83, C99

WSTEP

W badaniach ankietowych mozemy byé¢ zainteresowani oszacowaniem
odsetka odpowiedzi na pytania drazliwe. Sa to takie pytania, na ktére respon-
denci mogg celowo nie udzieli¢ rzetelnej odpowiedzi. Pytania drazliwe wyma-
gaja stosowania specjalnych modeli, ktore pozwalaja zachowaé¢ anonimowosé
odpowiedzi respondenta przed ankieterem. Pierwszym takim modelem byt mo-
del zrandomizowanych odpowiedzi [Warner 1965]. Warner zaproponowal, aby
zadaé respondentowi dwa przeciwstawne pytania, na przyktad:

https://doi.org/10.22630/MIBE.2022.23.2.4
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a) Czy byl Pan uczciwy w sprawach podatkowych?
b) Czy byl Pan nieuczciwy w sprawach podatkowych?

Respondent ma odpowiedzie¢ tylko na jedno z tych dwoch pytan, w zaleznosci
od wyniku przeprowadzonego doswiadczenia losowego. Zgodnie z pomyslem
Warnera wynik doswiadczenia ma byé¢ znany jedynie respondentowi, przez co
ankieter nie wie, na ktére pytanie jest udzielana odpowiedz. Poniewaz kaz-
dy respondent przeprowadza to samo do$wiadczenie, prawdopodobienstwo, ze
zostanie udzielona odpowiedz na pytanie pierwsze (albo drugie) jest znane.

W praktyce model Warnera nie zawsze daje sie zastosowaé. Najogdlniej
moéwiac powodem jest natura ludzka. Po pierwsze ludzie nie chca odpowiadaé
na pytania drazliwe, nawet przeciwstawne. Po drugie podejrzewaja, ze wynik
doswiadczenia jest tylko pozornie losowy. Z tego powodu model Warnera zostal
zmodyfikowany. Pierwszg modyfikacja jest zastapienie jednego z pytan draz-
liwych pytaniem neutralnym, na przyktad: Czy urodzit sie Pan w pierwszym
kwartale roku? Druga modyfikacja jest sposéb udzielania odpowiedzi, przez
co mozna zrezygnowaé z przeprowadzania do$wiadczenia losowego, ktére nie
tylko wzbudza u respondenta wspomniane powyzej podejrzenia, ale réwniez
niekorzystnie wydtuza czas przeprowadzania ankiety. W efekcie powstaty mo-
dele niezrandomizowanych odpowiedzi [Yu i in. 2008].

Modele zrandomizowanych i niezrandomizowanych odpowiedzi zostaly
wprowadzone w celu lepszej wspolpracy z respondentem, co ma uwiarygodniaé
wyniki przeprowadzanych ankiet. Zwroé¢my jednak uwage na to, ze zaréwno
randomizacja oraz zastapienie pytania drazliwego neutralnym wprowadza do
modelu odpowiedzi dodatkows niepewno$é. W efekcie estymatory dla odsetka
pytan w takich modelach beda charakteryzowaé sie wigksza wariancja, niz
w przypadku, gdyby respondenci odpowiadali wprost na pytanie drazliwe w
klasycznym modelu jednej odpowiedzi.

MODEL KRZYZOWY NIEZRANDOMIZOWANYCH ODPOWIEDZI

W modelu krzyzowym niezrandomizowanych odpowiedzi zadawane sa
dwa pytania, drazliwe i neutralne. Jezeli respondent moze odpowiedzie¢ na oba
twierdzaco, wpisuje do ankiety TAK. Jezeli na oba moze odpowiedzieé przecza-
co, rowniez wpisuje TAK. W przeciwnym razie wpisuje NIE. Przy czym wazne
jest, aby oba oba pytania byly tak dobrane, aby udzielane na nie odpowiedzi
respondenta byty realizacjami niezaleznych zmiennych losowych.

Formalnie, niech Z oznacza zmienng losowa o rozkladzie dwupunkto-
wym, ktéra przyjmuje warto$é¢ 1, gdy respondent na oba pytania udzielitby tej
samej odpowiedzi oraz 0 w przeciwnym przypadku. Niech p oznacza prawdo-
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podobienstwo przyjecia przez Z wartosci 1. Zatem
p=qr+(1-q)1—mn), (1)

gdzie m i ¢ oznaczaja prawdopodobienstwa, ze respondent odpowiedziatby
twierdzaco odpowiednio na pytanie drazliwe oraz neutralne. Préba niezalez-
nych zmiennych losowych Zi,...,Z, o tym samym rozkladzie prawdopodo-
bienstwa, co Z, opisuje wyniki ankiet przeprowadzonych wérdd reprezentatyw-
nej préby n respondentéw. Estymatorem Najwiekszej Wiarogodnosci (ENW)
prawdopodobienistwa p jest p = %Z?:l Z;. Jest on réwniez estymatorem nie-
obciazonym dla p. Stad na podstawie réwnania (1) mozna przyjaé, ze

p—(1—q)

51 (2)

T =

jest nieobciazonym estymatorem prawdopodobienstwa m o wariancji

pA—p) _ml=m (A-q)
n(2q —1)2 n n(2q —1)2°

Varg () = (3)
Zwrdémy uwage, ze estymator ten nie istnieje, gdy ¢ = 0.5. Jest to przypadek,
w ktérym p = 0.57 + 0.5(1 — 7) = 0.5, co oznacza, ze wyniki przeprowadzo-
nych ankiet nie zaleza od odsetka pytan drazliwych i stad nie mozna go na
ich podstawie oszacowac¢. Dlatego w prezentowanym modelu zaktada sie, ze
q # 0.5. W przypadku gdy ¢ = 0 lub ¢ = 1, model niezrandomizowanych od-
powiedzi sprowadza sie do modelu jednej odpowiedzi. Dlatego przyjmuje sie
zalozenie, ze ¢ € (0,1) \ {0.5}. Zauwazmy, ze wariancja estymatora odsetka
pytan drazliwych w modelu niezrandomizowanych odpowiedzi, w poréwnaniu
1—q)q
n(2q — 1)2
jaka trzeba zaplaci¢ za wiarygodnosé odpowiedzi respondenta.
Yu i in. [2008] zauwazyli, ze estymator 7 moze przyjmowaé wartosci
mniejsze od zera, gdy p < (1 — ¢q) oraz wartosci wigksze niz jeden, gdy p > q.
Stad zaproponowali oni do$¢ naturalna modyfikacje estymatora 7, okreélajac
tym samym ENW dla prawdopodobienistwa :

z modelem jednej odpowiedzi, jest wigksza o wartosc¢ . Jest to cena,

iy = max{0, min{#, 1}} (4)

Udowodnili réwniez, ze estymator 7 oraz 7js sa asymptotycznie rownowazne.
Stad za podstawe konstrukcji asymptotycznych przedziatow ufnosci przyjeli
parametry estymatora 7. W jednej wersji uzyli oszacowania zaréwno wartosci
sredniej oraz wariancji, a w drugiej tylko wartosci sredniej. Druga wersja w
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stosunku do pierwszej wymaga rozwiazywania dodatkowego rownania kwadra-
towego.

PARAMETRY ESTYMATORA UCIETEGO

Niech [z] oznacza ceche gérna, a |x| czesé caltkowita liczby rzeczywis-
tej x. Zgodnie z tymi oznaczeniami

Ex () = -~ masx {min{k/n_(l_q), 1} ,0} (Z)pk(l — k=

s 2¢ -1
Lng] [n(1-g)]-1
n e k/n—(1-gq))(n e

=Zl<k>pk(1—p) DY ( /2 <_1 >)<k>p’“(1—p) "

k=0 k=|ng]+1 q

n n B

+ > 0<k>p’“(1 —p)" "

k=[n(1-q)]

(5)

Poniewaz

[nq] 1 n
S— Z (k?/n2q (_11 q)) <k>pk(1 _ p)nfk_i_
k=0

[n(1-q)]-1
+ Zq (k/n — (1 - Q)) <TL> ,Ok(l _ p)nfk_i_ (6)

k=|nq]+1 2 -1

+ Xn: (k/n - (1 - Q)) (Z) pk(l _ p)n—k 7

P ) B

otrzymujemy

Ing] 1 n
Eq(fy) —m= (1~ (k/n— (1 q>))< )p’“(l —p)"F -

s 29 —1

— zn: (k/n — (1 — Q)) (Z) pk(l . p)nfk.

=fn-g] 2471

Poniewaz

i (k?/n - (1 - Q)) <Z>pk(1 _ p)nfk —

b=fni-g) 2471
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otrzymujemy réwnanie na obciazenie Biasy(7ys) estymatora 7y

Biasg(ftar) = Ex(fiy) — 7 =

Lng]
- 2q1— 1 Z (Z) <q - i) {(1 —p)" R — (1 - p)kp”_k’} (9)

k=0

Z réwnania (9) wynika, ze estymator E,7)s jest obciazony. Przy zalozeniu ze
q < 0.5, obcigzenie to jest dodatnie dla p > 0.5 i ujemne dla p < 0.5. Stad
dla ¢ < 0.5 zachodzi Bias(7)r) > 0 <= m < 0.5, poniewaz z réwnania
(1) wynika, ze p > 0.5 <= 7w < 0.5 (dla ¢ < 0.5 ). W szczegdlnoséci mozna
pokazaé, ze

Biasy(7yp) = —Biasi—x(Ttar) <0 (Vm,q € (0,0.5)) (10)

Znak obciazenia estymatora zalezy wiec od tego, czy wartosé interesujacego
nas prawdopodobienstwa 7 jest wigksza, czy mniejsza od 0.5. Na przyktad,
jezeli pytanie drazliwe oraz pytanie neutralne dotycza rzadkich zjawisk, to
ENW dla m bedzie dawaé zawyzona wartos¢ oszacowania. Z kolei estymator
nieobcigzony moze w takim przypadku dawaé wartosci ujemne z prawdopodo-
bienstwem P{# < 0} = 1—-F, ,([n(1l — q)]), gdzie F}, , oznacza dystrybuante
rozkladu dwumianowego z parametrami n i p (prawdopodobienistwo sukcesu).

Korzystajac z réwnosci Vary(#a) = Ex#3; — (Exfia)? wariancje esty-
matora 7); mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

Vary(ftar) = Fnp(Ingl)+

O—01=1 (kg _ \? (p
o> <n> (k:)p’“(l—p)"1—<w+Bias(ﬁM>>2 (1)

k=|ng]+1 2q -1

|| oznacza czesé calkowita liczby rzeczywistej x.
POROWNANIE PARAMETROW

Poréwnanie wartosci oczekiwanych estymatoréw s oraz 7 zostanie
przedstawione dla kombinacji n € {50,100,1000} oraz ¢ € {0.08,0.2,0.4}
wzgledem 7 € (0.1,0.49). Wykres na rysunku 1 przedstawia zaleznosé |E, 7ty —
7| od 7. Zauwazmy, ze Biasy(fyr) = Exfing — m = Epfty — Exft. Wykres na
rysunku 1 jest symetryczny wzgledem prostej m = 0.5, co wynika z réwnania
(9). Bezwzgledne obciazenie estymatora 7y, moze byé problematyczne dla 7
bliskich wartosci 0 oraz 1. To jak duzy problem moze stanowié¢ takie obcia-
zenie, zalezy od badanego problemu. Z niedoszacowania lub przeszacowania
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skali badanego zjawiska moga wynika¢ catkiem wymierne koszty spoteczne
lub finansowe. Niewazne jest wiec, czy obciazenie, ktére zostato zilustrowane
na rysunku 1 wydaje sie nam duze czy mate.

Rysunek 1. Wykres zbioru {(m,|E 7y — 7|) : © € (0.01,0.99)} dla ¢ €
{0.08,0.2,0.4} oraz n € {50,100, 1000}.

00 04 08
Lo
q=04 q=04 q=04
n=50 n=100 n=1000
0.10 1 r
0.05 1 \/ r
0.00 SN A
gq=02 gq=02 q=02
= n=50 n=100 n=1000
! B r0.10
=
] 53
LlJ .
— q=0.08 q=0.08 q=0.08
n=50 n=100 n=1000
0.10 1 r
0.05 1 r
0.00 ‘\—=———=——"h T 1 TT T T T T T
00 04 038 00 04 08
T

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Rysunek 2. Wykres zbioru {(r, (Dx# — D#tpr)/Dr#)) : 7 € (0.01,0.99)} dla
¢ € {0.08,0.2,0.4} oraz n € {50,100, 1000}.

0.0 04 08
1 1 Il 1 L1 1 1 Il 1 L1 Il 1 1 Il 1
q=04 q=04 q=04
n=50 n=100 n=1000
0.4 1 r
0.2;\/ \/ \ It
— 0.0+ -
<E q=0.2 q=02 q=02
a n=50 n=100 n=1000
I NS/ |\ (S |3
= N - 0.0
m} q=0.08 q=0.08 q=0.08
- n=50 n=100 n=1000
0.4 ] N
0'2:\ j L )l I
0.0 T T T T T T T 1 T T T T T T
0.0 04 08 0.0 04 08
m

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Zmodyfikowany estymator 7y; wartosci ujemne estymatora 7 zamienia
na zero, a wartosci powyzej jedynki na jeden. Powoduje to jego obciazenia,
ale jednoczesnie zmniejsza zréznicowanie. Na rysunku 2 zilustrowano wzgled-
ng réznice odchylenia standardowego D, (7s) estymatora ucietego wzgledem
odchylenia standardowego D (7) estymatora nieobciazonego.

Na przyktad dla wartosci m zblizonej do 0.01 lub 0.99 odchylenie stan-
dardowe estymatora ENW moze by¢ mniejsze o ok. 30% od odchylenia stan-
dardowego estymatora nieobcigzonego. Mniejsze odchylenie standardowe moze
stanowi¢ rekompensate za obcigzenie, co moze okazaé sie istotne przy szacowa-
niu skali zjawisk rzadkich, do ktorych czesto odnosza sie pytania drazliwe. Na
przyktad liczba zarejestrowanych w Polsce przypadkéw HIV w 2021 wyniosta
1173 [NIZP 2022], co stanowi ok. 3%o0 populacji Polski.

PRZEDZIALY UFNOSCI

Niech CI(q, F) oznacza przedzial ufnoéci dla m, ktéry jest konstru-
owany przy zadanym g w oparciu o estymator E. Niech d(CI(q, F)) ozna-
cza dlugos$é tego przedziatu oraz d (CI(q, E)) jego $rednia dtugosé pod wa-
runkiem, ze przedzial ten pokrywa szacowany parametr w. Doktadniej mo-
wigc d-(C1(g, E)) jest warunkowa wartoscia oczekiwang Er [d-(CI(q, E))|r €
Cl(q, E)]. W szczegdélnosci rozwazymy przedzialy o nastepujacej postaci:

CI(0.08,7) ={m € (0,1) : (& — 7)?/Var(7) < 1.96°}
CI(0.08, 7tps) ={m € (0,1) : (Far — Exftar)?/Vara(7ar) < 1.96%}.

Sa to asymptotyczne przedziaty ufnosci, ktérych konstrukcja oparta jest
na Centralnym Twierdzeniu Granicznym. Jako poziom ufnosci przyjeto 0.95.
Wartos¢ 1.96 jest kwantylem rzedu 0.975 standardowego rozkltadu normalnego.
Wartosé ¢ = 0.08 zostata dobrana wedtug przyktadowego pytania neutralnego
zamieszczonego w pracach takich autoréw, jak Horvitz i in. [1967], Greenberg
iin. [1969] oraz Yu i in. [2008].

Asymptotyczne przedzialy ufnosci nie trzymaja zalozonego poziomu uf-
noéci. Na rysunku 3 oraz 4 zostaly pokazane rzeczywiste prawdopodobienstwa
pokrycia parametru 7 dla rozmiaru préby n = 50 oraz n = 100.

Prawdopodobienstwa pokrycia parametru przez oba rozwazane przedzia-
ty ufnoéci sg prawie identyczne od wartosci ok. 0.1. Wykresy pokrycia sg sy-
metryczne wzgledem wartosci 0.5, dlatego na rysunku 3 oraz rysunku 4 przed-
stawiono je tylko dla 7w € (0,0.5). Zwréémy uwage, ze dla wiekszosci wartosci
prawdopodobienstwa 7 rzeczywiste prawdopodobienstwo pokrycia jest ponizej
zatozonego poziomu ufnoéci 0.95. Ma to miejsce takze wtedy, gdy rozmiar pro-
by jest stosunkowo wysoki (dla n = 100). Zielinski [2021] zaproponowal, aby
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w takim przypadku stosowaé¢ konstrukcje dokladnego przedziatlu ufnoéci dla
prawdopodobienstwa 7. Ogoélna konstrukcje takiego przedziatu podali Clopper
i Pearson [1934].

Rysunek 3. Prawdopodobienistwo pokrycia dla n = 50. Ciagla linia dla 7, prze-
rywana dla 7.

\ N N N N l N N

NNV

0.95

Praw. pokrycia
)
Ne)

0.85 {

0.1 0.2 0.3 0.4

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Rysunek 4. Prawdopodobienstwo pokrycia dla n = 100. Ciagta linia dla 7,
przerywana dla 7.

0.95 1

0.9 ¢

Praw. pokrycia

Zr6dlo: obliczenia wlasne

Na rysunku 5 oraz rysunku 6 przedstawiono réznice miedzy $rednimi
dtugosciami rozwazanych przedziatéw, odpowiednio dla n = 50 oraz n = 100.
Srednie dtugosci przedzialéw zostaly wyznaczone pod warunkiem, ze dany
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przedzial pokrywa nieznanag wartos¢ parametru w. Zauwazmy, ze oba prze-
dziaty dla @ = 0.1 daja praktycznie to samo prawdopodobienstwo pokrycia
parametru m, z tym ze przedzialy ufnoéci oparte na estymatorze 7, daja
srednio wezsze przedzialy niz te oparte na estymatorze 7.

Rysunek 5. Réznica d,C(0.08,7) — d.C(0.08,7ps) wzgledem 7 € (0,0.5), dla

n = 50.
1072

3

5 1

=

<

<

2

g 0

‘N

Q

[aef

>
d

5.10-2 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
s

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Rysunek 6. Roznica d,C(0.08,7) — d.C(0.08, 7tps) wzgledem 7w € (0,0.5), dla

n = 100.
1073

CHE
a0
2
<
g 0
=)
N
Q
o

-5 1

5.10-2 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
T

Zrbdlo: obliczenia wlasne

Charakterystyczny grzebienn dla réznicy przecietnych diugosci wynika
z tego, ze mamy do czynienia z rozktadem dyskretnym. W efekcie konce prze-
dzialéw ufnosci obu przedzialow nie pokrywaja sie ze soba w charakterystyczny
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sposéb (rysunek 7).

Rysunek 7. Prawe korice przedziatéw ufnosci dla 7 € (0,0.15) oraz dla n = 50.
Ciagla linia dla 7, przerywana dla ;.
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Zrbdlo: obliczenia wlasne

PODSUMOWANIE

Jednym z probleméw w badaniach ankietowych jest szacowanie odset-
ka odpowiedzi na pytania drazliwe. Respondenci albo nie chcg opowiada¢ na
takie pytania, albo nie udzielaja wiarygodnych odpowiedzi. W celu poprawy
wspoOlpracy ankietera z respondentami wymyslono dla takich pytan specjalne
modele. Wéréd nich mozna wyrézni¢ modele zrandomizowanych i niezrandomi-
zowanych odpowiedzi. W odréznieniu do typowego modelu jednej odpowiedzi,
w ktérym respondent odpowiada wprost na postawione pytanie drazliwe, re-
spondent moze ukry¢ swoja odpowiedzie¢. Praca dotyczy estymatora odsetka
odpowiedzi na pytania drazliwe w krzyzowym modelu niezrandomizowanych
odpowiedzi. Estymator ten zostal zaproponowany w pracy Yu i in. [2008]. Nie-
stety estymator ten moze przyjmowaé wartosci ujemne oraz wigksze od jeden,
co wykracza poza zakres dopuszczalnych wartosci. Naturalnym podejéciem w
takiej sytuacji jest obciecie tego estymatora do przedziatu wartosci dopusz-
czalnych. W ten sposéb powstaje inny estymator, ktérego wlasnosci moga sie
rozni¢ od jego wersji pierwotnej. Faktycznie pierwszy wymieniony estymator
jest estymatorem nieobciazonym, a estymator zmodyfikowany (uciety) jest es-
tymatorem najwiekszej wiarogodnosci. W pracy wyznaczono obcigzenie esty-
matora najwiekszej wiarogodnosci oraz jego wariancje. Oba estymatory zostaty
poréwnane ze wzgledu na swoje parametry, warto$¢ oczekiwang oraz warian-
cje. Dodatkowo poréwnano prawdopodobienstwa pokrycia szacowanego odset-
ka pytan drazliwych oraz srednie dtugosci przedzialéw ufnosci konstruowanych
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w oparciu o centralne twierdzenie graniczne. Zgodnie z oczekiwaniami ENW
charakteryzuje si¢ mniejsza wariancja. Dla pytan drazliwych dotyczacych bar-
dzo rzadkich zjawisk (rzadszych niz 10%) wariancja tego estymatora moze by¢
mniejsza nawet o 30% od wariancji estymatora nieobcigzonego. Niestety, im
rzadsze zjawisko, tym wieksze obciazenie ENW. Zmniejszenie wariancji odby-
wa sie kosztem zwigkszenia obciazenia, co moze mie¢ zaréwno korzystny, jak
i niekorzystny wplyw na przedzialy ufnosci konstruowane w oparciu o ENW.
W pracy zbadano ten wplyw na prawdopodobienstwo pokrycia szacowanego
odsetka oraz na $rednia dtugos$é przedziatu ufnosci (przy warunku, ze pokrywa
on szacowany parametr). Dla zjawisk drazliwych, obejmujacych ok. 10% bada-
nej populacji wplyw ten moze by¢ pozytywny, poniewaz nie zmienia prawdo-
podobienstwa pokrycia, za to generalnie zmniejsza dlugosé przedziatu ufnoéci
(dla préby rozmiaru n € {50, 100} oraz pytania neutralnego obejmujacego 8%
badanej populacji).
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COMPARISON OF THE MAXIMUM LIKELTHOOD ESTIMATOR
WITH THE UNBIASED ESTIMATOR FOR THE FRACTION
OF SENSITIVE QUESTIONS IN THE NON-RANDOMIZED
CROSSWISE MODEL

Abstract: One of the problems in surveys is estimating the fraction of
responses to sensitive questions. It requires the use of special response
models. The first model of this kind was the randomized response model
[Warner 1965]. There are many other models nowadays. Among them is
the non-randomized crosswise model [Yu i in. 2008]. The estimator of the
fraction of the sensitive questions in this model can take values outside
the range of the interval (0.1). There is shown in the paper how the
truncation of the estimator to the interval is influencing its properties.

Keywords: sensitive questions, nonrandomized crosswise response mo-
del

JEL classification: C83, C99
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Streszczenie: Celem badan jest skonstruowanie agregatow, ktore beda
opisywa¢ kondycje przedsigbiorstw w wielowymiarowe] przestrzeni
wskaznikow finansowych 1 bedg przydatne do poréwnan migdzy
przedsicbiorstwami.  Skonstruowano  wektorowe syntetyczne miary
efektywnosci firmy VSME. Badaniami objeto spotki z GPW w Warszawie
notowane nieprzerwanie w latach 2010-2019 i posiadajace pelng ewidencje
wskaznikow finansowych. Wybrano 90 spoétek i ponad 20 wskaznikow
finansowych. Wykazano, ze zaproponowane wektorowe miary VSME dobrze
odzwierciedlaty standing spotek i pozwalaty na ich skuteczne porownywanie,
takze w czasie.

Stlowa Kkluczowe: efektywno$¢ firmy, spotki publiczne, wielowymiarowe
metody porownawcze, wskazniki finansowe, GPW w Warszawie

JEL classification: G32, .25, M21

WSTEP

W mysl teorii przedsigbiorstwa, gtownym celem firmy jest maksymalizacja
jej wartosci, co kreuje jej pozycje konkurencyjng i przektada si¢ m. in. na wysoka
cen¢ sprzedazy, atrakcyjng pozycje przy zakupach i fuzjach, czy utatwiony dostep
do rynkowych zZrodet finansowania. Implikuje zamozno$¢ akcjonariuszy poprzez
wplyw na warto$¢ rynkowa ich portfeli i na decyzje inwestycyjne, szczegolnie te
podejmowane w oparciu o analiza fundamentalng [Dietrich, Krafft 2014].
W konsekwencji ocena wartosci firmy na tle innych uczestnikow rynku cieszy si¢
duzym zainteresowaniem nauki i praktyki gospodarcze;j.

https://doi.org/10.22630/MIBE.2022.23.2.5
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Nowoczesnym podejsciem do oceny kondycji ekonomiczno-finansowe;j
przedsigbiorstw jest wielowymiarowa analiza porownawcza. Metody te pozwalajg
na konstruowanie miar zagregowanych z wielu réznych zmiennych, opisujacych
kondycje przedsi¢gbiorstwa. Bierze si¢ przy tym pod uwage gldéwne czynniki
ekonomiczno-finansowe, takie jak plynno$¢, poziom zadluzenia, efektywnosé
zarzadzania, rentowno$c¢ itp. [Bacidore i in. 1997; Bulgurcu 2012].

Nasza hipoteza moéwi, ze przy zastosowaniu metodologii zaproponowanej
przez Nermenda [2010], mozliwe jest skonstruowanie klasy wektorowych miar
syntetycznych, ktore bedg opisywacé pozycje firm w wielowymiarowe]j przestrzeni
wskaznikow finansowych i bgdg przydatne do poréwnan w czasie. Ze wzgledu na
charakter zmiennych objasniajagcych takg miare bedziemy nazywaé wektorowa
syntetyczng miarg efektywnosci firmy VSME. Naszym celem jest skonstruowanie
miar VSME oraz ich weryfikacja z wykorzystaniem spolek notowanych na GPW
w Warszawie! .

Badaniami objgto spotki z portfeli indeksow WIG20, WIG30, mWIG40
1 sSWIG80 Gietdy Papierow Wartosciowych w Warszawie. Wybrano jednak tylko
te spolki, ktore byly notowane przez caly okres badania, tj. w latach 2010-2019
i posiadaly pelng ewidencje¢ finansowa. Wykorzystano wiclowymiarowe miary
wektorowe zbudowane dla wszystkich analizowanych spotek oraz osobno — dla
spotek finansowych i niefinansowych.

PRZEGLAD LITERATURY

Istnieje wiele opracowan dotyczacych ewaluacji wartosci firmy. Wymienmy
przynajmniej niektore z nich, aby umiejscowi¢ nasze badania w takim kontekscie.
I tak, wiele podejs¢ do wyceny opiera si¢ na teoriach trade-off/trade-up, hierarchii
zrodet finansowania, agencji i sygnalizacji [Sudiyatno i in. 2020], ponadto na teorii
dywidendy i wrobla w garsci [Winarto 2015]. Warto$¢ firmy rozpatruje si¢ takze w
kontekscie teorii zasobowej i teorii warto$ci dodanej, teorii preferencji, teorii
oczekiwan c¢zy teorii ekonomii behawioralnej [Skrzek-Lubasinska 2020].
Szczegodlnie bliskie jest nam jednak podejscie Thavikulwata [2004], ktory
sprowadza typologi¢ wyceny wartosci do pigciu metodyk: wartosci ksiggowe;,
warto$ci rynkowej, wartosci skapitalizowanej, skorygowanej warto$ci netto i oceny
dedukcyjne;.

Pierwszg propozycja wykorzystania miary taksonomicznej do poréwnan
spotek publicznych byla tzw. taksonomiczna miara atrakcyjno$ci inwestycyjnej,
uzyta w procesie budowy portfela inwestycyjnego [Tarczynski 1994; Luniewska,
Tarczynski 2022]. W nastepstwie podjeto wiele prob budowy syntetycznych miar
taksonomicznych, np.:

! Wybér spétek publicznych wynika z faktu, ze s3 one zobowigzane do publikowania
swoich sprawozdan finansowych. Dostawcg danych do tego badania jest Notoria Serwis.
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e do oceny stanu przedsigbiorstw (m. in. [Fura 2019; Kompa 2019; Tarczynski,
Tarczynska-Luniewska 2017]);

e do wyboru spétek do budowy portfela inwestycyjnego (m. in. [Staszak 2018;
Tarczynski 2002; Witkowska, Kompa, Staszak 2021]) czy

e do objasnienia zalezno$ci pomigdzy kondycjg finansowsa firm, a ich wynikami
(m.in. [Juszczyk 2015; Witkowska, Kuznik 2019]).

Istotng wadg tych miar jest brak mozliwosci rozpoznawania obiektow lepszych od

wzorca, co istotnie ogranicza aplikacje w analizach przekrojowo-czasowych?.

W  konsekwencji skupiamy si¢ na wykorzystaniu miar wektorowych
[Nermend 2010], wolnych od w/w wad, do syntetycznego pomiaru efektywnosci
przedsicbiorstw. W zwigzku z tym bedziemy (a) konstruowaé wektorowe
taksonomiczne miary efektywnosci firm VSME, (b) wykorzystywa¢ je do
grupowania firm w homogeniczne klastry oraz (c) sprawdzal persystencje
pozycjonowania firm, korzystajac z syntetycznej miary odleglosci pomiedzy
klastrami, do ktorych klasyfikowane sg firmy w kolejnych latach badania.

DANE I METODY

Do realizacji zalozonego celu wykorzystano spotki notowane w latach 2010-
2019 na Gieldzie Papierow Wartosciowych w Warszawie. Uwzgledniono tylko te
spotki, ktore w dniu 30 grudnia 2019 roku tworzyly portfele indekséw: WIG20,
WIG30, mWIG40, sWIG80, byly notowane w catym okresie badawczym, a ich
raporty roczne byly dostepne w zasobach Notoria Serwis. Ostatecznie do badania
wybrano 73 spotki niefinansowe 1 17 spétek finansowych, w tym 8 bankow.

Stan i zmiany kondycji ocenianych przedsigbiorstw odwzorowywane sg
w rézny sposob, najczes$ciej za pomocg pojedynczych wskaznikow finansowych,
takich jak zwrot z kapitalu wtasnego (ROE) i aktywow (ROA), zwrot ze sprzedazy
(ROS), zwrot z =zainwestowanego kapitalu (ROIC), catkowity zwrot dla
akcjonariuszy (TSR), wartos¢ rynkowa przedsigbiorstwa czy wskaznik Q Tobina.

W tym badaniu przyjeto, ze kondycje przedsiebiorstwa w kolejnych latach
wyraza warto$¢ syntetycznej miary wektorowej w wielowymiarowej przestrzeni
wybranych wskaznikow finansowych. Tabela 1 zawiera list¢ wybranych
wskaznikow z zaznaczeniem stymulant (S) i destymulant (D). Zaznaczono
rowniez, ktore wskazniki zostaly wykorzystane do budowy miar dla bankow,
a ktore dla pozostatych przedsigbiorstw.

2 Uwaga: (a) warto$ci miar wyznaczone w kolejnych okresach badawczych, przy wzorcach
zdefiniowanych dla kazdego okresu osobno, nie s poréwnywalne; poréwnywalne sa
tylko pozycje porzadkowanych obiektow; (b) obliczanie miar z nowym wzorcem
globalnym daje co prawda poréwnywalne wyniki dla wszystkich paneli, ale wyniki te nie
sg porownywalne z poprzednimi.



50 Krzysztof Kompa, Dorota Witkowska

Tabela 1. Zestawienie wskaznikdéw finansowych stosowanych do oceny przedsigbiorstw
bankowych i niebankowych

Wskaznik Banki n})e(‘z)zaiiziie zm?gr?nej
Plynnos¢ biezaca X S
Plynnos¢ szybka X S
Wskaznik zadluzenia X D
Udziat kapitalu wlasnego w finansowaniu majatku trwalego| X S
Stopa zwrotu z aktywow ROA X X S
Rentownos¢ kapitatu wlasnego ROE X X S
Rentownos¢ sprzedazy ROS X X S
Marza zysku operacyjnego OPM X X S
Wskaznik aktywow przychodowych X S
Wskaznik rotacji nalezno$ci X D
Wskaznik rotacji zapasow X D
Wskaznik rotacji zobowiazan X D
Wskaznik rotacji aktywow X S
Produktywno$¢ majatku trwatego X S
Koszty dziatania/Aktywa X D
Koszty dziatania/Wynik na dziatalno$ci bankowe;j X D
Koszty dziatania/Dochody z dziatalnosci podstawowej X D
Wskaznik P/E (Rentownos¢ zyskow) X X S
Wskaznik wartosci rynkowej (market-to-book) P/BV X X S
Wspotczynnik adekwatnosci kapitatowej CAR X S
Wskaznik ptynno§ci MFW X S
EBITDA/aktywa X S

Uwagi: X oznacza wybor wskaznikow finansowych dla bankéw i spotek niebankowych;
dodatkowe cieniowanie oznacza zmienne wykorzystane w badaniu lacznym
obejmujacym wszystkie spolki; S, D oznaczajg typ zmiennych odpowiednio
stymulanty lub de-stymulanty.

Zrodto: opracowanie wlasne

Nalezy podkresli¢, ze dobor zmiennych do konstrukcji miary syntetycznej
jest zawsze arbitralny’. W tej pracy wykorzystano wskazniki najczesciej stosowane
w ocenie przedsicbiorstw, uwzgledniajac reprezentantow wszystkich grup

3 Chyba ze sformutowano kryteria optymalizacyjne doboru zmiennych. Dla przyktadu
w pracy [Witkowska i in. 2021] zestaw wskaznikéw finansowych do konstrukcji miary
syntetycznej jest wynikiem optymalizacji funkcji opisujacej stopy zwrotu z portfela oraz
jego ryzyko.
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wskaznikéw finansowych, przy jednakowym ich wplywie na warto$¢ miernika
(brak wazenia). Takie podejscie jest dobrze ugruntowane w literaturze przedmiotu.

Metodyka obliczania wektorowej syntetycznej miary efektywnosci (VSME)
opiera si¢ na technice Vector Measure Construction Method [Nermend 2017;
Kompa, Witkowska 2021] i jest nastgpujaca. Niech sytuacja kazdego z N
przedsiebiorstw (i = 1,2, ..., N) opisana jest przez M zmiennych diagnostycznych
x}t (gdzie. i =1,2,...,N; j =1,2,..,M), i obserwowana w ¢ kolejnych okresach
t=1,2,..,T. Niech stan przedsigbiorstw bedzie oceniany w kolejnych okresach
wzgledem okresu odniesienia ty € [1,T]. Zaklada si¢, ze oceniane obiekty sa
reprezentowane przez wektory )_()é = (xit, xk,, ...,xjit, ...,xf;,[t) w M-wymiarowej
przestrzeni cech. Analizowane s3 rzuty tych wektorow na pewien wektor
pomiarowy ?Bto = (a)lto,a)z%, ...,a)Mto),rozpie;ty pomiedzy koncami dwoch

roo. YP o p p p yar _ ap ap ap
wektorow: Xto = (xlto,xz%, ...,xMtO) — wzorca oraz XtO = (xlto'tho’ ...,xMtO)

— anty-wzorca, wyznaczonego dla okresu odniesienia t, i niezmiennego w catym
okresie badania. Wzorzec rozumiany jest jako obiekt hipotetycznie najlepszy
wedtug przyjetych kryteridw, a anty-wzorzec - obiekt najgorszy* . W rezultacie

dlugos¢ kazdego wektora X’)ff (wektora firmy) wzdluz wektora Bto (wektor
pomiarowy) jest okreslona krotnoécig dtugosci wektora @, o Zatem zdefiniowana
tu wektorowa syntetyczna miara efektywnosci VSME ma nastgpujacg postac:

T(,i_ apY, .
Sil(zfe=zj0 Jwjeo|

2jwjt,

VSME;, =

dlaie[1;N],je[l; M], te[1; T] (1)

gdzie i oznacza numer badanej spoiki (i-tg firme¢), N - liczbe spolek, j — numer
zmiennej objasniajacej (j-ty wskaznik finansowy), M — liczbe wskaznikow
opisujacych spotke (wymiar przestrzeni wektorowej), ¢+ — rok badania, # — rok
referencyjny badania, T — liczba okreséw, wj - rznica znormalizowanych j-tych
wspotrzednych wzorca i anty-wzorca w M-wymiarowe] przestrzeni wektorowej:

_ b _ _ap
Wjty = tho tho @)

p ap i
jto' Zity Zito )
anty-wzorca i i-tej firmy dla okresu odniesienia t, Zjlt — j-te sktadowe wektora
spotki znormalizowane dla pozostatych ¢ okresow badawczych. Wszystkie

sktadowe wyznaczane sg ze zbioréw stymulant S i destymulanty D jako:

— znormalizowane j-te skladowe wektoréw odpowiednio wzorca,

4 Bardziej szczegdlowe omowienie wyboru wzorca i anty-wzorca mozna znalezé w pracy
[Nermend, 2010].
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p _ (. =i po_ (i =i
tho - (xjto - xjto)/Sth th = (xjt - xjto) /Sjto t#t (3a)

P, i P i
max {z, }; xj, €S max {z, }; x, €D

D i=1,2,...N ap i=1,2,...N

%o = min {7 ¥ xl, €D Zitg = min {Z'i |7 X €8 (3b)
i=1,2,.,NJto)? It i=1,2,.,N It I Tt

gdzie: Xj¢, Sj¢, - warto$¢ Srednia i odchylenie standardowe j-tej zmiennej,

odpowiednio:

T 1&, v
xj’o - ;lej’o ? Sﬂo - Fz_:‘(xﬂo - xﬂo) (4)

Cho¢ sama warto$¢ miary nie ma interpretacji ekonomicznej, to im wyzsza
jej wartos¢, tym lepsza sytuacja ocenianego obiektu. Miara VSME jest odporna na
wystepowanie obiektow lepszych od wzorca. Mozna jg zatem stosowac zardwno
do danych przekrojowych, jak i przekrojowo-czasowych, nie zmieniajgc wzorca
ustalonego w pierwszym podokresie badania, a obliczone warto$ci zagregowane sg
porownywalne w calym przedziale badawczym.

Grupowanie wszystkich badanych firm w cztery klastry odbywa si¢ wedtug
nastepujacych regut decyzyjnych:

Klasa Efektywno$¢ firmy Reguta klasyfikacji
I bardzo wysoka VSME;; =VSME; + Sysugts
II wysoka VSME; + Sysmet > VSME;; = VSME,, (5)
III  $rednia VSME, > VSME;; > VSME; — SysmEt
v niska VSMEt - SVSMEC > VSMEw

gdzie dla kazdego t=2010, 2011, ..., 2019: VSME;; — warto$¢ miernika szacowana
dla i-tej firmy w #tym roku, VSME,, Sysmgt — $rednia warto$¢ i odchylenie
standardowe miary w #-tym roku.

Klasyfikacja wedlug (5) generuje cztery uporzadkowane skupienia firm,
przy czym kazda firma moze by¢ grupowana do innego skupienia w roznych latach
analizy. O przynaleznos$ci firm do skupienia w catym okresie badawczym decyduje
zasada majoryzacji, tj. firma nalezy do tego klastra, do ktorego nalezy najczescie;j.
Interesujace jest tez, ktore firmy sa zaliczane do tych samych skupien w kolejnych
latach, a ktére najcze$ciej zmieniaja swoje zaszeregowanie. Do oceny poziomu
persystencji stosuje si¢ miar¢ [Mazurkiewicz 2002]:

W =Yi ook (6)
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gdzie yx - udziat odlegtosci rowny k (k=0, 1, 2, 3) wérdd klas. Warto$¢ miary W jest
rowna 1, jesli firma nie zmienia klasy. Mniejsza warto$¢ W oznacza mniejsza
stabilnos¢ efektywnosci firmy.

WYNIKI EMPIRYCZNE

Ze wzgledu na réznorodnos¢ zbioru wskaznikow opisujgcych firmy réznych
typow, miary syntetyczne wyznaczono osobno (a) dla bankéw oraz dla pozostatych
przedsigbiorstw w podziale na (b) przedsi¢biorstwa finansowe inne niz banki oraz
(c) przedsigbiorstwa niefinansowe, a takze dla (d) wszystkich przedsigbiorstw
Tacznie. Miary syntetyczne dla firm sklasyfikowanych jako (a)-(c) obliczono przy
uzyciu réznych zestawdéw po 14 zmiennych (tabela 1) i oznaczono VSMEP, — dla
bankow oraz VSME;, — dla pozostatych firm. Natomiast miary dla wszystkich

przedsigbiorstw oparto na 6 zmiennych wspdlnych (oznaczenie VSMEj ).
Wszystkie miary obliczono osobno dla kazdego roku analizy 2010-2019 przy
zachowaniu wzorcow z pierwszego roku badania (dla kazdej grupy spotek osobno).

Wartosci obliczonych miar VSMEP, i VSME,, zestawiono w tabelach R1,
R2 i R3, a miar VSME, — w tabelach R4 i RS zamieszczonych w repozytorium

projektu’. Tutaj natomiast przedstawiamy wyniki grupowania firm (tabele 2-4) wg
warto$ci VSME (1) i zasad (5).

Klasyfikacje firm finansowych prezentuje tabela 2. Wedlug obliczen banki
byly najbardziej efektywne w sensie miary VSME\s w roku 2012, a najmniej
efektywne w roku 2015. Najczesciej, biorac pod uwage wszystkie lata badania
i wszystkie banki, sg one klasyfikowane do drugiego skupienia (w 34 na 80
przypadkow), do trzeciego skupienia (24 przypadki) oraz pozostalych skupien (po
11 przypadkow). Analogicznie wykonane grupowanie bankéw wg miary VSMEs
obliczonej dla wszystkich spdtek 1 zestawu 6 wspolnych zmiennych, klasyfikuje te
firmy w 3. skupieniu (z wyjatkiem ING klasyfikowanego do klastra 2).

Przedsigbiorstwa finansowe niebankowe, klasyfikowane wg miary VSME, ,
charakteryzowaty si¢ najwyzsza warto$cig miernika w 2010 r. i najmniejszymi w
latach 2018 i 2019. Najczesciej grupowaly si¢ w 3. klastrze (27 na 80
przypadkow), w drugim — 28 razy, w czwartym — 13 razy i w pierwszym — 12 razy.
Wg miary VSME; 47,5% firm finansowych kwalifikowalo si¢ w klastrze 3.,
26,25% — w klastrze 2., 22,5% — w klastrze 1.1 3,75% — w klastrze 4.

3 https://www.researchgate.net/publication/363456465 Repozytorium_do_artykulu WEKT
OROWA SYNTETYCZNA MIARA EFEKTYWNOSCI FIRMY DLA POLSKICH
SPOLEK PUBLICZNY CH#fullTextFileContent
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Tabela 2. Grupowanie firm finansowych wg (5) i miernikow VSMEY,, VSME,, VSME, 6

Firmy Finansowe | 2010 | 2011 | 2012 [ 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
Banki wg miary VSMEP,,

Handlowy 1 3 1 2 2 3 3 3 2 3
Millennium 4 3 3 3 3 2 2 2 2 3
BOS 4 1 4 4 4 4 4 4 4 4
PEKAO 1 4 1 1 2 2 3 3 2 3
ING 3 3 3 3 3 3 3 2 3 3
MBank 3 2 1 2 2 2 1 2 2 2
PKO BP 2 1 1 2 2 3 2 2 2 2
Santander 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2
Inne Finansowe wg miary VSME2L, / wg miary VSME,

ECO 21 | 22 | 22 |23 | 12 | 12 | 22| 3/3 | 3/3 | 4/4
GPW V1| 11 |22 [ 22 [ 22 |22 22|22 | 21| 22
Ipopema 32 | 33 | 3/4 | 3/4 | 3/4 | 3/4 | 3/4 | 3/4 | 3/4 | 3/4
MW Trade 3/3 | 33 | 33 | 33 | 33| 33 | 33 | 3/4 | 3/4 | 3/3
Pragma_F 13 |32 | 32 |33 |33 |33 ]33 |33 ]33] 33
Pragma I 2/2 1 22 | 33 | 33 | 33| 33| 33| 33 | 3/4 | 44
Quercus e |y oy oy o |y || oan | ar
VOTUM 20 |22 |22 12 |12 122223 |22 22

Zrédto: opracowanie wlasne na podstawie tabeli R1

Tabela 3. Stabilnos¢ klasyfikacji firm finansowych wg miar VSME ?4 i VSME; iwz. (9)

Banki Wi Cmv Ws Cwmv | Inne Wis Cmv W Cmv
Handlowy | 0,60 31100 | 3 |ECO 0,67 2 0,68 2
Millenniu | 0,66 32,5 11,00 | 3 |GPW 0,77 2 0,82 2
BOS 0,83 411,00 3 [Ipopema | 0,82 4 0,90 3
PEKAO 0,51 [1/2/3 1,00 | 3 |MWTrade | 0,82 3 1,00 3
ING 0,90 31085 | 3 |Pragma F | 0,71 3 1,00 3
mBank 0,73 21100 | 3 [Pragmal | 0,67 3 0,73 3
PKOBP 0,73 2 | 1,00 | 3 |Quercus 0,77 1 0,83 1
Santander | 0,90 2 (100| 3 |VOTUM 0,90 2 0,73 2

Uwagi: W14 oznacza miarg persystencji klasyfikacji (wzér 9) wg miar zbudowanych
z wykorzystaniem 14 wskaznikow, osobno dla bankow i pozostatych firm; W
oznacza miar¢ persystencji klasyfikacji wg miar zbudowanych z wykorzystaniem
6 wskaznikow wspolnych dla wszystkich firm; Cuv 0znacza klaster dominujacy wg
procedury majoryzacji.

Zrédto: opracowanie wlasne

Zbadano takze stabilno$¢ grupowania firm, sprawdzajac jak czgsto i w jakim
stopniu zmieniaja one swoje pozycje rankingowe. Wykorzystano zasade
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glosowania wigkszosciowego oraz miare (9). Wyniki zestawiono w tabelach 3 i 4.
W przypadku grupowania wg taksonomicznych miar efektywnosci wszystkich
spotek VSME, (tj. przy zastosowaniu 6 wspolnych zmiennych) wszystkie banki
z wyjatkiem ING sklasyfikowano w tych samych klastrach (trzecie skupisko).
W przypadku miernika liczonego tylko dla bankéw VSMEPL, (tj. z wykorzystaniem
14 zmiennych charakteryzujacych banki) badane spdtki sg w roznych latach
grupowane do wszystkich skupien. Wedlug tych miar najbardziej stabilnie
klasyfikowane sa ING i Santander, a najmniej stabilnie bank PEKAO, nalezacy do
klastrow 1., 2.1 3. tyle samo razy (3 lata w kazdym skupisku).

Ze wzgledu na warto$ci miar VSME, obliczonych dla spétek finansowych
nie bedacych bankami (tabela 3), dwie spotki (MWTrade i Pragma F) pozostaja
w trzecim skupieniu wraz z Ipopemg, ktora zostata zaklasyfikowana do tego
skupienia w ciggu dziewigciu lat oraz Pragma I, zaklasyfikowang do tego
skupienia w ciggu siedmiu lat. Pozostale trzy firmy finansowe — ECO, GPW
i VOTUM najczesciej grupowane byly w drugim klastrze, a Quertus —
w pierwszym przez 9 lat. Firma ubezpieczeniowa PZU nalezy do drugiego
itrzeciego klastra w ciggu pieciu lat. Stosujgc VSME wyznaczone dla
niebankowych firm finansowych, osiem firm zostalo zaklasyfikowanych do
roznych klastrow. Wsrdd nich najbardziej stabilny okazat si¢ Quertus, ktory zostat
zaklasyfikowany do pierwszego skupienia w ciggu 9 lat.

Tabela 4. Stabilnos¢ klasyfikacji firm niefinansowych wg VSMEi VSME, iwz. (9)

Spélki Wi Cwmv Ws Cwmv Spélki Wi Cwmv W Cumv
AB 0,77 4 1,00 3 GTC 0,77 2 0,56 |2/4
Agora 0,82 2 1,00 3 Instal Krak, | 0,54 3 0,90 2
Ambra 0,73 3 1,00 3 InterCars 0,73 3 0,90 2
Amica 0,90 3 0,72 | 2,5 |KGHM 0,90 3 0,50 3
Apator 1,00 2 0,77 2 |Kogeneracj | 0,54 3 0,90 3
Asseco BS 1,00 1 1,00 2 | Kruszwica 1,00 2 0,72 | 2,5
Asseco 1,00 2 0,90 3 Lentex 0,82 2 0,82 2
Asseco SEE 1,00 2 0,90 3 LPP 1,00 2 0,82 2
ATM 1,00 2 0,73 2 | Mangata 1,00 2 0,68 2
Bioton 0,72 2.5 0,73 3 Mennica 0,65 3 0,72 2
Bogdanka 0,73 3 0,61 3 Monnari 0,62 2 0,60 3
Boryszew 0,48 4 0,90 3 Netia 0,73 2 0,90 3
BritishAH 1,00 4 0,53 3 | Neuca 1,00 4 0,73 3
Budimex 0,72 2,5 0,77 2 Oponeo 0,77 3 0,65 3
cccC 0,67 1 0,73 2 | Orange PI, 0,90 3 0,90 3
CD Projekt 0,60 1 0,60 1 Orbis 1,00 2 0,90 3
CI Games 0,77 3 0,56 1 Orlen 1,00 2 0,68 3
Ciech 0,59 3 0,73 3 PGE 1,00 1 0,73 3
Cognor 0,73 3 0,62 3 PGNiG 0,90 2 0,90 3
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Spélki Wi Cwmv Ws Cwmv Spélki Wi Cwmv W Cmv
Comarch 0,82 3 1,00 3 PGS Softw, | 0,82 4 1,00 1
Comp 0,68 2 1,00 3 | Polenergia 0,73 4 0,62 3
Cyfr, Polsat 0,82 3 0,77 3 Police 0,73 3 0,90 3
Develia 1,00 3 0,90 3 Polimex 0,90 2 0,82 3
Degbica 0,68 3 0,73 2 Polnord 0,52 2 0,73 3
Dom Dev, 0,62 2 0,77 3 PZ Cormay | 0,73 4 0,65 3
Echo Invest, 0,82 3 0,77 3 Rafako 0,90 3 0,77 3
Eko Export 0,72 2,5 0,53 3 Tecza 0,90 2 0,77 2
Elektrobud, 1,00 4 0,73 3 Guma 0,60 | 1,5 | 0,90 2
Enea 0,77 3 0,90 3 Stalexport 1,00 2 0,77 3
Eurocash 0,82 2 0,73 2 Stalprodukt | 0,82 3 0,90 3
Famur 0,77 3 0,72 | 2,5 |Sniezka 0,82 | 3 |09 | 2
Ferro 0,77 3 0,72 | 2,5 | Tauron 0,77 3 0,90 3
Forte 1,00 2 0,73 3 TIM 0,73 2 0,90 3
Gr, Azoty 0,62 2 0,82 3 Trakcja 0,77 1 0,77 3
Gr, Kety 0,77 2 0,73 2 | VRG 0,82 3 1,00 3
Gr, Lotos 0,82 3 0,73 3 Wawel 0,68 2 0,90 2
GTC 0,77 2 0,56 2 | Wielton 0,90 2 0,73 3

Uwaga: oznaczenia jak w tabeli 3
Zrédto: opracowanie wlasne

Spotki niefinansowe (tabela 4) sa klasyfikowane do wszystkich klas
niezaleznie od sposobu wyznaczenia wektorowych syntetycznych miar
efektywnosci. Stosujac VSME liczony dla wszystkich firm (miara VSMEg )
stwierdza si¢, ze osiem firm jest stabilnych — sze$¢ z nich nalezy do klasy trzeciej,
jedna do drugiej i jedna do pierwszej. Korzystajac z VSME obliczanego dla
przedsiebiorstw niefinansowych, mozna wyrézni¢ 16 firm, ktére we wszystkich 10
latach zostaly zakwalifikowane do tej samej klasy. Dwie z nich naleza do klasy
pierwszej, dziesig¢ do klasy drugiej, jedna do klasy trzeciej, a trzy do klasy
czwartej.

PODSUMOWANIE

Miary taksonomiczne majg charakter uniwersalny i mogg by¢ adekwatne
i wiarygodne do porzadkowania firm w roéznych kontekstach — wewngtrznej
warto$ci przedsiebiorstwa, efektywnosci, produktywnosci, skutecznosci itp. Moga
by¢ réwniez wykorzystywane w badaniach przekrojowo-czasowych.

Celem naszego projektu bylo skonstruowanie wektorowej syntetycznej
miary efektywnosci firmy VSME oraz weryfikacja mozliwos$ci jej zastosowania
dla wybranych spoétek publicznych. Miara ta moze by¢ zastosowana do kazdego
z wymienionych aspektow taksonomii spotek. O jej istocie decyduje wybrany
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zestaw zmiennych diagnostycznych i sposob ich traktowania. ZastosowaliSmy
rygorystycznie dobrane bilansowe wskazniki finansowe, co upowaznia nas do
traktowania miary jako syntetycznej wektorowej miary efektywnosci firmy VSME
w wielowymiarowej przestrzeni wskaznikéw finansowych.

Badanie wykazato, ze zaproponowane wektorowe miary efektywnosci firm
VSME dobrze odzwierciedlaty kondycje finansowa przedsigbiorstw i pozwalaty na
ich skuteczne porzadkowanie. Zarazem jednak badania zmian przynaleznosci do
klastrow nie daly jednoznacznej odpowiedzi na pytanie, na ile wzbogacenie listy
zmiennych diagnostycznych zmienia grupowanie wynikowe. W przypadku spotek
finansowych mierniki zbudowane z uzyciem 14 zmiennych czgsciej klasyfikowaty
spotki do roznych klas w réznych latach niz mierniki z 6 wspolnymi zmiennymi.
Natomiast dla spoélek niefinansowych sytuacja jest zgota odmienna — stabilng
pozycje ma wigksza liczba spotek klasyfikowanych wg miernika VSME14 niz
VSMEs. Ponadto grupowanie dominujace Cyv wg miernika VSMEs jest identyczne
w grupie bankow — klaster 1., i dla spotek niebankowych — klaster 3. Sugeruje to
potrzebe korzystania ze zbiorow zmiennych specyficznych dla badanego sektora.
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VECTOR SYNTHETIC MEASURE OF COMPANY
EFFECTIVENESS FOR POLISH PUBLIC COMPANIES

Abstract: The aim of the research is to construct aggregates that will
describe the condition of companies in the multidimensional space of
financial indicators and will be useful for comparisons between companies.
Vector synthetic measures of company effectiveness VSME were
constructed. The study covers companies from the Warsaw Stock Exchange
listed continuously in 2010-2019 and with full records of financial indicators.
The 90 companies and more than 20 financial indicators were selected. It was
shown that the proposed vector VSME measures reflected well the
companies' standing and allowed them to be compared effectively, including
comparisons over time.

Keywords: company effectiveness, public companies, multidimensional
comparative methods, financial ratios, Warsaw Stock Exchange

JEL classification: G32, L25, M21
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Streszczenie: W niniejszym artykule przedstawimy zastosowanie metod
nieujemnej faktoryzacji macierzy do identyfikacji ukrytych komponentow
zawartych w ekonomicznych szeregach czasowych. Wyprowadzony zostanie
nowy algorytm nieujemnej faktoryzacji macierzy oparty na dywergencji
Fermiego-Diraca. Wykorzystujac uzyskane ukryte komponenty dokonamy
eliminacji szuméw z szeregOw czasowych reprezentujacych wyniki
predykcji. Cala koncepcje przetestujemy w problemie prognozy obcigzenia
systemu elektroenergetycznego.

Stowa kluczowe: nicujemna faktoryzacja macierzy, identyfikacja ukrytych
komponentow, §lepa separacja, predykcja

JEL classification: C02, C50

WSTEP

Jednym z istotnych zagadnien analizy danych empirycznych jest
poszukiwanie interesujacych i uzytecznych metod dekompozycji oraz faktoryzacji
macierzy. W obszarze ekonomii i finansoéw motywacja dla tych poszukiwan jest
dazenie do odkrycia, identyfikacji lub rekonstrukcji niejawnych komponentow
(sygnalow, szeregdbw czasowych) zawartych w danych rynkowych lub
biznesowych. Z praktycznego punktu widzenia znajomos¢ takich komponentow
moze by¢ wykorzystana w zadaniach eliminacji szumow, redukcji wpltywu
niepozadanych zaktocen, estymacji trendow lub poprawie jako$ci predykcji
[Szupiluk 2014].

https://doi.org/10.22630/MIBE.2022.23.2.6
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W ninigjszym artykule przedstawimy zastosowanie algorytmu nieujemne;j
faktoryzacji macierzy (ang. Nonnegative Matrix Factorization - NMF)
w dekompozycji szeregdéw czasowych, a nastgpnie wykorzystanie uzyskanych
komponentéw w autorskim systemie poprawy predykcji. Wyprowadzony zostanie
nowy algorytm niecujemnej faktoryzacji bazujgcy na dywergencji Fermiego-Diraca
nalezacej do klasy dywergencji Bergmana [Cichocki et al. 2009].

Metoda NMF adresowana jest do danych nieujemnych, co w przypadku
warto$ci rynkowych jak akcje lub indeksy gieldowe, oznacza raczej analizg
warto$ci bazowych niz warto$ci zmian tych instrumentoéw, cho¢ przy odpowiedniej
transformacji takze jest to mozliwe. Ma to szczegolne znaczenie dla szybkiej
1 bezposredniej interpretacji sytuacji rynkowej w przypadku podejmowania decyzji
inwestycyjnych, opartych na analizie technicznej. automatycznych gietdowych
systemach inwestycyjnych lub systemach predykcyjnych rynku energii.

NIEUJEMNA FAKTORYZACJA MACIERZY

Problem nieujemnej faktoryzacji macierzy mozna opisaé jako
przedstawienie danej macierzy X iloczynem dwoch macierzy nieujemnych A, S
[Berry et al. 2009]

X=AS, e

gdzie elementy macierzy A sg nieujemne a;>0, co zapisywane jest takze jako A=>0,
analogiczny warunek nieujemnosci dotyczy macierzy S.

W  praktyce zastosowan czgsto zagadnienie NMF przedstawia si¢
w kategoriach problemu S$lepej separacji sygnatow/zrodet (ang. Blind Signal
/Source Separation — ang. BSS) [Comon, Jutten 2010]. W takiej interpretacji X
oznacza nieujemng macierz danych obserwowanych, macierz S zawiera wiersze
stanowigce ukryte komponenty zawarte w danych obserwowanych, zas A oznacza
system mieszajacy. Zaklada si¢ przy tym, ze liczba wierszy macierzy X jest nie
mniejsza od liczby wierszy macierzy S.

W problemie BSS bazujac na samych obserwacjach staramy si¢ wyodrebnic¢
nieznane macierze A oraz S, przy czym w wielu przypadka oczekuje si¢, ze
identyfikacja  ukrytych komponentow (wiersze S) jest jednoznaczna
z wydzieleniem pewnych konkretnych fizycznych sygnatéw jak sygnaty mowy,
medyczne lub geologiczne. W tak postawionym problemie oczekuje sie, ze
niezaleznie od uzytych metod BSS wraz z odpowiadajagcymi im zatozeniami,
otrzyma si¢ podobny ,.fizyczny” efekt, np. konkretng wypowiedz wylowiong
z gwaru rozmow. W przypadku danych ekonomicznych, cho¢ otrzymane
komponenty zawarte w S stanowig zwykle raczej pewng baze¢ analityczng, to
mozemy poszukiwa¢ lub oczekiwa¢ wynikow takze o niejako fizycznym
charakterze takich jak trendy lub szumy i zaklocenia.

Nieujemna faktoryzacja macierzy X=AS, podobnie jak inne metody BSS,
charakteryzuje si¢ naturalng niejednoznaczno$cig rozwigzan, ze wzgledu na
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ADD X, gdzie dowolna odwracalna macierz D odpowiada za przeskalowanie
i permutacj¢ sygnatow separowanych w stosunku do zrédlowych. Oznacza to, ze
poszukujac  obiektywnych  fizycznych  sygnaléw  akceptujemy  jako
satysfakcjonujgce rozwigzanie w postaci sygnalow przeskalowanych oraz
wystepujacych w zmienionej kolejnosci do zrodtowych.

Rozwigzanie problemu NMF wiaze si¢ z przyjeciem kryterium jakosci
faktoryzacji, ktére jednoczesnie petni role funkcji celu. Funkcja celu [Cichocki et
al. 2009]

J=L(X,AS), (2)

okresla rdéznice, podobienstwo lub odmienno$¢ miedzy macierza X oraz jej
faktoryzacja AS. Przyjmowane obecnie funkcje celu opieraja si¢ zwykle na
funkcjach dywergencji J = D(X, AS).

Dywergencja D(y|z), okreslana jest funkcja dwoch nieujemnych
zmiennych z iy, ktora spetia warunek D(y| z)>0, gdzie D(y|z)=0, gdy y=z
[Csiszar 1974]. Dywergencja, nie musi spemia¢ nierdwnosci trojkata
D(y||z2)<D(y| x)+D(x||z), oraz nie musi by¢ dla niej spetiony warunek
symetrycznosci, tj. zwykle D(y|x)=D(x||y). Dla niektorych dywergencji
dochodzg dodatkowe warunki, np. sumowania si¢ warto$ci zmiennych z i y do

jednosci. Jedng z szerszych rodzin dywergencji stanowig dywergencje Bregmana
definiowane jako [Bregman 1967],

N 1
Dy(y 112 =2 p0) - #z ) -4 s~ ). 3)
i=l

gdzie @(u) jest Scisle wypukla funkcja, wszedzie rdzniczkowalna,

posiadajaca ciagla pochodna ¢'(u) [Dhillon i Tropp 2005] . Dla problemu NMF (3)
mozna przedstawi¢ w postaci

m N ,
Dy(X| AS) = 33 (603 - #(AS] ) - 4 (x)x, ~[AS])). (4)
i=1t=1

Dla nieliniowo$ci () =uln(u)+(1—u)ln(l—u), u<[0,1], otrzymuje sig
dywergencje Fermiego-Diraca postaci [Cichocki et al.2009]

N . — V.
DFD(ynz):z(yi ln(lf}(l—y»lnﬁ_—fj} (5)

i=1 i i

dlay;, z; € (0,1).
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W praktyce wykorzystanie dywergencji moze wigzaé si¢ z konieczno$cig
przeksztalcenia analizowanych danych do przedziatu (0,1).

ALGORYTM UCZENIA NMF

Multiplikatywny algorytm NMF dla dywergencji Bregmana o naprze-
miennych iteracjach. odpowiednio dla macierzy A ma posta¢ [Dhillon i Sra 2005]

A GA9NS)
(¢ (AS).*(AS))S

(6)

a dla macierzy S

AT (4 (AS).*X)

S« S. (P )
A" (¢ (AS).*(AY))

(7

gdzie .*, oznacza mnozenie element przez element.
W przypadku przyjecia funkcji celu w postaci dywergencji Fermiego-Diraca
otrzymujemy druga pochodna funkcji ¢(u) w postaci ¢ (u)= (1 —u? Tl , €O
prowadzi do nastepujgcego algorytmu estymacji macierzy A oraz S
N (1./(1-(AS)."2).*X)S™)
(1./(1-(AS).~2).*(AS))S” ’

®)

oraz

AT(1./1-(AS). 2).*X)
"AT(1./(1-(AS).~2).%(AS))

(€))

Uzyskany algorytm (8)-(9) jest jednym z wielu wariantow mozliwych do uzyskania
na bazie funkcji celu w postaci dywergencji Fermiego-Diraca. Postacie te zalezne
sg od przyjetej metody minimalizacji funkcji celu.

WIELOMODELOWY SYSTEM POPRAWY JAKOSCI PREDYKCII

Model nieujemnej faktoryzacji macierzy (1) mozna zinterpretowac
w kategoriach systemu poprawy predykcji. Przyjmijmy, Zze wiersze macierzy
X:[xl,xz,...,xn]T zawieraja wyniki prognoz z réznych modeli. Zatozmy
nastgpnie, ze sg one Kkombinacjg liniowg X=AS ukrytych komponentow
odpowiadajacych za poprawne wyniki prognoz, jak réwniez komponentow
odpowiedzialnych za btedy. Zatem mozemy zapisac, ze macierz
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T _ra A~ ~ qT
S=[s{,.-,8,] :[sl,...,sp,sp+1....,spH]] , (10)

sktada si¢ z komponentéw konstruktywnych §; oraz destrukcyjnych 8;, n=p+q .
Identyfikujac macierz A oraz S, a nast¢pnie eliminujagc komponenty destrukcyjne
(czyli przyjmujac § ; =0) powinnismy uzyska¢ poprawg jakosci predykeji

I

X=A[,,...§,.,0

B JTN |

; (11

n

gdzie X oznacza macierz ktorej wiersze zawieraja poprawione prognozy [Szupiluk
et al. 2007]. Ten sam efekt zostanie osiggniety w wyniku zastgpienia
w macierzy mieszajacej A =[a;,a,,..,a,]| odpowiednich kolumn wektorami

zer

~

A=[aj,a,0,,10 0,0, (12)
Prowadzi to do analogicznej do (11) formuty na poprawione wyniki prognoz
X=AS. (13)

Identyfikacja macierzy A oraz S, intepretowanych w kategoriach problemu
BSS jako macierz mieszajgca oraz macierz sygnatdw zrédlowych (ukrytych
komponentéw) zostanie dokonana metoda nieujemnej faktoryzacji macierzy.
Nalezy zauwazyC, ze osiggnigcie celu stawianego zadaniom BSS oznacza
eliminacj¢ komponentow zaklocajacych o niejako fizycznym charakterze, np.
szumoéw w danych. Ich eliminacja powinna skutkowaé poprawa prognozy na
oceniang wg dowolnego kryterium matematycznego. Jednak w praktyce
probleméw ekonomicznych, uzyskanie czystych fizycznych komponentoéw moze
by¢ trudne do osiggniecia, gdyz trudno zaktada¢, iz okreslone dane jak np. szeregi
zuzycia energii elektrycznej, sa efektem kombinacji pewnej ograniczonej liczby
sygnalow zrodlowych.

EKSPERYMENT PRAKTYCZNY

Obecnie przedstawimy zastosowanie opisanej wyzej metody do poprawy
predykeji zuzycia energii elektrycznej. Predykcja godzinnego obcigzenia jest
dokonywana z wyprzedzeniem 24 godzin. Dane objasniajgce obejmujg informacje
0 godzinnym zuzyciu energii w ciggu ostatnich 24 godzin, jak réwniez dane
kalendarzowe typu: dzien, miesigc. Dla tak postawionego problemu, opracowano
cztery modele neuronowe MLP o 12, 18, 24, 27 neuronach w warstwie ukrytej. Na
Rysunku 1 widzimy wyniki z modeli predykcyjnych oraz ukryte komponenty
otrzymane po nieujemnej faktoryzacji algorytmem opartym na dywergencji
Fermiego-Diraca. Tabela 1 zawiera wyniki predykcji uzyskane dla poszczegolnych
modeli oraz wyniki po usuni¢ciu poszczegdlnych komponentéw ukrytych.
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Rysunek 1. Wyniki modeli predykcyjnych a) oraz ukryte komponenty b)
b)

a)
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Tabela 1. Przyktadowy zestaw danych

x101°
:

10

L I L I L h I 1 h
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

L I L I L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

MSE 10°° MLP12 MLP18 MLP24 MLP27
Modele podstawowe 8,164 7,782 7,891 8,097
Usnigty 1 komponent 97,586 7,507 7,991 7,404
Usniety 2 komponent 8,164 98,588 7,891 8,097
Usniety 3 komponent 8,164 7,516 97,334 7,389
Usniety 4 komponent 7,688 7,782 7,575 99,588

Zré6dto: opracowanie wlasne

Najlepsze wyniki predykcji uzyskano, po usunieciu 2 komponentu ukrytego,
uzyskano zmniejszeni bledu MSE, czyli poprawe jakosci predykcji, o ok.4.8%.
Uzyskane wyniki nalezy traktowaé jako pogladowe potwierdzenie poprawnosci
dzialania przedstawionej koncepcji. Natomiast rzeczywisty stopien poprawy,
mozliwy do uzyskania moze si¢ zmieni¢ w przypadku zwigkszenia liczby modeli
predykcyjnych oraz testu eliminacji nie tylko pojedynczych komponentow ale

takze ich kombinacji.

Jednoczesnie nalezy wspomnie¢ o pewnych stabosciach powyzszej metody.
W wyniku badan zaobserwowano stosunkowo duza (np. w poréwnania z metoda
ICA) niestabilno$¢ dziatania uzyskanego algorytmu. Cho¢ od strony formalne jego
dzialanie jest stosunkowo skuteczne, tj. uzyskujemy nieujemna faktoryzacje
macierzy, za$ mozliwa do uzyskania poprawa wynikow stosunkowo znaczaca, to
jednoczesnie jednak zaobserwowano znaczg wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe.
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PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy zaprezentowano nowy algorytm nieujemnej faktoryzacji
macierzy oparty na dywergencji Fermiego-Diraca. Zostal on nastgpnie
zastosowany w systemic poprawy wynikéw predykcji  w  podejsciu
wielomodelowym, co mozna jednoczesnie zaklasyfikowa¢ do kategorii agregacji
modeli. Przeprowadzone eksperymenty potwierdzity zasadno$¢ przyjetych
koncepcji. Jednocze$nie jednak ujawnily pewne trudnosci tego podejScia.
Niestabilno§¢ 1 wrazliwo$¢ na warunki poczatkowe uzyskanego algorytmu,
sktaniaja do refleksji nad jako$ciag algorytmu w jego obecnej postaci w
praktycznych zastosowaniach. Poprawe efektywnosci mozna upatrywa¢ m.in. w
odmiennych sposobach optymalizacji funkcji celu.

Jednak glownym celem obecnej pracy byto uzyskanie nowego algorytmu
NMF i potwierdzenie skutecznos$ci jego dzialania w aspekcie formalnym, czyli
wykazanie, ze podstawowe zadanie nieujemnej faktoryzacji jest wykonywalne, i
moze byC zastosowane w realnych zadaniach. Dostosowanie wyprowadzonego
algorytmu do praktycznego dziatania w ramach stabilnego systemu poprawy
predykcji jest zasadniczo odrgbnym zadaniem, adresowanym do mozliwych
kolejnych badan.
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LATENT COMPONENT IDENTIFICATION IN TIME SERIES
BY NONNEGATIVE MATRIX FACTORIZATION

Abstract: In this article, we present the use of non-negative matrix
factorization methods to identify latent components contained in economic
time series. A new non-negative matrix factorization algorithm based on
Fermi-Dirac divergence is derived. Using the obtained latent components, we
eliminate noise from the time series representing the prediction results. We
test the entire concept in the problem of power system load prediction.
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